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1 はじめに

本論文では, 第二種 Fredholm 積分方程式と呼ばれる

$u(t)=g(t)+ \int_{a}^{b}k(t, s)u(s)ds$ , $a\leq$ オ $\leq b$ (1.1)

の形の方程式と, 第二種 Volterra積分方程式と呼ばれる

$u(t)=g(t)+ \int_{a}^{t}k(t, s)u(s)ds$ , $a\leq t\leq b$ (1.2)

という形の方程式を取り扱う. ここで $g(t)$ と $k(t, s)$ はなめらかな既知関数で, $u(t)$ が求めるべき
未知関数である. これらの方程式は物理・化学・生物の分野でしばしば現れるが, 解析的に解 $u$ を
求めることは一般的に難しく, 数値計算によって近似解を求める方法が数多く研究されている. こ

れらの応用や計算法などについては, いくっかの成書にまとめられている [1-3, 5,6].
近年, これらの方程式に対し, Sinc 法に基づく数値解法 (Sinc スキーム) が提案されてき

た [9, 16-18]. Sinc 法は, 「$Sinc$ 関数近似」 と呼ばれる近似法より導出される一連の近似法の総称
であり, 適切な変数変換と組み合わせることで高い性能を持つことが知られている. 例えば, サン
プリング数 $N$ に対する典型的な収束次数は, 一重指数関数型の変換 (SE 変換) を用いる Sinc 法
では $O(\exp(-c_{1}\sqrt{N}))[19,20]$ , また二重指数関数型変換 (DE 変換) と組み合わせる Sinc 法では
$O(\exp(-c_{2}N/\log N))[7,21]$ である. いずれも収束次数は指数オーダであり, $O(N^{-p})$ のような

多項式オーダの収束に比べて非常に収束が速い. 実際, 方程式 (1.1) や (12) に対して提案された
上述の Sinc スキームにおいても, 数値実験により $O(\exp(-c_{1}\sqrt{N}))$ や $0(\exp(-c_{2}N/\log N))$ の

収束性が観察されており, その有効性が主張されている [9, 16-18].
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ただし, これらの既存の Sinc スキームには, 以下で述べるような二つの難点があった. 一つ目
は, スキームが方程式の解 $u$ に依存して設計されていることである. Sinc スキームでは, チュー

ニングのためのパラメータを定める必要があるが, これは未知関数である解 $u$ に依るパラメータで
あるため, その値をどのように求めればよいのかという問題がある. 二つ目の難点は, 仮にそのパ
ラメータが既知であるとしても, $Narrow\infty$ においてスキームが可解である保証や, 近似解が収束す
る保証が, 理論的に与えられていないことである. 先行研究では, 一定の誤差解析を与えているも
のもあるが, スキームの可解性は暗黙に仮定されており, さらに誤差の評価式の中に, $N$ に対する
挙動が未評価の項が残されていた. そのため, Sinc スキームの可解性や収束性は, 実際にスキーム
を実行してみるまでは不明であり, またスキームを実行したとしても, 有限の $N$ までしか確かめ
ることができない. 先行研究における $O(\exp(-c_{1}\sqrt{N}))$ や $O(\exp(-c_{2}N/\log N))$ といった収束次
数の主張も, あくまで数値実験の観察に基づくものであった.
最近, 我々はこれらの問題に対し理論解析により成果を挙げており, Sinc スキームの難点の克服
に成功している $[$10-14$]$ . 難点の一つ目に対しては, 既知関数 $g(t)$ と $k(t, s)$ を調べることでチュー
ニングパラメータが求まることを示し, また難点の二つ目に対しては, $Narrow\infty$ での挙動を解析
し, スキームが一意可解となること, かつ収束次数が $O(\exp(-c_{1}\sqrt{N}))$ や $O(\exp(-c_{2}N/\log N))$

となることを厳密に示した. 上述した各研究の一覧を表 1にまとめておく.
本論文では, これらの成果について概説する. 構成は次の通りである. まず第 2章で, Sinc ス
キームの基盤となる近似法とその誤差解析についてまとめる. 第 3章と第 4章は Fredholm 積分方
程式 (1.1) に関する章で, 第 3章では Sinc-Nystr\"om 法による離散化, 第 4章では Sinc 選点法に
よる離散化を用いた研究について述べる. 第 5章と第 6章は Volterra 積分方程式 (1.2) に関する
章で, 第 5章では Sinc-Nystr\"om 法による離散化, 第 6章では Sinc 選点法による離散化を用いた
研究について述べる. 表 1に該当する章を示しておく. 第 3章から第 6章までの内容は, 離散化手
法や変数変換などの違いはあるものの, 抱えていた問題とその解決の流れはおおよそ各章で共通し
ている. そのため第 3章では, 既存研究との比較や具体的な適用例などを含めて詳しく述べ, その
共通した流れをつかむことができるように配慮し, 第 4章以降はなるべく簡略化して記述する. 最
後に第 7章で本論文のまとめを述べる.

表 1 第二種積分方程式に対する Sinc スキームの提案と, その難点を克服する理論解析の研究の一覧.
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2 Sinc スキームの基礎となる近似公式とその誤差解析

2.1 Sinc 関数近似より導出される近似公式

Sinc 法の基盤となる Sinc 関数近似は, いわゆる 「Sinc 関数」 と呼ばれる

$S(j, h)(x)= \frac{\sin\pi(x/h-j)}{\pi(x/h-j)}$ (2.1)

を基底関数として, 実軸上で定義された関数 $F$ を

$F(x) \approx\sum_{j=-N}^{N}F(jh)S(j, h)(x)$ , $x\in \mathbb{R}$ (2.2)

のように近似する方法である. また, 後の定理で述べられるように, 刻み幅んは $N$ に対して適切

に定める必要がある. この Sinc 関数近似 (2.2) の両辺を実軸上で積分することで,

$\int_{-\infty}^{\infty}F(x)dx\approx\sum_{j=-N}^{N}F(jh)\int_{-\infty}^{\infty}S(j, h)(x)dx=h\sum_{j=-N}^{N}F(jh)$ (2.3)

と定積分の近似公式が導ける. また同様にして, 不定積分の近似公式も

$\int_{-\infty}^{x}F(\sigma)d\sigma\approx\sum_{j=-N}^{N}F(jh)\int_{-\infty}^{x}S(j, h)(\sigma)d\sigma=\sum_{j=-N}^{N}F(jh)J(j, h)(x)$ (2.4)

と導かれる. ただし関数 $J(j, h)(x)$ は, 正弦関数 Si $(x)= \int_{0}^{x}\{\sin(\sigma)/\sigma\}d\sigma$ を用いて次のように

定義される :
$J(j, h)(x)=h \{\frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}$ Si $[\pi(x/h-j)]\}$ . (2.5)

以上は無限区間 $x\in \mathbb{R}$ における近似であったが, これらを方程式 (1.1) や (12) のような有限区
間 $t\in(a, b)$ において適用するために, 通常は変数変換が用いられる. 最もよく用いられるのは,

$t= \psi^{SE}(x)=\frac{b-a}{2}\tanh(\frac{x}{2})+\frac{b+a}{2}$ , (2.6)

$x= \{\psi^{SE}\}^{-1}(t)=\log(\frac{t-a}{b-t})$ (2.7)

で定義される SE 変換である. SE 変換と Sinc 関数近似 (2.2) を組み合わせると, 区間 $(a, b)$ 上で

定義された関数 $f$ を

$f(t) \approx\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{SE}(jh))S(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))$ , $t\in(a, b)$ (2.8)

と近似することができる. 本論文ではこれを SE-Sinc 近似と呼ぶ. また, 定積分に対しても,

$\int_{a}^{b}f(t)dt=\int_{-\infty}^{\infty}f(\psi^{SE}(x))\{\psi^{SE}\}’(x)dx\approx h\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{SE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)$ (2.9)

40



のように近似でき, これを本論文では SE-Sinc 積分と呼ぶ. 同様に不定積分に対しても,

$\int_{a}^{t}f(s)ds=\int_{-\infty}^{\{\psi^{SE}\}^{-1}(t)}f(\psi^{SE}(\sigma))\{\psi^{SE}\}’(\sigma)d\sigma$

$\approx\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{SE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)J(j.h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))$ (210)

のように近似でき, これを本論文では SE-Sinc 不定積分と呼ぶ.
また近年では, 収束を速めるために, 上で用いていた SE 変換に代えて, DE 変換と呼ばれる

(211)

$($212)

という変換を用いる研究が進められている. DE 変換の場合は, 次のような近似公式が得られる :

DE-Sinc 近似 : $f(t) \approx\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{DE}(jh))S(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))$ , (2.13)

DE-Sinc $ffit+$ : $\int_{a}^{b}f(t)dt\approx h\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{DE}(jh))\{\psi^{DE}\}’(jh)$, (2.14)

DE-Sinc 不定積分 : $\int_{a}^{t}f(s)ds\approx\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{DE}(jh))\{\psi^{DE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))$ . (2.15)

ただし, SE-Sinc 近似 (2.8) と DE-Sinc 近似 (213) には, 右辺が $tarrow a$ や $tarrow b$ で $0$ となるた
め, 被近似関数 $f$ が $f(a)=f(b)=0$ を満たさない場合は, そもそも高精度な近似は望めないとい
う欠点がある. そのため, 関数 $f$ から一次関数を差し引いて, 端点で $0$ となる関数 $\mathcal{T}f$ を

$\mathcal{T}[f](t)=f(t)-\{f(a)w_{a}(t)+f(b)w_{b}(t)\}$ , $($ 216)

$w_{a}(t)= \frac{b-t}{b-a}$ , $w_{b}(t)= \frac{t-a}{b-a}$ (217)

のように構成し, この関数 $\mathcal{T}f$ に対して SE-Sinc 近似や DE-Sinc 近似を適用することが考えられ
る. これらを, 元の関数 $f$ に対する近似として具体的にかけば,

$f(t) \approx \mathcal{P}_{N}^{SE}[f](t);=f(a)w_{a}(t)+\sum_{j=-N}^{N}\mathcal{T}[f](\psi^{SE}(jh))S(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))+f(b)w_{b}(t)$, (218)

$f(t) \approx \mathcal{P}_{N}^{DE}[f](t):=f(a)w_{a}(t)+\sum_{j=-N}^{N}\mathcal{T}[f](\psi^{DE}(jh))S(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))+f(b)w_{b}(t)$ (219)

と表せる. 本論文では前者を一般化 SE-Sinc 近似, 後者を一般化 DE-Sinc 近似と呼ぶ.
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2.2 Sinc 法に即した関数空間

無限区間における近似公式 $(2.2)-(2.4)$ が高精度であるためには, 帯状領域

$\mathcal{D}_{d}=\{\zeta\in \mathbb{C}:|{\rm Im}\zeta|<d\}$ (2.20)

における関数 $F$ の正則性や有界性等が重要となる (ただし $d$ は正の定数). 有限区間における近似
では, SE 変換や DE 変換を用いているため, これらの条件はそれぞれの変数変換で $\mathcal{D}_{d}$ が写された

$\psi^{sE}(\mathcal{D}_{d})=\{$ $z$

(2.22)

(2.21)

$\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})=\{z$

といった領域で関数 $f$ に課せられることになる. この領域 $\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ や $\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ を一般に $\mathcal{D}$ とし

て, 次の三つの関数空間を導入する.

定義 2.1複素平面上 (もしくは, Riemann 面上) の有界な単連結領域 $\mathcal{D}$ 上で正則で, かつ次で

定めるノルムが有界であるような関数 $f$ 全体を $H^{\infty}(\mathcal{D})$ と定義する :

$||f \Vert_{H(9)}\infty=\sup_{z\in \mathcal{D}}|f(z)|$ . (2.23)

定義 2.2 $\mathcal{D}$ は $(a, b)\subset \mathcal{D}$ をみたす複素平面上 (もしくは, Riemann 面上) の有界な単連結領域
とし, また $\alpha$ は正の実数とする. このとき, $f\in H^{\infty}(\mathcal{D})$ であって, かつある定数 $C$ が存在して,

$|f(z)|\leq C|Q(z)|^{\alpha}$ (2.24)

が任意の $z\in \mathcal{D}$ に対し成り立つような関数 $f$ 全体を $L_{\alpha}(\mathcal{D})$ と定義する. ただし関数 $Q(z)$ は

$Q(z)=(z-a)(b-z)$ で定める.

定義 2.3 $\mathcal{D}$ は定義 22と同じ条件をみたすとし, また $\alpha$ は $0<\alpha\leq 1$ をみたす実数とする. この

とき, $f\in H^{\infty}(\mathcal{D})\cap C(\overline{\mathcal{D}})$ であって, かつある定数 $C$ が存在して,

$|f(z)-f(a)|\leq C|z-a|^{\alpha}$ , (2.25)
$|f(b)-f(z)|\leq C|b-z|^{\alpha}$ (2.26)

が任意の $z\in \mathcal{D}$ に対し成り立つような関数 $f$ 全体を $M_{\alpha}(\mathcal{D})$ と定義する.

次の命題が成り立つことを注意しておく.

命題 24関数 $f$ が $M_{\alpha}(\mathcal{D})$ に属するとき, 式 (216) で定められる $\mathcal{T}f$ は $L_{\alpha}(\mathcal{D})$ に属する.
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23 Sinc 法の誤差解析

SE-Sinc 近似 (2.8) と DE-Sinc 近似 (213) の誤差解析は, 次のように与えられている.

定理 2.5 (Stenger [19, Theorem 4.2.5]) $d$ は $0$ $<$ $d<$ $\pi$ をみたす実数とし, $f$ $\in$

$L_{\alpha}(\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d}))$ とする. このとき, 自然数 $N$ に対して刻み幅 $h$ を

$h=\sqrt{\frac{\pi d}{\alpha N}}$ (2.27)

と定めると, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|f(t)-\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{sE}(jh))S(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))|\leq C$�$(\text{万_{}e^{-\text{》\sqrt{\pi d\alpha N}}}.$ (2.28)

定理 2.6 (Tanaka et al. [22, Theorem 3.1]) $d$ は $0<d<\pi/2$ をみたす実数とし, $f\in$

$L_{\alpha}(\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d}))$ とする. このとき, $N>\alpha/(2d)$ をみたす自然数 $N$ に対して刻み幅 $h$ を

$h= \frac{\log(2dN/\alpha)}{N}$ (2.29)

と定めると, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|f(t)-\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{DE}(jh))S(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))|\leq C\exp\{\frac{-\pi dN}{1og(2dN/\alpha)}\}$ . (2.30)

また命題 24より, 一般化 SE-Sinc 近似 (218) と一般化 DE-Sinc 近似 (219) に対しては, 次の
収束定理が成り立つ.

定理 2.7 (岡山ら [10]) $d$ は $0<d<\pi$ をみたす実数とし, $f\in M_{\alpha}(\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d}))$ とする. このと
き, 自然数 $N$ に対して刻み幅 $h$ を式 (2.27) で定めると, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の
評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|f(t)-\mathcal{P}_{N}^{SE}[f](t)|\leq C\sqrt{N}e^{-\sqrt{\pi d\alpha N}}$ . (2.31)

定理 28(岡山ら [10]) $d$ は $0<d<\pi/2$ をみたす実数とし, $f\in M_{\alpha}(\psi^{OE}(\mathcal{D}_{d}))$ とする. このと
き, $N>\alpha/(2d)$ をみたす自然数 $N$ に対して刻み幅 $h$ を式 (2.29) で定めると, $N$ によらない定数
$C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max|f(t)-\mathcal{P}_{N}^{DE}$ $[f](t)$ I $\leq C$ exn $\{\frac{-\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}\}$ , (2.32)
$a\leq t\leq b$
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SE-Sinc 積分 (2.9) と DE-Sinc 積分 (2.14) の誤差解析は, 次のように与えられている.

定理 2.9 (Stenger [19, Theorem 4.2.6]) $d$ は $0<d<\pi$ をみたす実数とし, $fQ\in$

$L_{\alpha}(\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d}))$ とする. このとき, 自然数 $N$ に対し刻み幅ん
$\sim$

を

$\tilde{h}=\sqrt{\frac{2\pi d}{\alpha N}}$ (2.33)

と定めると, $N$ によらない定数 $\tilde{C}$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$| \int_{a}^{b}f(t)dt-\overline{h}\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{sE}(j\tilde{h}))\{\psi^{SE}\}’(j\tilde{h})|\leq\tilde{C}e^{-\sqrt{2\pi d\alpha N}}$ . (2.34)

定理 2.10 (Tanaka et al. [23, Theorem 3.1]) $d$ は $0<d<\pi/2$ をみたす実数とし, $fQ\in$

$L_{\alpha}(\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d}))$ とする. このとき, $N>\alpha/(4d)$ をみたす自然数 $N$ に対して刻み幅 $\tilde{h}$ を

$\tilde{h}=\frac{\log(4dN/\alpha)}{N}$ (2.35)

と定めると, $N$ によらない定数 $\tilde{C}$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$| \int_{a}^{b}f(t)dt-\tilde{h}\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{OE}(j\tilde{h}))\{\psi^{DE}\}^{l}(j\tilde{h})|\leq\tilde{C}$ exn $\{\frac{-2\pi dN}{\log(4dN/\alpha)}\}$ . (2.36)

式 (2.33) や式 (2.35) で定めた刻み幅んは, 式 (2.27) や式 (2.29) で定めた刻み幅 $h$ と異なって
いるが, 後に述べる Sinc 選点法に基づくスキームでは, 定積分近似においても刻み幅はんに設定
される. その場合の誤差は次のようになる.

定理 2.11 (岡山ら [10]) 関数 $f$ は定理 29の仮定をみたすとする. このとき, 自然数 $N$ に対し
刻み幅 $h$ を式 (2.27) で定めると, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$| \int_{a}^{b}f(t)dt-h\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{sE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)|\leq Ce^{-\sqrt{\pi d\alpha N}}$. (2.37)

定理 212 (岡山ら [10]) 関数 $f$ は定理 210の仮定をみたすとする. このとき, $N>\alpha/(2d)$ を

みたす自然数 $N$ に対し刻み幅 $h$ を式 (2.29) で定めると, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の
評価が成り立つ :

$| \int_{a}^{b}f(t)dt-h\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{DE}(jh))\{\psi^{DE}\}’(jh)|\leq C\exp\{\frac{-2\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}\}$ . (2.38)
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SE-Sinc 不定積分 (2.10) と DE-Sinc 不定積分 (2.15) に対しては, Haber $[$4$]$ や Muhammad-
Mori [8] によって収束性解析が行われているが, ここではより厳しく収束次数を評価した次の結果
を引用する.

定理 2.13 (Okayama et al. [15, Theorem 2.7]) 関数 $f$ は定理 29の仮定をみたすとする.
このとき, 自然数 $N$ に対し刻み幅 $h$ を式 (2.27) で定めると, $N$ によらない定数 $C$ が存在して,
次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|\int_{a}^{t}f(s)ds-\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{sE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))|\leq Ce^{-\sqrt{\pi d\alpha N}}$ . (2.39)

定理 2.14 (Okayama et al. [15, Theorem 2.13]) 関数 $f$ は定理 2.10の仮定をみたすとす
る. このとき, $N>\alpha/(2d)$ をみたす自然数 $N$ に対して刻み幅 $h$ を式 (2.29) で定めると, $N$ によ

らない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|\int_{a}^{t}f(s)ds-\sum_{j=-N}^{N}f(\psi^{DE}(jh))\{\psi^{DE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))|$

$\leq C\frac{\log(2dN/\alpha)}{N}\exp\{\frac{-\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}\}$ . (2.40)

注意 215本章で述べた全ての誤差解析において, 刻み幅 $h$ を $N$ に対して定める際に, $d$ や $\alpha$ と

いうパラメータを用いていることに注目していただきたい. これは被近似関数 $f$ に依るパラメー
タであり, $f$ が既知の場合はこのパラメータの値を調べることができるが, 方程式の解のような未
知関数の場合はそれは雑しい. この問題については, 次章の第 32節でより詳しく議論する.

3 Fredholm 積分方程式に対する Sinc-Nystr\"om 法とその理論解析
3.1 スキームの導出 :SE-Sinc-Nystr\"om 法と DE-Sinc-Nystr\"om 法

まず, SE 変換を用いた Sinc-Nystr\"om 法 (SE-Sinc-Nystr\"om 法) [17] について説明する. ス

キームの導出にあたり, 次の二つの条件を仮定する :

仮定 (SEl) $u\in H^{\infty}(\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d}))^{*1}$ .
仮定 (SE2) 任意の $t\in[a, b]$ に対し $k(t, \cdot)Q(\cdot)\in L_{\alpha}(\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d}))$ .

このとき, 方程式 (1.1) における積分は, 定理 29に基づいて次のように近似できる :

$\int_{a}^{b}k(t, s)u(s)ds\approx\tilde{h}\sum_{j=-N}^{N}k(t,\psi^{SE}(j\tilde{h}))u(\psi^{sE}(j\tilde{h}))\{\psi^{SE}\}’(j\tilde{h})$ (3.1)

$r1$ Rashidinia-Zarebnia の論文 [17] では記述されていないが, 定理 29を用いるには必要な仮定である.

45



ただし刻み幅んは式 (2.33) で定める. この近似により, 新たな方程式を得ることができる :

$u_{N}^{SE}(t)=g(t)+ \tilde{h}\sum_{j=-N}^{N}k(t, \psi^{SE}(j\tilde{h}))u_{N}^{SE}(\psi^{SE}(j\tilde{h}))\{\psi^{SE}\}’(j\tilde{h})$ . (3.2)

方程式 (1.2) の代わりに, 近似したこの方程式 (3.2) の解 $u_{N}^{SE}$ を求めることを考える. それに

は, 右辺の未知係数 $u_{n}^{SE}=[u_{N^{E}}^{s}(\psi^{SE}(-N\tilde{h})), \ldots, u_{N}^{SE}(\psi^{sE}(N\tilde{h}))]^{T}$ を求めればよい (ただし

$n=2N+1)$ . そのために, この方程式 (3.2) を

$t=\psi^{SE}(i\tilde{h})$ , $i=-N,$ $\ldots,$
$N$ (3.3)

の $n$ 点でサンプリングすることを考えると, 目標の $u_{n}^{SE}$ は次の連立 1次方程式を解けば得られる :
$(I_{n}-K_{n}^{SE})u_{n}^{SE}=g_{n}^{SE}$ . (3.4)

ただし $I_{n}$ は $n\cross n$ の単位行列であり, $K_{n}^{SE}$ は $(i, j)$ 成分が

$(K_{n}^{SE})_{ij}=\tilde{h}k(\psi^{SE}(i\tilde{h}), \psi^{SE}(j\tilde{h}))\{\psi^{SE}\}’(j\tilde{h})$ , $i,$ $j=-N,$ $\ldots,$
$N$ (3.5)

であるような $n\cross n$ 行列, また $g_{n^{E}}^{s}=[g(\psi^{SE}(-N\tilde{h})), \ldots , g(\psi^{SE}(N\tilde{h}))]^{T}$ である. 以上をまとめ

ると, 連立 1次方程式 (3.4) を解いて係数 $u_{n}^{SE}$ を求めれば. 式 (3.2) によって近似解 $u_{N}^{SE}$ が定ま

る. これが SE-Sinc-Nystr\"om 法である.

DE 変換を用いた Sinc-Nystr\"om 法 (DE-Sinc-Nystr\"om 法) [9] においても, スキーム導出の流

れは全く同様である. まず, 次の条件を仮定する :

仮定 (DEl) $u\in H^{\infty}(\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d}))$ .
仮定 (DE2) 任意の $t\in[a, b]$ に対し $k(t, \cdot)Q(\cdot)\in L_{\alpha}(\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d}))$ .

この仮定の下で, 上述した SE-Sinc-Nystr\"om 法において, 変数や関数の右上の ‘SE’ を ‘DE’ に取

り替えたものを考えることができ, 連立 1次方程式

$(I_{n}-K_{n}^{DB})u_{n}^{DE}=g_{n}^{DE}$ (3.6)

を解いて得られた係数 $u_{n}^{DE}$ を用いて, 近似解

$u_{N}^{DE}(t)=g(t)+ \tilde{h}\sum_{j=-N}^{N}k(t, \psi^{DE}(j\tilde{h}))u_{N}^{DE}(\psi^{DE}(j\tilde{h}))\{\psi^{DE}\}’(j\tilde{h})$ . (3.7)

が決定する. ただし, 全ての刻み幅んは式 (2.35) で定める. これが DE-Sinc-Nystr\"om 法である.

32 一つ目の難点の克服 : 未知関数のパラメータの求め方
上述した Sinc-Nystr\"om 法では, 方程式の解 $u$ に対し仮定 (SEl) や仮定 (DEl) を課し, そのパ

ラメータ $d$ を, 刻み幅 $\tilde{h}$ の決定式 (2.33) や (2.35) で用いている. ただし, 方程式の解はこれから
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求めようとする関数であり, 通常はその具体形は不明なため, パラメータ $d$ はどのように求めれば
よいの力 $\searrow$ という問題が生じる. これに対する解答は先行研究 [9, 17] では与えられていなかった
が, 我々は理論解析を行って次のような定理を示した.

定理 31(岡山ら [12, 定理 21]) 関数 $g$ は $g\in H^{\infty}(\mathcal{D})\cap C(\overline{\mathcal{D}})$ をみたし, また関数 $k$ は任意の
$z,$

$w\in\overline{\mathcal{D}}$ に対し $k(\cdot, w)Q(w)\in H^{\infty}(\mathcal{D})\cap C(\overline{\mathcal{D}})$ かつ $k(z, \cdot)Q(\cdot)\in L_{\alpha}(\mathcal{D})$ をみたすとする. さら
に, $g\equiv 0$ のときの方程式 (1.1) の解は $u\equiv 0$ のみであるとする. このとき, 方程式 (1.1) には唯
一解 $u\in H^{\infty}(\mathcal{D})\cap C(\overline{\mathcal{D}})$ が存在する.

この定理は仮定 (SEl) や仮定 (DEl) の十分条件を示しており, この条件は全て既知関数 $g,$ $k,$ $Q$

のみで書かれているので, 既知関数を調べれば, 目標であった $u$ のパラメータ $d$ が求められる.

33 具体的な方程式に対する解析例と数値実験

一つ, 解 $u$ のパラメータ $d$ を求める解析の具体例を挙げる. 次の方程式

$u(t)=\sqrt{\frac{t}{2}}\{1+$ arcsinh(1) $- \sqrt{2+2(t-1)^{2}}\}+\int_{0}^{2}\sqrt{\frac{ts}{2}}u(s)ds$ , $0\leq t\leq 2$ (3.8)

を考える. この方程式における関数 $g$ と $k$ は, SE 変換の場合は $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{\pi/2}),$ $\alpha=1$ で定
理 31の条件をみたし, また DE 変換の場合は $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\sim/6),$ $\alpha=1$ で定理 31の条件をみた
す. よって定理 31より, 解 $u$ のパラメータ $d$ は, SE 変換の場合は $d=\pi/2$ , DE 変換の場合は
$d=\pi/6$ であることがわかる. 実際, 方程式 (3.8) の解析解は $u(t)=\emptyset\{1/$～$\sqrt{2}-\sqrt{1+(t-1)^{2}}\}$

であり, これは $u\in H^{\infty}(\psi^{SE}(\mathcal{D}_{\pi/2}))\cap C(\overline{\psi^{SE}(\mathcal{D}_{\pi/2})})$ かっ $U\in H^{\infty}(\psi^{DE}(\mathcal{D}_{\pi/6}))\cap C(\overline{\psi^{DE}(\mathcal{D}_{\pi/6})})$

をみたすので, 定理 31の主張が正しいことが確認できる. ここで重要なのは, 解析解 $u$ が不明で
も, 既知関数を調べることで適切な $d$ の値が求まり, $\tilde{h}$ を式 (2.33) や (2.35) で定めて計算を実行
できるということである.

ところで, 実は正しい $d$ の値が不明の場合でも, この $d$ の値を適当に定めれば計算は (一応は)

実行可能なはずである. そこで方程式 (3.8) に対して, $d$ を正しく定めた場合と, 適当に定めた場
合で数値実験を行って比較する. 第 2章の誤差解析の定理によれば, $d$ の値の上限は, SE 変換の
場合は $d=\pi$ , DE 変換の場合は $d=\pi/2$ であるので, 正しい $d$ が不明の場合に, これらの値で代
用するのは一つの方法である (これは被近似関数に対し, 全複素平面で正則だと期待することに対
応する). 計算結果を図 1に示す. ただし, 図中の最大誤差 (maximum error) は, 区間 $[0,2]$ を

等分割した 101点上での絶対誤差のうち, 最も大きな値である. 誤差の減少の様子を観察すると,
正しく $d$ の値を設定した場合 (実線 ;SE-Sinc with $d=\pi/2$ , DE-Sinc with $d=\pi/6$) に比べ,
適当に $d$ の値を設定した場合 (鎖線 ;SE-Sinc with $d=\pi$ , DE-Sinc with $d=\pi/2$) は収束が遅
い. 真の Sinc-Nystr\"om 法の収束性能を得るには, やはり $d$ は正しく設定すべきであることがわか
る. 定理 31はそれを可能にする結果である.
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図 1 方程式 (3.8) に対する $SE- Sinc- Nystr\ddot{o}m$ 法と D$E- Sinc-Nystr\ddot{o}m$ 法の $d$ の値を変えた計算結果.

34 二つ目の難点の克服 : スキームの可解性と収束性の証明
上述した SE-Sinc-Nystr\"om 法と DE-Sinc-Nystr\"om 法に対して, それぞれ次のような誤差解析
が与えられている.

定理 3.2 (Rashidinia-Zarebnia [17, Theorem 2]) 仮定 (SEl) と仮定 (SE2) が成り立つと
する. このとき, $N$ に依存しない定数 $C$ が存在して,

$\sup_{t\in(a,b)}|u(t)-u_{N}^{SE}(t)|\leq C\mu_{N}^{SE}\sqrt{N}e^{-\sqrt{2\pi d\alpha N}}$ (3.9)

が成り立つ. ただし $\mu_{N}^{SE}=\Vert(I_{n}-K_{n}^{SE})^{-1}\Vert_{2}$ である.

定理 3.3 (Muhammad et al. [9, Theorem 3.4]) 仮定 (DEl) と仮定 (DE2) が成り立つとす
る. このとき, $N$ に依存しない定数 $C$ が存在して,

$\sup_{t\in(a,b)}|u(t)-u_{N}^{DE}(t)|\leq 0_{\mu_{N}^{DE}}\sqrt{N}\exp\{\frac{-2\pi dN}{\log(4dN/\alpha)}\}$ (3.10)

が成り立つ. ただし $\mu_{N}^{DE}=\Vert(I_{n}-K_{n}^{DE})^{-1}\Vert_{2}$ である.

これらの定理の誤差項には, $N$ に対する挙動が未評価の項 ( $\mu$聾や $\mu_{N}^{DE}$ ) が残されており, その
ため Sinc-Nystr\"om 法の理論収束性は不明であった. また暗黙のうちに, $\mu_{N}^{SE}$ や $\mu_{N}^{DE}$ が有界である
こと, すなわち連立 1次方程式 (3.4) や (3.6) の係数行列が逆行列を持つことを仮定しているが,
これはスキームの可解性として別途示すべきことである. 我々はさらなる詳細な理論解析によっ
て, これらのスキームの可解性と収束次数を厳密に示す次の結果を得た.
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定理 34(岡山ら [12, 定理 4.1]) 定理 3.1の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. この

とき, ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (3.4) は一
意可解で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{SE}(t)|\leq Ce^{-\sqrt{2\pi d\alpha N}}$ . (3.11)

定理 35 $($岡山ら $[$ 12, 定理 42$])$ 定理 31の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. この

とき, ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (3.6) は一
意可解で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{DE}(t)|\leq C$ exn $\{\frac{-2\pi dN}{\log(4dN/\alpha)}\}$ . (3.12)

4 Fredholm 積分方程式に対する Sinc 選点法とその理論解析
スキーム導出の前に, 前章の定理 31にあたる, パラメータ設定に必要な定理を述べておく.

定理 4.1 (岡山ら [14]) 関数 $g$ は $g\in M_{\alpha}(\mathcal{D})$ をみたし, また関数 $k$ は任意の $z,$
$w\in\overline{\mathcal{D}}$ に対し

$k(\cdot, w)Q(w)\in M_{\alpha}(\mathcal{D})$ かつ $k(z, \cdot)Q(\cdot)\in L_{\alpha}(\mathcal{D})$ をみたすとする. さらに, $g\equiv 0$ のときの方程
式 (1.1) の解は $u\equiv 0$ のみであるとする. このとき, 方程式 (1.1) は唯一解 $u\in M_{\alpha}(\mathcal{D})$ を持つ.

まず, SE 変換を用いた Sinc 選点法 (SE-Sinc 選点法) について説明する. 元々は Rashidinia-
Zarebnia [16] によって提案されたが, ここでは著者 [10, 14] によって改善されたスキームを述べ
る. 定理 41の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ としてみたされているとする. このとき, 定理 27に基づき,
解 $u$ を式 (218) のように近似することを考え, 近似解 $u_{N^{E}}^{s}$ を次のように設定する :

$u_{N}^{SE}(t)=v_{-N-1}w_{a}(t)+ \sum_{j=-N}^{N}v_{j}S(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))+v_{N+1}w_{b}(t)$ . (4.1)

ただし刻み幅 $h$ は式 (2.27) で定める. この右辺の未知係数 $v_{n}=[v_{-N-1}, v_{-N}, \ldots, v_{N}, v_{N+1}]^{T}$

を求めるために $($ただし $n=2N+3),$ $u_{N}^{SE}$ を方程式 (11) に代入し, 選点

$t_{i}^{SE}=\{\begin{array}{ll}a (i=-N-1)\psi^{sE}(ih) (i=-N, . . . , N)b (i=N+1)\end{array}$ (4.2)

上で離散化する. ただしこの方程式中の積分は, 定理 211に基づいて次のように近似する :

$\int_{a}^{b}k(t_{i}^{SE}, s)u_{N^{E}}^{s}(s)ds\approx h\sum_{j=-N}^{N}k(t_{i}^{SE},t_{j}^{SE})u_{N}^{SE}(t_{j}^{sE})\{\psi^{SE}\}’(jh)$. (4.3)
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ただし刻み幅 $h$ は式 (2.27) で定める (上記と同一). このとき, $n$ 次元ベクトル $b_{n}^{SE}$ と $d_{n}^{SE}$ の第 $i$

成分 $(i=-N-1, -N, \ldots, N, N+1)$ をそれぞれ

$(b_{n}^{SE})_{i}=w_{a}(t_{i}^{SE})-h \sum_{j=-N}^{N}k(t_{i}^{SE}, t_{j}^{SE})w_{a}(t_{j}^{SE})\{\psi^{SE}\}^{l}(jh)$ , (4.4)

$(d_{n}^{SE})_{i}=w_{b}(t_{i}^{SE})-h \sum_{j=-N}^{N}k(t_{i}^{sE}, t_{j}^{sE})w_{b}(t_{j}^{SE})\{\psi^{SE}\}’(jh)$ (4.5)

で定め, また $\delta_{ij}^{(0)}$ を Kronecker のデルタとして, $n\cross(n-2)$ 行列 $C_{n}^{SE}$ の $(i, j)$ 成分を

$(C_{n}^{SE})_{ij}=\delta_{ij}^{(0)}-hk(t_{i}^{SE}, t_{j}^{SE})\{\psi^{SE}\}’(jh)$, (4.6)

$i=-N-1,$ $-N,$ $\ldots,$
$N,$ $N+1$ , $j=-N,$ $\ldots,$

$N$

で定めて, $\Phi_{n}^{SE}=[b_{n}^{SE}|C_{n}^{SE}|d_{n}^{SE}]$ とおくと, 解くべき連立 1次方程式は

$\Phi_{n}^{SE}v_{n}=g_{n}^{SE}$ (4.7)

と表せる. ただし $g_{n}^{SE}=[g(t_{-N-1}^{SE}), g(t_{-N}^{SE}), \ldots , g(t_{N}^{SE}), g(t_{N+1}^{SE})]^{T}$ である. この連立 1次方程

式を解いて $v_{n}$ を求めれば, 式 (41) で近似解 $u$聾が定まる. これが SE-Sinc 選点法である.

DE 変換を用いた Sinc 選点法 (DE-Sinc 選点法) [10, 14] においても, スキーム導出の流れは全

く同様である. ここでは, 定理 41の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ としてみたされているとする. この仮

定の下で, 上述した SE-Sinc 選点法において, 変数や関数の右上の SE’ を DE’ に取り替えたも

のを考えることができ, 連立 1次方程式

$\Phi_{n}^{DE}v_{n}=g_{n}^{OE}$ (4.8)

を解いて得られた係数 $v_{n}$ を用いて, 近似解

$u_{N}^{DE}(t)=v_{-N-1}w_{a}(t)+ \sum_{j=-N}^{N}v_{j}S(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))+v_{N+1}w_{b}(t)$ (4.9)

が決定する. ただし, 全ての刻み幅んは式 (2.29) で定める. これが DE-Sinc 選点法である.

注意 42Sinc 選点法の近似解 (41) や (4.9) の基底関数は, Sinc 関数や線形関数 $w_{a},$ $w_{b}$ である一

方, Sinc-Nystr\"om 法の近似解 (3.2) や (3.7) の基底関数は, 関数 $g$ や $k$ である. 双方とも Sinc 法
に基づくスキームであるが, このように基底関数に大きな違いがあることに注意.

以上のスキームに対し, 我々は次のような誤差解析結果を得た.

定理 43(岡山ら [10, 14]) 定理 41の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. このとき,

ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (4.7) は一意可解

で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{SE}(t)|\leq C\sqrt{N}e^{-\sqrt{\pi d\alpha N}}$ . (4.10)
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定理 44(岡山ら [10, 14]) 定理 41の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. このとき,
ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (4.8) は一意可解
で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立っ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{DE}(t)|\leq C\exp\{\frac{-\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}\}$ . (4.11)

5 Volterra 積分方程式に対する Sinc-Nystr\"om 法とその理論解析
スキーム (Muhammad et al. [9] が提案) 導出の前に, パラメータ設定に必要な定理を述べて

おく.

定理 5.1 (岡山ら [13, 定理 41]) 関数 $g$ は $g\in H^{\infty}(\mathcal{D})$ をみたし, また関数 $k$ は任意の $z,$ $w\in \mathcal{D}$

に対し $k(\cdot, w)Q(w)\in H^{\infty}(\mathcal{D})$ かつ $k(z, \cdot)Q(\cdot)\in L_{\alpha}(\mathcal{D})$ をみたすとする. このとき, 方程式 (1.2)
には唯一解 $u\in H^{\infty}(\mathcal{D})$ が存在する.

まず, SE-Sinc-Nystr\"om 法について説明する. 定理 5.1の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{sE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立っ
とする. このとき, 方程式 (12) における積分は, 定理 213に基づいて次のように近似できる :

$\int_{a}^{t}k(t, s)u(s)ds\approx\sum_{j=-N}^{N}k(t,\psi^{SE}(jh))u(\psi^{sE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))$. (51)

ただし刻み幅んは式 (2.27) で定める. この近似により, 新たな方程式を得ることができる :

$u_{N}^{SE}(t)=g(t)+ \sum_{j=-N}^{N}k(t, \psi^{SE}(jh))u_{N^{E}}^{s}(\psi^{SE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t))$ . (5.2)

方程式 (12) の代わりに, 近似したこの方程式 (5.2) の解 $u$野を求めることを考える. それには,
式 (5.2) の右辺の未知係数 $u_{n}^{SE}=[u_{N}^{SE}(\psi^{SE}(-Nh)), \ldots, u_{N^{E}}^{s}(\psi^{SE}(Nh))]^{T}$ を求めればよい (ただ

し $n=2N+1)$ . そこで, この方程式 (5.2) を

$t=\psi^{SE}(ih)$ , $i=-N,$ $\ldots,$
$N$ (5.3)

の $n$ 点でサンプリングして, 連立 1次方程式をたてることを考える. ここで $\delta_{ij}^{(-1)}$ を

$\delta_{ij}^{(-1)}=\frac{1}{2}+\int_{0}^{i-j}\frac{\sin\pi s}{\pi s}ds$ (5.4)

で定め, $nxn$ の行列 $K_{n}^{SE}$ を

$(K_{n}^{SE})_{ij}=hk(\psi^{sE}(ih),\psi^{sE}(jh))\{\psi^{SE}\}’(jh)\delta_{ij}^{(-1)}$ , $i,$ $j=-N,$ $\ldots,$
$N$ (5.5)

とおき, さらに $g_{n}^{SE}=[g(\psi^{SE}(-Nh)), \ldots, g(\psi^{SE}(Nh))]^{T}$ とおけば, 解くべき連立 1次方程式は

$(I_{n}-K_{n}^{SE})u_{n}^{SE}=g_{n}^{SE}$ (5.6)
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と表せる. 連立 1次方程式 (5.6) を解いて係数 $u_{n}^{SE}$ を求めれば, 式 (5.2) によって近似解 $U_{N}^{SE}$ が定

まる. これが SE-Sinc-Nystr\"om 法である.

DE 変換を用いた Sinc-Nystr\"om 法 (DE-Sinc-Nystr\"om 法) においても, スキーム導出の流れは

全く同様である. ここでは, 定理 51の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. この仮定の

下で, 上述した SE-Sinc-Nystr\"om 法において, 変数や関数の右上の ‘SE‘ を ‘DE’ に取り替えたも

のを考えることができ, 連立 1次方程式

$(I_{n}-K_{n}^{DE})u_{n}^{DE}=g_{n}^{DE}$ (5.7)

を解いて得られた係数 $u_{n}^{DE}$ を用いて, 近似解

$u_{N}^{DE}(t)=g(t)+ \sum_{j=-N}^{N}k(t, \psi^{DE}(jh))u_{N}^{DE}(\psi^{DE}(jh))\{\psi^{DE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{DE}\}^{-1}(t))$ (5.8)

が求まる. ただし刻み幅 $h$ は式 (2.29) で定める. これが $DE- Sinc- Nystr\ddot{o}m$ 法である.

以上のスキームに対し, 我々は次のような誤差解析結果を得た.

定理 5.2 (岡山ら [13, 定理 53]) 定理 51の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. この

とき, ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (5.6) は一

意可解で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq\iota\leq b}|u(t)-u_{N}^{SE}(t)|\leq Ce^{-\sqrt{\pi d\alpha N}}$. (5.9)

定理 53(岡山ら [13, 定理 52]) 定理 51の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. この

とき, ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (5.7) はー
意可解で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{DE}(t)|\leq C\frac{\log(2dN/\alpha)}{N}\exp\{\frac{-\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}\}$ . (5.10)

6 Volterra 積分方程式に対する Sinc選点法とその理論解析

スキーム導出の前に, パラメータ設定に必要な定理を述べておく. 著者の結果 [10, 11] から関数
$k$ に関する仮定を多少緩めてある.

定理 61関数 $g$ は $g\in M_{\alpha}(\mathcal{D})$ をみたし, また関数 $k$ は任意の $z,$ $w\in \mathcal{D}$ に対し $k(\cdot, w)Q(w)\in$

$M_{\alpha}(\mathcal{D})$ かつ $k(z, \cdot)Q(\cdot)\in L_{\alpha}(\mathcal{D})$ をみたすとする. このとき, 方程式 (1.2) には唯一解 $u\in$

$M_{\alpha}(\mathcal{D})$ が存在する.

まず, SE 変換を用いた Sinc 選点法 (SE-Sinc 選点法) について説明する. 元々は Rashidinia-
Zarebnia [18] によって提案されたが, ここでは著者 [10] が改善したスキームを述べる. 定理 61
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の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. このとき, 定理 27に基づき, 解 $u$ を式 (218) の
ように近似することを考え, 近似解 $u_{N^{E}}^{s}$ を式 (41) で設定する. ただし刻み幅んは式 (2.27) で定
める. 式 (41) の右辺の未知係数 $v_{n}=[v_{-N-1},$ $v_{-N},$ $\ldots,$ $v_{N},$ $v_{N+1}]^{T}$ を求めるために (ただし

$n=2N+3),$ $u$野を方程式 (12) に代入し, 式 (4.2) で定められる選点 $t=t_{i}^{SE}$ 上で離散化する.
ただしこの方程式中の積分は, 定理 213に基づいて次のように近似する :

$\int_{a}^{t_{i}^{SE}}k(t_{i}^{sE}, s)u_{N}^{SE}(s)ds\approx\sum_{j=-N}^{N}k(t_{i}^{sE},t_{j}^{SE})u_{N}^{SE}(t_{j}^{SE})\{\psi^{SE}\}’(jh)J(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t_{i}^{SE}))$ . (6.1)

また刻み幅 $h$ は式 (2.27) で定める (上記と同 $=$ ). ただし $J(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t_{i^{E}}^{s}))$ は, 式 (5.4) の
$\delta_{ij}^{(-1)}$ を用いて,

$\tilde{\delta}_{ij}^{(-1)}=\{\begin{array}{ll}0 (i=-N-1)\delta_{ij}^{(-1)} (i=-N, \ldots, N)1 (i=N+1)\end{array}$ (6.2)

と定めると, $J(j, h)(\{\psi^{SE}\}^{-1}(t_{i}^{SE}))=h\tilde{\delta}_{ij}^{(-1)}$ と表せる. これを用いて, $n$ 次元ベクトル $p$野と
$r_{n}^{SE}$ の第 $i$ 成分 $(i=-N-1, -N, \ldots, N, N+1)$ をそれぞれ

$(p_{n}^{SE})_{i}=w_{a}(t_{i}^{sE})-h \sum_{j=-N}^{N}k(t_{i}^{SE}, t_{j}^{SE})w_{a}(t_{j}^{sE})\{\psi^{SE}\}’(jh)\tilde{\delta}_{ij}^{(-1)}$, (6.3)

$(r_{n}^{SE})_{i}=w_{b}(t_{i}^{SE})-h \sum_{j=-N}^{N}k(t_{i}^{sE}, t_{j}^{SE})w_{b}(t_{j}^{SE})\{\psi^{SE}\}’(jh)\tilde{\delta}_{ij}^{(-1)}$ (6.4)

で定め, $nx(n-2)$ 行列 $Q_{n}^{SE}$ の $(i, j)$ 成分を

$(Q_{n}^{SE})_{ij}=\delta_{ij}^{(0)}-hk(t_{i}^{SE},t_{j}^{SE})\{\psi^{SE}\}’(jh)\tilde{\delta}_{ij}^{(-1)}$ , (6.5)
$i=-N-1,$ $-N,$ $\ldots,$

$N,$ $N+1$ , $j=-N,$ $\ldots,$
$N$

で定めて, $\Omega_{n}^{SE}=[p_{n}^{SE}|Q_{n^{E}}^{s}|r_{n}^{SE}]$ とおくと, 解くべき連立 1次方程式は

$\Omega_{n}^{sE}v_{n}=g_{n}^{SE}$ (6.6)

と表せる. ただし $g_{n}^{SE}=[g(t_{N-1}^{SE}), g(t_{N}^{\underline{S}E}), \ldots, g(t_{N}^{SE}), g(t_{N+1}^{SE})]^{T}$ である. この連立 1次方程
式を解いて $v_{n}$ を求めれば, 式 (41) で近似解 $u_{N}^{SE}$ が定まる. これが SE-Sinc 選点法である.

DE 変換を用いた Sinc 選点法 (DE-Sinc 選点法) においても, スキーム導出の流れは全く同様
である. ここでは, 定理 61の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ としてみたされているとする. この仮定の下
で, 上述した SE-Sinc 選点法において, 変数や関数の右上の ‘SE’ を ‘DE’ に取り替えたものを考
えることができ, 連立 1次方程式

$\Omega_{n}^{DE}v_{n}=g_{n}^{DE}$ (6.7)

を解いて得られた係数妬を用いて, 式 (4.9) で近似解 $u_{N}^{DE}$ が求まる. ただし, 全ての刻み幅 $h$ は

式 (2.29) で定める. これが DE-Sinc 選点法である.
以上のスキームに対し, 我々は次のような誤差解析結果を得た.
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定理 62(岡山ら [10, 11]) 定理 61の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{SE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. このとき,

ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (6.6) は一意可解
で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{SE}(t)|\leq C\sqrt{N}e^{-\sqrt{\pi d\alpha N}}$ . (6.8)

定理 63(岡山ら [10, 11]) 定理 61の仮定が $\mathcal{D}=\psi^{DE}(\mathcal{D}_{d})$ として成り立つとする. このとき,
ある自然数 $N_{0}$ が存在して, 任意の $N\geq N_{0}$ をみたす $N$ に対し連立 1次方程式 (6.7) は一意可解
で, $N$ によらない定数 $C$ が存在して, 次の評価が成り立つ :

$\max_{a\leq t\leq b}|u(t)-u_{N}^{DE}(t)|\leq C\exp\{\frac{-\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}\}$ . (6.9)

7 おわりに

第二種 Fredholm 積分方程式 (1.1) と第二種 Volterra 積分方程式 (1.2) に対し提案されていた
Sinc スキームには, 共通して二つの難点があった. -つ目は, スキームの実行に, 未知関数である
解 $u$ のパラメータを必要としていたことである. 二つ目は, Sinc スキームの可解性や収束性が理
論的に明らかにされていなかったことである. これらの問題に対し我々は理論解析により解決を与
えており, 本論文ではそれらの概説を行った. 基本的に解決策は一貫しており, 難点のーつ目に対
しては, 既知関数 $g(t)$ と $k(t, s)$ を調べることで解 $u$ のパラメータが求まることを示した. また難
点の二つ目に対しては, $Narrow\infty$ での挙動を解析し, スキームの一意可解性と収束性を厳密に示し
た. 特に収束次数は, $O(\exp(-c_{1}\sqrt{N}))$ や $O(\exp(-c_{2}N/\log N))$ であることが明らかとなり, 先
行研究における数値実験での観察が理論的に裏付けられた.
以上の結果を踏まえ, Sinc スキームに基づく精度保証つき数値計算法の開発や, 無限区間の積分

方程式に対する理論解析などの研究を進めている. これらについてはまた別の機会に報告したい.
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