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1 はじめに
$\Omega\subset \mathbb{R}^{d}(d=2,3)$ を有界領域, $\Gamma\equiv\partial\Omega$ を $\Omega$ の境界とし, Navier-Stokes方程式;

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u-\nabla(2vD(u))+\nabla p=f, (x,t)\in\Omega\cross(O, T),\nabla\cdot u=0, (x,t)\in\Omega\cross(0, T),u=g, (x,t)\in\Gamma\cross(0, T),u=u^{0}, x\in\Omega, t=0,\end{array}$ (1)

を満たす関数 $(u, p)$ : $\Omega\cross(0, T)arrow \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}$ を求める問題を考える. ここに, $u,p$ はそれぞれ
流速と圧力を表し, $v>0$ は粘性係数, $f$ : $\Omega\cross(0, T)arrow \mathbb{R}^{d},$ $g:\Gamma\cross(0, T)arrow \mathbb{R}^{d},$ $u^{0}:\Omegaarrow \mathbb{R}^{d}$

は与えられた関数である. $D(u)$ は変形速度テンソル,

$D_{ij}(u) \equiv\frac{1}{2}(\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}})$ $(t_{\dot{J}}=1^{\backslash }\cdots,d)$ ,

であり,

$[ \nabla D(u)]_{i}\equiv\sum_{j=1}^{d}\frac{\partial D_{ij}(u)}{\partial x_{j}}$ $(i=1, \cdots,d)$ ,

である.
特性曲線有限要素スキーム [2, 8, 9, 11] は現れる行列が対称であり, 連立一次方程式の求

解において利点がある. しかしながら, これらのスキームは下限上限条件 [4] を満たす要素
$(P2/P1$ 要素など $)$ を用いるため, 大きなメモリ量が要請される. 我々はこの点を改善した圧
力安定化特性曲線有限要素スキーム [7, 6] を開発した. 本スキームは, 移流項の近似に特
性曲線法, 要素選択に $P1/P1$ 要素を採用し, 圧力安定化手法 [3] を適用した解法である. 現
れる行列が対称であり, 大規模数値計算に有用である. 本稿では, スキームを述べたあと, 3
次元数値計算により信頼性と実用計算における有用性を確認する.
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2 有限要素スキーム
時間刻み捜と関数 $w:\Omegaarrow \mathbb{R}^{d}$ に対して, 関数濁 $(w,\Delta t)$ : $\Omegaarrow \mathbb{R}^{d}$ を

$X_{1}(w,\Delta t)(x)\equiv x-w(x)\Delta t$

で定義する. 記号 $0$ は関数の合成を表し, $\Omega$ 上の関数 $\psi$ に対して

$\psi oX_{1}(w,\Delta t)(x)\equiv\psi(X_{1}(w,\Delta t)(x))$

とする. $t^{n}\equiv n$捜とし, $\Omega\cross(0,T)$ または $\Gamma\cross(0, T)$ 上の関数 $\psi$ に対して $\psi^{n}\equiv\psi(\cdot,t^{n})$ と
する. $N_{T}\equiv[T/\Delta t]$ とする. $9_{h}\equiv\{K\}$ を領域 $\Omega$ の三角形 (四面体) 分割とする. 近似領域を

$\Omega_{h}\equiv int\cup\{K;K\in$ 湾 $\}$

とし, $\Gamma_{h}\equiv\partial\Omega_{h}$ とする. $g\in C^{0}(\Gamma\cross[0,T])^{d}$ とし, $P1/P1$ 有限要素空間を

$X_{h}\equiv\{v_{h}\in C^{0}(\overline{\Omega}_{h})^{d};v_{h}|_{K}\in P_{1}(K)^{d},$ $\forall K\in ff_{h}\}$ ,

$M_{h}\equiv\{q_{h}\in C^{0}(\overline{\Omega}_{h});q_{h}|_{K}\in P_{1}(K),$ $\forall K\in ff_{h}\}$ ,

$V_{h}(g^{n})\equiv\{vh\in X_{h;}v_{h}(P)=g^{n}(P),$ $\forall P:\Gamma_{h}$ 上の節点 $\}$ ,

$Q_{h}\equiv\{q_{h}\in M_{h};(q_{h}, 1)=0\}$ ,

により定義し, $V_{h}\equiv V_{h}(0)$ とする. 同じ記号 $\Pi_{h}$ で $C^{0}(\overline{\Omega}\cross[0, T])^{d}$ から $X_{h}$ または $C^{0}(\overline{\Omega}\cross$

$[0, T])$ から $M_{h}$ への補間作用素を表す. $f\in C^{0}(\overline{\Omega}\cross[0, T])$ とし溜 $\equiv\Pi_{h}f$ とする. $u,$ $w\in$

$H^{1}(\Omega_{h})^{d}$ に対して $V_{h}$ 上の一次形式 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{h}(u,w,\Delta t),$ $S_{h}^{n}$ をそれぞれ

$\langle\ovalbox{\tt\small REJECT}_{h}(u,w;\Delta t),$ $v_{h} \}\equiv(\frac{u-woX_{1}(w,\Delta t)}{\Delta t},$ $v_{h})$ , $\{S_{h}^{n}, v_{h}\}\equiv(f_{h’ h}v)$ ,

とし, $H^{1}(\Omega_{h})^{d}\cross H^{1}(\Omega_{h})^{d},$ $H^{1}(\Omega_{h})^{d}\cross L^{2}(\Omega_{h}),$ $H^{1}(\Omega_{h})\cross H^{1}(\Omega_{h})$ 上の双一次形式 $a_{h},$ $b_{h},$ $_{h}$

をそれぞれ,

$ah(u,v)\equiv 2v(D(u),$ $D(v))$ , $b_{h}(v,q)\equiv-(\nabla\cdot v,$ $q)$ ,
$_{h}(p,q) \equiv-\delta\sum_{K\in F_{h}}h_{K}^{2}(\nabla p,$

$\nabla q)_{K}$ ,

とする. ここで, $\delta$ は正定数, $h_{K}$ は要素 $K$ の直径, $(\cdot,$ $\cdot)_{K}$ は $L^{2}(K)^{d}$ 内積である.
$u^{0}$ の近似関数 $u_{h}^{0}$ を与えて (1) のための圧力安定化特性曲線有限要素スキーム;

$\{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{h}(u_{h}^{n},u_{h}^{n-1};\Delta t),v_{h}\}+a_{h}(u_{h}^{n},v_{h})+b_{h}(v_{h},p_{h}^{n})+b_{h}(u_{h}^{n},q_{h})+_{h}(p_{h}^{n},q_{h})=\{S_{h}^{n},v_{h}\rangle$,
(2)

$\forall(v_{h},q_{h})\in V_{h}\cross Q_{h},$ $n=1,\cdots,N_{T}$ ,

により $\{(u_{h}^{n},p_{h}^{n})\in V_{h}(g^{n})\cross Q_{h;}n=1, \cdots,N_{T}\}$ を求める.
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3 数値計算結果
スキームは対称なため, 点ヤコビ前処理付 CG 法および CR 法を用いた [1, 51. 合成関

数を含む項の数値積分に, 2次の数値積分公式 [10] を用いた. ノルム空間 $X$ の関数集合
$\{\psi^{n}\}_{n=1}^{N_{T}}$ に対して, ノルム $\Vert\cdot\Vert_{l^{2}(X)}$ を

$\Vert\psi\Vert p_{(X)}\equiv\{\Delta l\sum_{n=1}^{N_{T}}\Vert\psi^{n}\Vert_{X}^{2}\}^{1/2}$

で定義する. $(u,p),$ $(u_{h}$ ,phのをそれぞれ (1), (2) の解とする. 誤差として

$Err \equiv\frac{\Vert\Pi_{h}u-u_{h}||_{l^{2}(H^{1}(\Omega)^{d})}+||\Pi_{h}p-p_{h}\Vert_{l^{2}(L^{2}(\Omega))}}{\Vert u_{h}||_{l^{2}(H^{1}(\Omega)^{d})}+||p_{h}||_{l^{2}(L^{2}(\Omega))}}$

を用いる. 以下の例 1において, スキーム (2) の厳密解への数値的収束精度を調べる.

例 1(テスト問題). 問題 (1) において, $\Omega=(0,1)^{3},$ $T=1,$ $v=1,10^{-1},10^{-2},10^{-3},10^{-4}$ と
する. 厳密解は

$(\begin{array}{l}up\end{array})(x,t)=(\begin{array}{l}sin(x_{l}+2x_{2}+x_{3}+t)-sin(x\iota+x_{2}+2\kappa_{3}+t)-sin(2+x+x_{3}+t)+sin(x_{l}+x_{2}+2x_{3}+t)sin(2\kappa_{1}+x_{2}+x_{3}+t)-sin(x_{l}+2\kappa_{2}+x_{3}+t)sin(x_{l}+x_{2}+x_{3}+t)-8sin^{3}(l/2)sin(t+3/2)\end{array})$

である.

$\delta=0.05,$ $u_{h}^{0}\equiv\Pi_{h}u^{0}$ とした. $N_{\Omega}$ を立方体領域の一辺の分割数, $h\equiv 1/N_{\Omega}$ とする. $\Delta t=h$

とし, $N_{\Omega}=4,8,16,32,64$ に対してほぼ一様なメッシュで計算を行った. 図 1左図は
$N_{\Omega}=8$ のメッシュであり, 右図は捜に対する Err の両対数グラフである. $\Delta 1(=h)$ に関し
て概ね 1次精度である結果が得られた.

$Re\equiv 1/v$ とする. 以下の 3次元合法キャビティ流れ問題 $(Re=1,000)$ の数値計算結果
を述べる.

例 2(合法キャビティ流れ問題, $Re=1,000$). (1) において $v=10^{-3},$ $f=0$,

$g_{1}(x,t)=\{\begin{array}{ll}16x_{1}(1-x_{1})_{X2}(1-x_{2}) (x_{3}=1)0 (\text{その他})’\end{array}$ $g_{2}=g_{3}=0$ ,

とし, $u^{0}$ は各メッシュでの定常 Stokes 方程式の解とした (図 2).

スキーム (2) において $\delta=0.05$ とした. 境界層を考慮して, 図 3の非一様な 2つのメッシュ
を採用した. 左図をメッシュ$F$ (Fine mesh), 右図をメッシュ$C$ (Coarse mesh) と呼ぶ. メッシュ
$F$ のとき捜 $=1/32$, メッシュ $C$ のとき包 $=1/24$ とした. 両メッシュにおいて解は数値的に
定常解に収束した. 図 4の上左図は両メッシュでの定常解の $u_{h1}(0.5,0.5, \cdot),$ $u_{h3}(\cdot,0.5,0.5)$

のグラフであり, ほぼ一致している. 図 4の上右, 下左, 下右図は, メッシュ $F$ による定常解
の流速ベクトルを各平面に射影した図であり, 流れの特徴が捉えられている.
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図 1: $N_{\Omega}=8$ のメッシュ (左) および $\Delta 1$ に対する Err の両対数グラフ (右).

図 2: 問題 2の設定 (左) と $g_{1}(\cdot, \cdot, 1)$ のグラフ (右).

図 3: 例 2に用いたメッシュ, 左:Fine mesh $(N_{\Omega}=64)$ , 右:Coarse mesh $(N_{\Omega}=48)$ .
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図 4: 両メッシュでの $u_{h1}(0.5,0.5, \cdot)$ および $u_{h3}(\cdot,0.5,0.5)$ のグラフ (上左) と流速ベクトル
の各平面への射影図 $(x2=0.5 ($上右$), x\iota=0.5 ($下左$), x3=0.5 ($下右$))$ .

4 結び

Navier-Stokes 方程式のための圧力安定化特性曲線有限要素スキームを述べた. スキー
ムは対称で, 大規模数値計算に有用である. 3次元テスト問題において, スキームの数値
的収束精度が空間および時間について 1次であることが観察され, 信頼性を確認できた.
$Re=1,000$ の 3次元合法キャビティ流れ問題において, 流れの特徴を捉えた有限要素解を
得られた. これはスキームの実用性を示す結果であるといえる.
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