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1 序論 : 離散伊藤公式
次の一次元 random walk $\{B_{t}\}_{t=0,1,2},\cdots(B_{0}=0)$ を考える. 簡単のため対称性を仮定

する.

$B_{t}= \sum_{n=1}^{t}Y_{n}$ . (1.1)

ここで $t=0,1,2,$ $\cdots$ は離散時間, $\{Y_{n}\}_{n=1,2},\cdots$ は独立同分布 $(i.i.d.)$ な確率変数,

$P(Y_{n}=1)=P(Y_{n}=-1)= \frac{1}{2}$ , $n=1,2,$ $\cdots$ , (1.2)

を仮定する.

このとき離散伊藤公式は次のように述べられる (Fujita [3], Fujita and Kawanishi [4]).

Theorem 1 (Fujita and Kawanishi [4]) Suppose $f$ is continuous on $R$, then we have

$f(B_{t+1})-f(B_{t})= \frac{f(B_{t}+1)-f(B_{t}-1)}{2}Y_{t+1}+\frac{f(B_{t}+1)-2f(B_{t})+f(B_{t}-1)}{2}$ .

Furthermore, if $f$ is continuous on $R\cross N$ , then we have

$f(B_{t+1}, t+1)-f(B_{t}, t)= \frac{f(B_{t}+1,t+1)-f(B_{t}-1,t+1)}{2}Y_{t+1}$

$+ \frac{f(B_{t}+1,t+1)-2f(B_{t},t+1)+f(B_{t}-1,t+1)}{2}$

$+f(B_{t}, t+1)-f(B_{t}, t)$ .
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定理において $f$ は必ずしも連続である必要はないことを注意しておく.
予想されるように, 離散伊藤公式は強力なものである. 以下ではそのいくつかの応用例
を考えたい.

2 Esscher 変換

保険数理においてよく知られている Esscher 変換は

$Z_{t}= \frac{e^{\theta B_{t}}}{E[e^{\theta B_{t}}]}$ $(\theta\in R)$

である. $\{Z_{t}\}_{t=0,1,2},\cdots$ が martingale となることを, 離散伊藤公式を用いて簡単に示すこ
とができる.

$E[e^{\theta Y_{n}}]=\cosh\theta$ なので

$f(x, t):= \frac{e^{\theta x}}{(\cosh\theta)^{t}}$

とおく. 定理 1の第二式において, 右辺第二項以下が消えること, すなわち

$\frac{1}{2}\{f(x+1, t+1)-2f(x, t+1)+f(x-1, t+1)\}+f(x, t+1)-f(x, t)=0$

を確かめる. これは

$\frac{1}{(\cosh\theta)^{t+1}}\frac{e^{\theta(x+1)}-2e^{\theta x}+e^{\theta(x-1)}}{2}+\frac{e^{\theta x}(1-\cosh\theta)}{(\cosh\theta)^{t+1}}=0$

より確かに成立する. このとき

$f(B_{t+1}, t+1)-f(B_{t}, t)= \frac{f(B_{t}+1,t+1)-f(B_{t}-1,t+1)}{2}Y_{t+1}$

なので $\{Z_{t}\}_{t=0,1,2},\cdots$ は martingale である.

3 確率制御問題

ここでは価格過程 $\{X_{t}\}_{t=0,1,2}\ldots$ を, 次の離散確率過程に従うと仮定する.

$X_{t+1}-X_{t}=\mu(X_{t}, t, u_{t})+\sigma(X_{t}, t, u_{t})(B_{t+1}-B_{t})$ , $t=0,1,2,$ $\cdots$ . (3.1)

ただし $\mu,$ $\sigma$ は与えられた連続関数とする. また $\{u_{t}\}_{t=0,1,2},\cdots$ は制御変数とし, 適合して
いるとする. このとき次の離散伊藤公式が成り立つ.
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Proposition 2 Suppose $f$ is continuous on $R$ , then we have

$f(X_{t+1})-f(X_{t})= \frac{f(X_{t}+\mu_{t}+\sigma_{t})-f(X_{t}+\mu_{t}-\sigma_{t})}{2}Y_{t+1}$

$+f(X_{t}+\mu_{t})-f(X_{t})$ (3.2)

$+ \frac{f(X_{t}+\mu_{t}+\sigma_{t})-2f(X_{t}+\mu_{t})+f(X_{t}+\mu_{t}-\sigma_{t})}{2}$ ,

where the use of abbreviations $\mu_{t}$ $:=\mu(X_{t}, t, u_{t}),$ $\sigma_{t}$ $:=\sigma(X_{t}, t, u_{t})$ are made. Fur-
thermore, if $f$ is continuous on $R\cross N$ , then we have

$f(X_{t+1}, t+1)-f(X_{t}, t)= \frac{f(X_{t}+\mu_{t}+\sigma_{t},t+1)-f(X_{t}+\mu_{t}-\sigma_{t},t+1)}{2}Y_{t+1}$

$+(f(X_{t}+\mu_{t}, t+1)-f(X_{t}, t+1))$

$+ \frac{f(X_{t}+\mu_{t}+\sigma_{t},t+1)-2f(X_{t}+\mu_{t},t+1)+f(X_{t}+\mu_{t}-\sigma_{t},t+.1)}{2}$

$+(f(X_{t}, t+1)-f(X_{t}, t))$ .
(3.3)

以下では次の記号を用いる.

$\mathcal{L}_{X}f(X_{t}, t):=f(X_{t}+\mu_{t}, t+1)-f(X_{t}, t+1)$

$+ \frac{f(X_{t}+\mu_{t}+\sigma_{t},t+1)-2f(X_{t}+\mu_{t},t+1)+f(X_{t}+\mu_{t}-\sigma_{t},t+1)}{2}$

$+f(X_{t}, t+1)-f(X_{t}, t)$ .

解きたい問題は次の最適化問題である.

$V(x, t):= \sup_{\{u_{t}\}}J(x, t, u_{t})$ , (3.4)

すなわち, $V(x, t)$ を実現するような制御変数 $\{u_{t}\}_{t=0,1,2},\cdots$ の特徴づけを与えたい. ただ

し, 正の $T\in N$ に対して

$J(x, t, u_{t}):=E^{x,t}[ \sum_{k=t}^{T-1}U_{1}(X_{k}, k, u_{k})+U_{2}(X_{T}, T)|X_{t}=x]$ ,

とする. ここで $U_{1},$ $U_{2}$ は効用関数であり, 変数 $X_{k}$ に関して単調増加, かつ凹であると
する.

結論は次の定理, すなわち離散 Hamilton-Jacobi-Bellman (d-HJB) 方程式 [5] である.
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Theorem 3 (d-HJB equation) We have for $t=0,1,$ $\cdots,$
$T$ ,

$\sup_{\{u_{t}\}}\{\mathcal{L}_{X}^{u}V(x, t)+U_{1}(x, t, u_{t})\}:=$

$\sup_{\{u_{t}\}}\{V(x+\mu_{t}, t+1)-V(x, t+1)$

$+ \frac{V(x+\mu_{t}+\sigma_{t},t+1)-2V(x+\mu_{t},t+1)+V(x+\mu_{t}-\sigma_{t},t+1)}{2}$

$+V(x, t+1)-V(x, t)+C^{T_{1}}(x, t, u_{t})\}=0$

$V(x, T)=U_{2}(x, T)$ ,
(3.5)

where we have put

$\mu_{t}:=\mu(X_{t}, t, u_{t})$ , $\sigma_{t}:=\sigma(X_{t}, t, u_{t})$ .

いわゆる verification theorem も成立する. 結果のみ述べておく.

Theorem 4 Let $W(x, t)$ solves the discrete Hamilton-Jacobi-Bellman equation (3.5):

$\sup_{\{u_{t}\}}\{\mathcal{L}_{X}^{u}W(x, t)+U_{1}(x, t, u_{t})\}=0$ ,

$W(x, T)=U_{2}(x, T)$ .

Then we have
$W(x, t)\geq J(x, t, u_{t})$ , (3.6)

for every $x\in R,$ $t=0,1,2,$ $\cdots,$ $T$ and adapted $\{u_{t}\}$ . Furthermore, if for every $x\in R$ ,
$t=0,1,2,$ $\cdots,$

$T$ there exists a $\{u_{t}^{*}\}\in \mathcal{A}$ with

$u_{k}^{*} \in\arg\sup_{\{y_{l}\}}(\mathcal{L}_{X}^{u}W(k, X_{k}^{*})+U_{1}(x, X_{k}^{*}, u_{k}))$ ,

for every $t\leq k\leq T$ , where $X_{k}^{*}$ is the controlled process corresponding to $u_{k}^{*}$ through
(3.1), then we obtain

$W(x, t)=V(x, t)=J(x, t, u_{t})$ .

4 例

d-HJB 方程式の解法例を与える.
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Example 5(3.1) において $\mu\equiv 0$ とし, 正の $\sigma$ に対して $\sigma(X, t, u)=\sigma uX$ とする. 効

用関数は $U_{1}\equiv 0$ および $U_{2}=\sqrt{x}$ とする. このとき, d-HJB 方程式 (3.5) は次のように
なる.

$\sup_{\{u_{t}\}}\{\frac{V((1+\sigma u_{t})x,t+1)-2V(x,t+1)+V((1-\sigma u_{t})x,t+1)}{2}$

$+V(x, t+1)-V(x, t)\}=0$ (41)

$V(x, T)=\sqrt{x}$ .

次の形の解を探す.
$V(x, t)=g(t)\sqrt{x}$ (4.2)

ただし $g(T)=1$ . $(4.2)$ を (4.1) に代入すれば

$\{\}\sup_{u_{t}}\{g(t+1)\frac{\sqrt{(1+\sigma u_{t})x}+\sqrt{(1-\sigma u_{t})x}}{2}-g(t)\sqrt{x}\}=0$

を得る.

この最適化問題は解ける. 結果は, 最適戦略が $u_{t}\equiv 0$ , よって $g(t)\equiv 1$ および

$V(x, t)\equiv\sqrt{x}$ となる.

Example 6 (3.1) において $\mu(X, t, u)=u$ かつ $\sigma(X, t, u)=\sigma u$ , ただし $\sigma>1$ とする.

効用関数は先の例と同じ $U_{1}\equiv 0$ および $U_{2}=$ V宏とする. よって d-HJB 方程式 (3.5)
は次となる.

$\sup_{\{u_{t}\}\in \mathcal{A}}\{V(x+u_{t}, t+1)-V(x, t+1)+$

$\frac{V(x+u_{t}+\sigma u_{t},t+1)-2V(x+u_{t},t+1)+V(x+u_{t}-\sigma u_{t},t+1)}{2}(4.3)$

$+V(x, t+1)-V(x, t)\}=0$
$V(x, T)=\sqrt{x}$ .

次の形の解を探す.
$V(x, t)=g(t)\sqrt{x}$ (4.4)

ただし $g(T)=1$ . $(4.4)$ を (4.3) に代入すれば

$\sup_{\{u_{t}\}\in A}\{g(t+1)\frac{\sqrt{x+(1+\sigma)u_{t}}+\sqrt{x-(\sigma-1)u_{t}}}{2}-g(t)\sqrt{x}\}=0$

134



となる. この最適化問題も解くことができる. 最大となるのは, 制御変数が

$u_{t}= \frac{2}{\sigma^{2}-1}x$ (4.5)

のときである. (4.5) を (4.3) に再度代入すれば

$g(t)=( \frac{1}{2})^{T-t}(\sqrt{\frac{\sigma+1}{\sigma-1}}+\sqrt{\frac{\sigma-1}{\sigma+1}})^{T-t}$

を得る. 対応する $V(x, t)$ も求めることができる.

5 おしまいに

離散伊藤公式とその応用について考察した. 簡単のため対称な random walk を考察した.
もちろん拡張は可能である. たとえば

$P(Y_{n}=a)=p$ , $P(Y_{n}=-b)=1-p$ .

ただし $a,b>0$ および $0<p<1$ とする. このとき離散伊藤公式は

$f(B_{t+1})-f(B_{t})= \frac{f(B_{t}+a)-f(B_{t}-b)}{a+b}Y_{t+1}$

$+ \frac{bf(B_{t}+a)-(a+b)f(B_{t})+af(B_{t}-b)}{a+b}$

となる.

離散伊藤公式は離散確率過程において基本的であるため, ここで述べた例以外にも応用
例は考えられる. それらについては別の機会に述べたい.
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