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概要

適応的計算幾何の研究を行う. 適応的アルゴリズムは整列問題
に対して精力的に行われて来ているが, 本論ではその枠組みを幾何
問題ヘー般化する. そのため, 幾何問題を配列の置換問題 (すなわ
ち再配置問題) と見なし,「整列度」を入力配列から所望の出力配列
への距離として定義する. アルゴリズムが適応的であるとは, 与え
られた入力配列が所望の出力に近いとき早く実行終了し, しかも整
列度自体の情報を何も用いないこととする. ケーススタディとし
て, 2次元凸包計算と 2次元ん $d$ 木構成を考察する.

1 はじめに

計算幾何は数値的な問題 (すなわち, 1次元の問題) を高次元へ拡張し
たものであると見なすことができる. 典型例は 2次元凸包計算であり, 数
字配列の整列問題を 2次元へー般化したものと見なせる.
本研究の動機は整列問題のアルゴリズム解析に対して「整列度」を考

慮する先行研究にある. すなわち, 与えられた入力がほとんど整列してい
るとき整列アルゴリズムの実行が早く終了することを期待するのである.
Mehlhom $[$23$]$ はそのような性質を持つ整列アルゴリズムに対して [適応

的整列アルゴリズム $1$

」 という用語を導入した. 適応的整列アルゴリズム
の最悪時解析に対する形式的な枠組みを導入したのは Mannila $[$22$]$ であ

り, そのサーベイが Estivill-Castro and Wood $[$ 15$]$ である.
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適応的整列アルゴリズムにはいくつか特徴がある. 1つ目は, 整列度が
高いときに実行が早く終了することである. 2つ目は, アルゴリズムが整
列度に関するどんな情報も用いないことである. それが「適応的」であ
ると呼ばれる理由である.
本研究では適応的計算幾何の研究をする. 適応的アルゴリズムの枠組
みを幾何問題に適用するため, 幾何問題を置換問題として捉えたい. す
なわち, (点, 線分などの) 幾何的対象の配列が与えられたとき, 所望の
解答を表現する配列の置換 (すなわち再配置) を出力するのである. 整列
問題は自然に置換問題と見なすことができ, 2次元凸包問題も置換問題と
見なすことができる. (実際, 凸包アルゴリズムの下界は整列問題への還
元によって与えられる. ) 更に, 内部幾何アルゴリズムに関する最近の研
究は幾何問題のいくつかを置換問題として取り扱っている [7, 9, 10].
様々な「整列度」が先行研究では提案されている [15]. 本研究では, 最
も古くから最も頻繁に用いられる反転の数を考える. 集合 $X$ 上の線形順
序 $<$ と $X$ の置換 $\pi$ (すなわち, $X$ 上の全単射) が与えられたとき, 反転
とは順序対 $(i,j)\in X^{2}$ で, $i<j$ と $\pi(i)>\pi(j)$ を満たすもののことであ
る. $\pi$ における反転の総数を inv $<(\pi)$ で表すが, 線形順序 $<$ が支脈から明
らかな場合は $inv(\pi)$ という省略記法を用いる. 置換 $\pi$ が順序 $<$ に従うた
めの必要十分条件が inv$<(\pi)=0$ であることに注意する. したがって, 反
転の数は整列度として適切であると見ることができる.
ケーススタディとして, 次の 2つの幾何問題を考える. 最初の問題は

2次元凸包計算である. すなわち, 平面上に与えられた点集合に対して,
その凸包を計算するのである. 第 2の問題は 2次元届木構成である. す
なわち, 平面上に与えられた点集合に対して, その層木を計算するので
ある. この 2つの問題が $O(n(1+\log(1+k)))$ 時間で解けることを示す.
ただし, $k$ は与えられた $n$個の点から成る配列が所望の出力に対して持つ
反転の数である. $k\leq(\begin{array}{l}n2\end{array})$ なので, この計算量は $O(n\log n)$ である. した
がって, $n$ に関して最悪時最適である.

関連研究 適応的整列問題を議論している論文は多く存在する. Estivill-
Castro and Wood $[$15$]$ のサーベイは一読の価値がある. 適応的整列問題
は整数整列 $[$26$]$ や入出力効率性に関しても $($キャッシュを意識する場合と
キャッシュを意識しない場合ともに $)$ $[$8$]$ 議論されている.
適応性の枠組みを整列以外の問題に適用している論文もいくつかある.

Demaine, $L6pez-Ortiz$ , and Munro $[$ 11 $]$ は整列集合に対する集合演算を考,
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察し, 問題の困難さを表すある指標に関する適応的アルゴリズムを与え
ている. これはデータベースの応用が動機となっていて, この方向性で

の研究を続けた論文もある $[$4, 3 $]$ .
他の研究の方向は実を言うと適応的計算幾何である. 適応的計算幾何
に初めて言及した論文は Levcopoulos, Lingas, and Mitchell $[$ 19$]$ である.

しかし, 彼らは問題を置換問題として見ることはせず, また, 彼らの用い

た整列度は入力と出力を比較しているわけではない. それは Baran and
Demaine [1] や Barbay and Chen [2] も同じである. すなわち, 整列問題
の味わいを持つ多次元問題の基礎理論を築くために適応的計算幾何を研
究するのは本研究が初めてである.
皆さんは適応的アルゴリズムと固定パラメータアルゴリズム $[$25$]$ の違

いに疑問を持つかもしれない. 固定パラメータアルゴリズムはパラメー
タ自身を用いてもよいが, 適応的アルゴリズムはパラメータを知る必要
がない.

記法 要素数 $n$ の配列 $A$ の添字は 1, . . . , $n$ であるとする. $A$ の第 $i$ 要素
を $A[i]$ で表す $(i\in\{1,$

$\ldots,$
$n\})$ . $A[i],$

$\ldots,$
$A[j]$ から成る $A$ の部分配列を

$A[$i..j $]$ で表す. $A$ の部分集合 $A’$ に対して差 $A\backslash A’$ は $A\backslash A’$ の要素を $A$ で

並んでいた順番のまま並べた配列を表わす. 2つの配列 $A$ と $B$ の $($この順

での $)$ 連結を $AoB$ で表す. 点の集合 $($または配列 $)$ $P$ に対して, conv$(P)$

で $P$ の凸包を表し, $\partial conv(P)$ で conv $(P)$ の境界を表す.

2 2次元凸包
非形式的に言うと, 2次元凸包問題では一般の位置にある $n$個の点の集

合 $P$ が与えられたとき $($ただし, 点集合が一般の位置にあるとは, どの 3

点も 1直線上になくどの 2点の $x$ 座標も同じではないこととする $)$ , $P$ の

凸包の境界上の点を特定する必要がある. より形式的に言うと, この問題

では平面上で一般の位置にある $n$個の点の配列 $P$ が与えられて, $P$ を次

のように並び替えた配列 $Q$ を出力する. まず, $Q[1]$ は $P$ の最も左にある

点で, $h$ を $\partial conv(P)$ 上の点の数とするとき, $Q[1..h]$ はこれらの点を時計

回り順に並べたものとする. そして, $Q[h+1..n]$ は conv $(P)$ の内部の点を
$x$座標に従って並べたものであるとする. これによって, $P$上の線形順序

$<p$ を「 $Q$ は順序 $<P$ に従って整列したもの」 として定義できる. 図 1の
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図 1: 2次元凸包.

例において, 出力配列は $[p_{1},p_{3},p_{5},ps, p_{12},p_{14},p_{10},p_{6},p_{2},p_{4},p_{7},p_{9},p_{11},p_{13}]$

となる.

適応的凸包アルゴリズムを設計する際に, 少なくとも次のような 2 っ
の困難が見当たる. まず 1点目として, 2点 $p,$ $q$ を見るだけで $p<Pq$ か
どうかを決定できず, それは $p,$ $q$ の周りに他の点がどのように置かれて
いるかに依存する. 2点目は 1点目に関連するが, 分割統治法に従って進
み, $P$ の部分集合 $P’$ が得られたとき, $<_{P’}$ が $<P$ の $P’$への制限であると
は限らない. すなわち, 線形順序が継承されないのである. この 2つの

問題点は整列問題には現れなかったことに注意する.
本研究で提案するアルゴリズムはこれらの問題点を克服し, 適応的で
あることが証明できる. ConvexHull $(P)$ への呼び出しによって, conv $(P)$

の上側鎖 $U(P)$ を $x$ 座標の昇順, conv $(P)$ の下側鎖 $U(P)$ を $x$座標の降順,
conv $(P)$ の内部にある点の集合 $I(P)$ を $x$座標の昇順で計算できる. 所望
の出力は連結 $U(P)oL(P)\circ I(P)$ である.

アルゴリズム :ConvexHull$(P)$

Step 1: $P$ が所望の出力の通り並んでいるとき, $U(P),$ $L(P),$ $I(P)$ を特
定して終了.

Step 2: そうでないとき, $P$の鉛直二等分線 $s$ を計算する. $s$ の左側にあ
る $P$ の点の集合を $P_{A}$ とし, 右側にある $P$ の点の集合を $P_{B}$ とする.

Step 3: conv $(P_{A})$ と conv $(P_{B})$ の上側共通接線 $u$ と下側共通接線 $\ell$ を計
算する. $u$ を張る (唯一の) 2点を $a_{u}\in P_{A}$ と $b_{u}\in P_{B}$ とする. 同
様に, $\ell$ を張る (唯一の) 2点を $a_{\ell}\in P_{A}$ と $b_{\ell}\in P_{B}$ とする. $P_{L}$ を
$a_{u},$ $a_{\ell}$ が張る直線の左側にある $P$ の点の集合とし, P残を $b_{u},$ $b_{\ell}$ が張

117



る直線の右側にある $P$ の点の集合とし, $P_{M}=P\backslash (P_{L}\cup P_{R})$ とす

る. $P_{L}\subseteq P_{A}$ と $P_{R}\subseteq P_{B}$ に注意する.

Step 4: $U(P_{L}),$ $L(P_{L}),$ $I(P_{L}),$ $U(P_{R}),$ $L(P_{R}),$ $I(P_{L})$ を得るために再

帰的に ConvexHull $(P_{L})$ と ConvexHull $(P_{R})$ を実行する 2. $U(P)=$

$U(P_{L})oU(P_{R})$ かつ $L(P)=L(P_{R})oL(P_{L})$ とする.

Step 5: $P_{M}$ の点を $x$ 座標に関して整列し, 配列 $S(P_{M})$ を得る. そして,

$I(P_{L}),$ $S(P_{M}),$ $I(P_{R})$ を併合し, その結果を $I(P)$ とする. 終了.

このアルゴリズムは Kirkpatrick and Seidel $[$ 17$]$ の分割統治アルゴリズ
ムに似ている. 彼らのアルゴリズムでは上側包と下側包を別々に計算す
るが, ここでそうしてしまうと適応的にならない. むしろ, ここでは一

斉に計算する. アルゴリズムの正当性は簡単に示される.
それでは, 実行時間を見積もる. ここからは $n$ で入力点の数, $k$ で入力

点配列 $P$ と所望の出力間の反転の数 $($すなわち, 所望の出力が $Q$ のとき

の inv$<P(Q))$ とする.

Step 1は次のようにすれば $0(n)$ で実行できる. まず, $P$ の最も左にあ

る点 $p$ と最も右にある点 $q$ を $O(n)$ 時間で特定する. 所望の出力にて $p$ は

最初に来なくてはならず $(p=P[1|),$ $q$ はどこ力$\searrow$ 例えば $h’$ 番目の位置

に来なくてはならない $(q=P[h^{l}|)$ とする. 次に, 部分配列 $P[1..h’]$ が凹

鎖 $C_{u}$ であるかどうかを連続する 3点の曲がり方をすべて見ることで確認
する. これは $O(n)$ 時間で行える. その次に, $P$ の下側包の左から 2つ目
の点 $p’$ を $O(n)$ 時間で特定し, $p’=P[h]$ を満たす添字 $h>h’$ を発見す

る. そして, 部分配列 $P[h’..h]$ と $p$ が凸鎖 $C_{l}$ であるか $O(n)$ 時間で確認

する. ここで, $P[h+1..n]$ の点は conv $(P)$ の内部になくてはならず, $x$ 座

標に関して整列されていなくてはならない. まず, 整列されているかど

うかは $o(n)$ 時間で確認できる. そして各点 $r\in P[h+1..n]$ に対して左か

ら右へ順番に $r$ が凹鎖 $C_{u}$ と凸鎖 $C_{\ell}$ の間にあるか確認する. すべてが整

列しているので, これは $O(n)$ 時間で行える. 最後に, $U(P)=P[1..h’]$ ,
$L(P)=P[h’+1..h],$ $I(P)=P[h+1..n]$ とする. これで Step 1が $O(n)$ 時

間で実行できた.
Step 2は中央値発見問題に帰着され, $O(n)$ 時間で解くことができる $[$61.
Step 3において, 上側共通接線と下側共通接線を計算する部分は $($Kirk-

patrick and Seidel $[$ 17$]$ と同様に $)$ 2次元線形計画法に帰着され, $O(n)$ 時間

2境界に些細な部分があるけれども, 簡単な修正で対処できる.
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で解くことができる $[$24$]$ . また, 疏と $P_{R}$ を見つけることも簡単に $O(n)$

時間で可能である. ここで $|P_{L}|,$ $|P_{R}|\leq n/2$ に注意する.
Step4では再帰呼び出しを行う. 重要な観察は $\partial conv(P)$上にある $P$ の

点は $\partial conv(P_{L})$ か $\partial conv(P_{R})$ 上にあり, $\partial conv(P_{L})$ 上にある $P_{L}$ の点 $($ と
$\partial conv(P_{R})$上にある $P_{R}$ の点 $)$ は $\partial conv(P)$上にあるということである. ゆ
えに, ConvexHull $(P_{L})$ に対する所望の出力 $Q_{L}$ と ConvexHull $(P_{R})$ に対
する所望の出力 $Q_{R}$ は $Q$ の部分配列である. このようにして, 先に述べた
困難を克服することができる. 入力配列 $P$ が $|P|=n$ と $inv_{<P}(Q)=k(Q$
は所望の出力 $)$ を満たすとき ConvexHull $(P)$ の最悪時間計算量を $t(n,$ $k)$

で表すと, Step 4は高々$t(|P_{L}|,$ $k_{L})+t(|P_{R}|,$ $k_{R})$ 時間しかかからない. た
だし, $k_{L},$ $k_{R}$ はそれぞれ疏, $P_{R}$ と $Q$ $($の $P_{L},$ $P_{R}$への制限 $)$ の間の反転の数
である. $P_{L},$ $P_{R},$ $P_{M}$ は $P$ の部分列で互いに共通要素を持たないので, 次
の補題が成り立つ.

補題 2.1. $k_{L},$ $k_{R},$ $k_{M}$ がそれぞれ $P_{L},$ $P_{R}$ , $P_{M}$ と $Q$ の間の反転の数である
とすると, $k_{L}+k_{R}+k_{M}\leq k$ が成り立っ.

Step5では疏 fの点を整列する. 例えば Estivill-Castro and Wood [14] の
適応的整列アルゴリズムを用いれば $P_{M}$ の整列が $O(|P_{M}|(1+\log(1+k_{M})))$

時間でできる. 更に, $I(P_{L}),$ $I(P_{R}),$ $S(P_{M})$ はどれも整列済みであるので,
併合も標準的な方法によって $O(n)$ 時間でできる.
それでは, 今までの議論を総括して全体の実行時間を見積もる. Step

1, 2, 3はある定数 $a$ と十分大きな $n$ に対して $an$ 時間かかるとし, Step 5
はある定数 $b$ と十分大きな $n$ に対して $b|P_{M}|(1+\log_{2}(1+k_{M}))$ 時間かか
るとする. $P_{L},$ $P_{R},$ $P_{M}$ の点の数をそれぞれ $n_{L},$ $n_{R},$ $n_{M}$ と表わすことにす
ると $(n_{L}+n_{R}+n_{M}=n$ に注意 $)$ , 次の再帰式が得られる. すなわち, 十
分大きな任意の $n$ と $k\geq 1$ に対して

$t(n,$ $k)$ $\leq$ $an+t(n_{L},$ $k_{L})+t(n_{R},$ $k_{R})+bn_{M}(1+\log_{2}(1+k_{M}))$ .

$($小さな $n$ に対しては $t(n,$ $k)=O(1)$ となり, $k\leq 0$ に対しては $t(n,$ $k)=$

$O(n)$ となることに注意する 3. $)$ ここから, ある定数 $c$ と十分大きなすべ
ての $n$ に対して $t(n,$ $k)\leq cn(1+\log_{2}(1+k))$ が成り立つことを示す.
帰納法により,

$t(n\rangle k)$ $\leq$ $an+cn_{L}(1+\log_{2}(1+k_{L}))+cn_{R}(1+\log_{2}(1+k_{R}))$

$+bn_{M}(1+\log_{2}(1+k_{M}))$

3すなわち, これは Steplの計算量である.
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が得られる. 定数 $c$ は $2b\leq c$を満たすように選ぶ. $n_{L}=\alpha n$ かつ $n_{R}=\beta n$

とすると, $0\leq\alpha\leq 1/2,0\leq\beta\leq 1/2,$ $n_{M}=(1-\alpha-\beta)n$ が成り立つ.

ここで, $\alpha$ と $\beta$ は自由に選べるパラメータではなく, 入力によって定まる
数であることに注意する. これで再帰式は

$t(n,$ $k)$ $\leq$ $an+c\alpha n(1+\log_{2}(1+k_{L}))+c\beta n(1+\log_{2}(1+k_{R}))$

$+ \frac{c}{2}(1-\alpha-\beta)n(1+\log_{2}(1+k_{M}))$

$=$ $an+c \langle\alpha+\beta+\frac{1-\alpha-\beta}{2})n$

$+cn\log_{2}(1+k_{L})^{\alpha}(1+k_{R})^{\beta}(1+k_{M})^{(1-\alpha-\beta)/2}$

$\leq$ $an+cn+cn\log_{2}(1+k_{L})^{\alpha}(1+k_{R})^{\beta}(1+k_{M})^{(1-\alpha-\beta)/2}$

となる.
ここで, 最後の対数の真数 $(1+k_{L})^{\alpha}(1+k_{R})^{\beta}(1+k_{M})^{(1-\alpha-\beta)/2}$ がいっ

最大になるのか知りたい. 更に対数を取ると, これの最大化は $\alpha,$
$\beta$ を変

数とする次の線形計画問題になる.

maximize $\alpha\log_{2}(1+k_{L})+\beta\log_{2}(1+k_{R})+\frac{1-\alpha-\beta}{2}\log_{2}(1+k_{M})$

subject to $0\leq\alpha,$ $\beta\leq 1/2$ .

これは直接解くことができて, 次の 4つに場合分けされる. 変数 $\alpha$ の係

数を $A= \log_{2}(1+k_{L})-\frac{1}{2}\log_{2}(1+k_{M})$ とし, $\beta$ の係数を $B=\log_{2}(1+$

$k_{R})- \frac{1}{2}\log_{2}(1+k_{M})$ とする.

Casel: $A\geq 0$ かつ $B\geq 0$ のとき, $\alpha=\beta=1/2$ は最適解であり, 最適

値は $(\log_{2}(1+k_{L})+\log_{2}(1+k_{R}))/2$ である.

Case2: $A\geq 0$ かつ $B<0$ のとき, $\alpha=1/2,$ $\beta=0$ は最適解であり, 最

適値は $(2\log_{2}(1+k_{L})+\log_{2}(1+k_{M}))/4$ である.

Case3: $A<0$ かつ $B\geq 0$ のとき, $\alpha=0,$ $\beta=1/2$ は最適解であり, 最

適値は $(2\log_{2}(1+k_{R})+\log_{2}(1+k_{M}))/4$である.

Case4: $A<0$ かつ $B<0$ のとき,

は $(\log_{2}(1+k_{M}))/2$ である.
$\alpha=\beta=0$ は最適解であり, 最適値
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上の 4つの場合のそれぞれに対して, $t(n, k)$ の見積もりを行う. Case
1のときは

$t(n, k)$ $\leq$ $(a+c)n+cn\log_{2}(1+k_{L})^{1/2}(1+k_{R})^{1/2}$

$\leq$ $(a+c)n+cn \log_{2}\frac{(1+k_{L})+(1+k_{R})}{2}$

$\leq$ $(a+c)n+cn \log_{2}\frac{2+k}{2}$

$\leq$ $(a+c)n+cn \log_{2}(\frac{3}{4}(1+k))$

$=$ $(a+c)n+( \log_{2}\frac{3}{4})cn+cn\log_{2}(1+k)$

が得られる. ここで第 2の不等式で相加平均と相乗平均の関係, 第 3の不
等式で補題, 最後から 2つ目の不等式で $k\geq 1$ に対する $\frac{2+k}{2}\leq\frac{3}{4}(1+k)$ とい
う不等式を用いた. したがって, $c$が $a+(1+ \log_{2}\frac{3}{4})c\leq c$を満たすように選
べば, 望み通り $t(n, k)\leq c(n+\log_{2}(1+k))$が得られる $( \log_{2}\frac{3}{4}\approx-0.415037$

に注意).
Case 2のときは

$t(n, k)$ $\leq$ $(a+c)n+$ mlog2 $(1+k_{L})^{1/2}(1+k_{M})^{1/4}$

$\leq$ $(a+c)n+cn\log_{2}(1+k_{L})^{1/2}(1+k_{M})^{1/2}$

となり, Case 1と同じように進めればよい. Case 3も同様である. Case
4のときは

$t(n,$ $k)$ $\leq$ $an+cn+cn\log_{2}(1+k_{M})^{1/2}$

$\leq$ $an+cn+cn\log_{2}(1+k_{M}/2)$

となり, 同じように進めればよい. このようにして, 4つの場合すべてに
対して $t(n, k)\leq cn(1+\log_{2}(1+k))$ となることが分かった. この議論を
まとめて次の定理が得られる.

定理 2.2. 上のアルゴリズム ConvexHull は平面上で一般の位置にある点
集合に対して $0(n(1+\log(1+k)))$ 時間で凸包を計算する. ただし, $n$ は

与えられた点の数で, $k$ は入力と所望の出力の間の反転の数である.

3 $kd$木の構成
平面上で与えられた点集合の網木 [5] は点集合の置換であると見なせ

る. すなわち, 根が最初に来て, 左部分木が再帰的に次に来て, その後
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に右部分木が再帰的に来るのである [9]. 平面上の $n$個の点の配列が与え
られたとき, それが届木を表現しているかどうかは $O(n)$ 時間で確認で
きる (詳細は省略). この手続きと届木を構成する通常の再帰的アルゴリ
ズムを組み合わせることで, 次の定理が得られる (詳細は再び省略).

定理 3.1. 平面上で一般の位置にある $n$ 個の点の配列が与えられたとき,
その $kd$木を $O(n(1+\log(1+k)))$ 時間で計算できる. ただし, $k$ は入力
と所望の出力の間の反転の数である.

4 展望
整列問題に対しては $O(n(1+\log(1+k/n)))$ 時間アルゴリズムが多く提

案されている [12, 13, 20, 21, 22, 23]. そして, タイトな下界も知られて
いる [16]. この下界は本研究が扱った問題 (2次元凸包計算, 2次元闇木
構成) にも適用されるが, 本研究のアルゴリズムはこの限界に達していな
い. 最適アルゴリズムの発見が望まれる. 出力依存適応的凸包アルゴリ
ズムについてはどうだろうか?他の整列度についてはどうだろうか?置
換問題と見なせる他の幾何問題についてはどうだろうか? 多くの問題が
まだ解かれておらず, この方向の研究が興味深く進んでいくことを期待
する.
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