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1. 序

2003年以降, 筆者は非拡大半群の不動点に関する論文を書いてきた [16-26,
28-36]. 2003年というのは論文 [16] が出版された年であるが, この論文を投稿
したのは 2000年 4月である. さらに, この論文の結果を京都大学数理解析研
究所の研究集会で講演したのは 1998年 8月であるから, 筆者は少なく見積もっ
ても 10年の間, 非拡大半群の研究をしていることになる. 非拡大半群のパラ
メータである実数に魅了されて, とても楽しく研究させてもらうことができた
が, 論文 [26, 34] により, その研究もそろそろ収束しそうである. 本稿では, そ
の論文 [26, 34] の解説を – 主観などを交えながら – 書きたいと思っている.

2. 準備

本稿で必要になる定義をいくつか述べる. なお, ここに記述されていない定
義については, [37, 39] 等を参照のこと.

定義 1. Banach空間 $E$ の閉凸集合 $C$ 上で定義された写像 $T$ が非拡大写像
(nonexpansive mapping) であるとは, $\Vert$ Tx-Ty $\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ がすべての $x,$ $y\in C$

に対して成り立つことである.

非拡大写像に関する様々な不動点存在定理が証明されている. [1, 2, 4, 5, 9-
11, 13, 14] 等. 例えば, 2006年の論文 [9] では, 「 $E$ が uniformly nonsquare で
$C$ が有界」 という条件の下での存在定理が証明されている.

定義 2. $\{S(t):t\geq 0\}$ を $C$ 上で定義された写像族とする. 以下の 3条件を満
たすとき, $\{S(t) :t\geq 0\}$ は非拡大半群 (nonexpansive semigroup) と呼ばれる.

(NSl) すべての $t\geq 0$ について, $S(t)$ は非拡大写像である.
(NS2) すべての $s,$ $t\geq 0$ について, $S(s+t)=S(s)oS(t)$ が成立する.
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$($NS3 $)$ すべての $x\in C$ について, $[0,$ $\infty)$ から $C$ への写像 $t\mapsto S(t)x$ が連続で

ある.

筆者の論文では通常このように定義をするが, 多くの文献では, 次の (NSO)

も仮定している. なお, 本稿で述べる定理は, (NSO) を仮定してもしなくても,

成立する.

(NSO) $S(O)$ は $C$ 上で定義された恒等写像である.

定義 3. 集合 $C$ が非拡大写像に関する FPP (fixed point property for nonex-
pansive mappings) を持つとは, $C$ 上で定義されたすべての非拡大写像が不動

点を持つことである.

FPP は, 本来, このように定義されるべきものである. しかし, 非拡大写像に

関してはこれよりも強い条件を FPP ということが非常に多い. なお, 非拡大半

群に関する FPP も同様に定義できる.

定義 4. 集合 $C$ が非拡大半群に関する FPP (fixed point property for nonex$arrow$

pansive semigroups) を持つとは, $C$ 上で定義されたすべての非拡大半群が共
通不動点を持つことである.

3. 非拡大半群の不動点定理

主結果について述べる前に, 非拡大半群に関する不動点定理の歴史について
述べる. とは言うものの, 実は, 非拡大半群に関する不動点定理の歴史は「存

在しない」 . なぜなら, 非拡大半群に関する不動点定理は [26] で証明されてい

るもの (本稿の定理 5) 唯一つしかなく, しかも, 改良することが不可能なこと

まで証明されているからである. (もちろん, $C$ が凸であるという仮定や, $E$ が

Banach空間であるという仮定を弱めることができれば改良になるが...)
もちろん歴史が「存在しない」 というのは冗談で, 実際には歴史は存在する.

すなわち, 非拡大半群限定の共通不動点の存在定理は唯一つしかないが, 「可

換かっ無限個の写像族」 というずっと一般的な写像族の不動点定理に関する歴
史は存在する. 実際, 非拡大半群が可換な写像族であることは

$S(s)\circ S(t)=S(s+t)=S(t+s)=S(t)\circ S(s)$

と, 簡単に証明できる. 可換かっ無限個の写像族の不動点定理は, 筆者の知る

限り, 5つの論文 [3, 5, 6, 8, 15] で証明されている. つまり, 非拡大半群に関す

る不動点定理は 6つの論文で証明されている, と言うことができる. それぞれ

の定理における仮定は, $E$ が Banach空間であり $C$ が閉凸集合であるという条

件を除くと以下のように書ける.
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(i) $C$ がコンパクト (DeMarr [8]1963)
(ii) $E$ が一様凸で, $C$ が有界 (Browder [5] 1965)

(iii) $C$ が弱コンパクトで complete normal structure を持つ (Belluce&Kirk
[3] 1967)

(iv) $C$ が弱コンパクトで正規構造を持つ (Lim [15] 1974)
(v) $C$ が弱コンパクトもしくは有界かっ可分で, 非拡大写像に関する FPP

と conditional FPP を持つ (Bruck [6] 1974)
(vi) $C$ が非拡大写像に関する FPP を持つ (Suzuki [26] 2006)
さて, 32年ぶりに改良された最後の不動点定理を述べる.

定理 5([26]). $C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とする. $\{S(t) :t\geq 0\}$ を $C$ 上
で定義された非拡大半群とする. $C$ が非拡大写像に関する FPP を持つと仮定
する. このとき, $\{S(t):t\geq 0\}$ は共通不動点を持っ.

この定理の証明に際して, 以下の補助定理が重要な役割を果たしている.

補助定理 6([26]). $0<\alpha<\beta,$ $0\leq\tau\leq\beta$ そして $\alpha/\beta$ が無理数となるような実
数 $\alpha,$ $\beta,$ $\tau$ をとる. $[0, \beta]$ の部分集合列 $\{A_{n}\}$ を $A_{1}=\{\tau\}$ と

$A_{n+1}= \bigcup_{t\in A_{n}}\{|\alpha-t|,$
$.|\beta-t|\}$

で定める. $A= \bigcup_{n=1}^{\infty}A_{n}$ とおく. このとき, $A$ の閉包は $[0, \beta]$ である.

定理 5の証明. まず,

$\Vert S(\alpha)x-S(\beta)x\Vert$

$= \Vert S(\max\{\alpha, \beta\})x-S(\min\{\alpha, \beta\})x\Vert$

$= \Vert S(\min\{\alpha,$ $\beta\}+|\alpha-\beta|)x-S(\min\{\alpha,$ $\beta\})x\Vert$

$= \Vert S(\min\{\alpha,$ $\beta\})oS(|\alpha-\beta|)x-S(\min\{\alpha,$ $\beta\})x\Vert$

$\leq\Vert S(|\alpha-\beta|)x-x\Vert$

が成り立っことに注意する. $C$ 上の非拡大写像 $T$ を

$Tx= \frac{1}{3}S(1)x+\frac{2}{3}S(\pi)x$

と定義する. 仮定より, $T$ は不動点 $z\in C$ を持つ. すなわち, $z$ は

$z= \frac{1}{3}S(1)z+\frac{2}{3}S(\pi)z$

を満たす. 明らかに

(1) $\Vert S(1)z-z||=2\Vert S(\pi)z-z\Vert$
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が成り立っ.

$M=m$興 $\{\Vert S(t)z-z\Vert$ : $t\in[0,$ $\pi]\}$

$A=\{t\in[0,\pi]:\Vert S(t)z-z\Vert=M\}$

とおく. $t\in A$ のとき,

$M=\Vert S(t)z-z||$

$\leq\frac{1}{3}\Vert S(t)z-S(1)z\Vert+\frac{2}{3}\Vert S(t)z-S(\pi)z\Vert$

$\leq\frac{1}{3}\Vert S(|1-t|)z-z\Vert+\frac{2}{3}\Vert S(|\pi-t|)z-z\Vert$

$\leq M$

よって,

$\Vert S(|1-t|)z-z\Vert=\Vert S(|\pi-t|)z-z\Vert=M$

すなわち, $|1-t|,$ $|\pi-t|\in A$ が成り立っ. 従って

$t\in A$ $\Rightarrow$ $|1-t|,$ $|\pi-t|\in A$

を示すことができた. 補助定理 6より, $A$ の閉包は $[0, \pi]$ である. 連続性 (NS3)

より, $A$ は閉集合であるから, $A=[0, \pi]$ を得る. 1, $\pi\in A$ であるから,

(2) $\Vert S(1)z-z||=\Vert S(\pi)z-z\Vert=M$

を得る. (1) と (2) より $M=2M$ が成り立っ. この簡単な方程式を解くと,

$M=0$ を得る. よって, $S(t)z=z$ がすべての $t\in[0, \pi]$ で成り立つ. 半

群性 (NS2) より, すべての $t\geq 0$ で $S(t)z=z$ が成り立つ. つまり, $z$ は

$\{S(t):t\geq 0\}$ の共通不動点である 口

定理 5については, 解説論文 [27] で少し触れた. 「筆者の頭だけでは問題の

本質が何か全く分からず手探りの状態であったが, コンピュータによる数値実

験をして, 問題の本質を把握でき左ことが決め手になった」実は, 証明を見て
もらえば分かるが, 問題の本質は補助定理 6にある. 論文 [21, 26] は同じ年に出

版されたが, 投稿日は 17ケ月ほど差がある. 論文 [21] を投稿する前にも, 補助

定理 6に挑戦したが, 数値実験の結果を見て証明する気を失くしたという経緯
がある. 今思うと, 筆者のつくったコンピュータプログラムにバグがあったの
かも知れない. そして, 17ケ月後に似たような数値実験をして, 今度は証明す

る気になり, 実際に証明することができた.
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4. 逆

定理 5の逆を証明する. すなわち, 次の定理を証明する.

定理 7 ([34]). $C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とする. $T$ を $C$ 上で定義され
た非拡大写像とする. $C$ が非拡大半群に関する FPP を持つと仮定する. この
とき, $T$ は不動点を持つ.

証明に際しては Crandall &Liggett [7] の定理を必要とする. 以下の補助定
理は Cranda11 &Liggett の定理から直ちに導かれる.

補助定理 8 (Crandall &Liggett [7]). $C$ 上の写像 $J_{t}$ と $S(t)$ $(t\geq 0)$ を

$J_{t}x=\perp_{x}+{}^{\underline{t}}\tau J_{t}x$ ,
$1+t$ $1+t$

$S(t)x= \lim_{narrow\infty}J_{t/n}^{n}x$

で定義する. $J_{t}$ が定義できることは Banach の縮小原理が保証している. この
とき, 以下が成り立つ.

(i) すべての $x\in C$ と $t\in[0, \infty)$ に対して, 点列 $\{J_{t/n}^{n}x\}$ は収束する. し
かも, $t$ に関しては広義一様収束する.

(ii) $\{S(t):t\geq 0\}$ は $C$ 上の非拡大半群である.

定理 7の証明. 非拡大半群 $\{S(t):t\geq 0\}$ を補助定理 $\dot{8}$ によって定義する. 仮
定により, $\{S(t):t\geq 0\}$ は共通不動点 $z\in C$ を持つ. $\epsilon>0$ を任意に固定す
る. 広義一様収束性により, $\nu\in \mathbb{N}$ が存在して, $t\in[1,2]$ と $n\geq\nu$ に対して

$\Vert z-J_{t/n}^{n}z||=\Vert S(t)z-J_{t/n}^{n}z\Vert<\epsilon$

が成り立つ. 特に, $n\geq\nu$ と $n\leq k\leq 2n$ を満たす自然数 $k$ と $n$ に対して

$\Vert z-J_{1/n}^{k}z||<\epsilon$

が成り立つ. $n\geq\nu$ のとき,

$\Vert Tz-J_{1/n}^{2n_{Z\Vert}}$

$= \Vert Tz-\frac{1}{1+1/n}J_{1/n}^{2n-1}z-\frac{1/n}{1+1/n}TJ_{1/n^{2n_{Z\Vert}}}$

$\leq\frac{1}{1+1/n}\Vert Tz-J_{1/n^{2n-1}}z\Vert+\frac{1/n}{1+1/n}\Vert Tz-TJ_{1/n}^{2n}z\Vert$

$\leq\frac{1}{1+1/n}\Vert Tz-J_{1/n}^{2n-1}z\Vert+\frac{1/n}{1+1/n}\Vert z-J_{1/n}^{2n}z\Vert$

$\leq\frac{1}{1+1/n}\Vert Tz-J_{1/n}^{2narrow 1}z\Vert+(1-\frac{1}{1+1/n})\epsilon$
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が成り立つ. この計算を繰り返して

$\Vert Tz-J_{1/n}^{2n_{Z\Vert}}$

$\leq\frac{1}{1+1/n}\Vert Tz-J_{1/n}^{2n-1}z\Vert+(1-\frac{1}{1+1/n})\epsilon$

$\leq\frac{1}{(1+1/n)^{2}}\Vert Tz-J_{1/n}^{2n-2}z\Vert+(1-\frac{1}{(1+1/n)^{2}})\epsilon$

$\leq\frac{1}{(1+1/n)^{3}}\Vert Tz-J_{1/n}^{2n-3}z\Vert+(1-\frac{1}{(1+1/n)^{3}})\epsilon$

$\leq\frac{1}{(1+1/n)^{4}}\Vert Tz-J_{1/n}^{2n-4}z\Vert+(1-\frac{1}{(1+1/n)^{4}})\epsilon$

$\leq\frac{1}{(1+1/n)^{n}}\Vert Tz-J_{1/n}^{n}z\Vert+(1-\frac{1}{(1+1/n)^{n}})\epsilon$

すなわち,

$\Vert Tz-J_{2/(2n)^{2n}}z\Vert$

$=\Vert Tz-J_{1/n}^{2n}z\Vert$

$\leq\frac{1}{(1+1/n)^{n}}\Vert Tz-J_{1/n}^{n}z\Vert+(1-\frac{1}{(1+1/n)^{n}})\epsilon$

を得る. $narrow\infty$ とすると, $\lim_{n}(1+1/n)^{n}=\exp(1)$ であるから,

$\Vert Tz-z\Vert=\Vert Tz-S(2)z\Vert$

$\leq\exp(-1)\Vert Tz-S(1)z\Vert+(1-\exp(-1))\epsilon$

$=\exp(-1)\Vert Tz-z\Vert+(1-\exp(-1))\epsilon$

を得る. $\epsilon>0$ は任意なので,

$\Vert Tz-z\Vert\leq\exp(-1)||Tz-z\Vert$

が言える. $0<\exp(-1)<1$ より, $Tz=z$ , すなわち $z$ は $T$ の不動点であるこ

とが言えた. 口

高校で習った $\lim_{n}(1+1/n)^{n}=\exp(1)$ が出てきて, とても嬉しかったのを

現在も覚えている.
定理 5と定理 7により, 以下を得る.

定理 9 ([34]). $C$ を Banach空間 $E$ の閉凸集合とする. 以下は同値である.

(i) $C$ が非拡大写像に関する FPP を持つ.

(ii) $C$ が非拡大半群に関する FPP を持つ.
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$($ i $)$ は一つの写像の不動点の存在に関する条件であり, $($ ii $)$ は無限個の写像族
に共通不動点に関する条件である. 単純に考えると, (ii) のが (i) より, はるか
に強い条件のように思える. $($定理 5を最後の不動点定理と呼ぶ根拠はこの直
感にある) なのに, なぜ同値になるのか, 筆者にもよく分かっていない. 想像
するに... 非拡大半群のバリエーションは非拡大写像のバリエーションよりも
かなり少ないのではないか, と考えている. 繰り返しになるが, 筆者にもよく
分かっていない.
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