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1 はじめに

Brodoskii-Milman[2] によって導入された正規構造という性質を利用して、Kirk[5]
がバナッハ空間における非拡大写像の弱不動点性を証明して以来、 どのような条件の
下でバナッハ空間が正規構造を持つかという問題が取り上げられ続けられている。近
年、 Bynum[3] によって導入された正規構造の性質に関連した弱収束列係数WCS(X)
と Von Neumann-Jordan 定数、 modulus of smoothness、 $R(a, X)$ などの他の幾何
学的定数との関係が調べられてきている。その際に、重要な役割を果たしているの
が Sims[9] によって、バナッハ束の研究から導入された弱直交性係数 $w(X)$ である。

ここでは、 弱直交性係数 $w(X)$ を介して、 前述の研究のうちの最近の成果である、
Jimenez-Melado, Llorens-Fuster, Saejung[6] と Mazcunan-Navarro[7] による研究を
紹介し、 その一般化にっいて考察する。

2 準備

ここでは、対象となるバナッハ空間を $X$ とし、 その閉単位球表面及び単位球をそ
れぞれ $S_{X\text{、}}B_{X}$ とする。 バナッハ空間の単位球の一様滑らか性を特徴付けるものと
して、 modulus of smoothness $\rho_{X}(t)$ が以下のように導入されている。各 $0\leq t\leq 1$

に対して、
$\rho_{X}(t)=\sup\{\frac{1}{2}[\Vert x+ty||+\Vert x-ty||]-1:x, y\in S_{X}\}$

この定義は次のように書き換えることができる。 各 $0\leq t\leq 1$ に対して、

$\rho_{X}(t)=\sup\{\frac{1}{2}[\lim_{narrow}\sup_{\infty}\Vert x_{n}+ty_{n}\Vert+\lim_{narrow}\sup_{\infty}\Vert x_{n}-ty_{n}\Vert]-1:\{x_{n}\}, \{y_{n}\}\subset S_{X}\}_{\text{。}}$
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また、 弱直交性係数 (X) は Sims[9] によって、 定義されたが、少しゎかりやすい
次の形のものを用いることにする。

$w(X)= \inf\{\frac{\lim\inf_{narrow\infty}||x_{n}-x||}{\lim\inf_{narrow\infty}\Vert x_{n}+x||}:x_{n}arrow 0,$
$x_{n},$ $x\in X/\{0\}\}$ . (1)

$w(X)$ についての評価は $1/3\leq w(X)\leq 1$ となる。

バナッハ空間 $X$ が非拡大写像に対して (弱) 不動点性をもつとは、 任意の $X$ の

非空有界閉凸 (弱コンパクト凸) 部分集合からそれ自身への非拡大写像がいつでも
不動点を持つことであると定義する。 また、 $X$ が (弱) 正規構造を持っとは、 $X$ の

任意の有界閉凸部分 (弱コンパクト凸) 集合 $C$ が次の性質をもつことである :
ある $x0\in C$ が存在して、 $\sup_{z\in C}\Vert x_{0}-z\Vert<\sup_{x_{r}y\in C}\Vert x-y\Vert$

。

また Von Nemann-Jordan 定数 $C_{NJ}(X)$ は次のように定義されている。

$C_{NJ}(X)$ $=$ $\sup\{\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{2(\Vert x||^{2}+||y\Vert^{2})}$ . $x,$ $y\in X,$ $\Vert x\Vert^{2}+\Vert y\Vert^{2}\neq 0\}$

$= \sup\{\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{2(||x||^{2}+||y\Vert^{2})}:x,$ $y\in B_{X},$ $\Vert x\Vert^{2}+\Vert y\Vert^{2}\neq 0\}$ ,

次に、 Bynum[3] によって導入された弱収束列係数 $WCS(X)$ は次のように定義さ
れる。

$WCS(X)= \inf\{\frac{\lim_{karrow\infty}\sup\{\Vert x_{n}-x_{m}\Vert.\cdot n,m\geq k\}}{\inf\{\lim\sup_{narrow\infty}||x_{n}-y\Vert\cdot y\in co(\{x_{n}\})\}}\}$
、

なお、下限はすべての弱収束列で強収束しない $\{x_{n}\}$ についてとる。WCS $($X) は $X$が

弱収束するが、強収束しない点列を持てば、次のように書くことが出来る ([1]参照) 。

$WCS(X)= \inf\{\lim_{n,marrow\infty,n\neq m}\Vert x_{n}-x_{m}\Vert$ : $\{x_{n}\}\subset S_{X}\}$
、

3 結果

以下、 $X$ は弱収束するが強収束しない点列を持つバナッハ空間を対象として考察を
行う。 Jimenez-Melado-Llorens-Fuster-Saejung[6] によって、次の定理が示された o.

定理 A. CNJ(X) $<1+w(X)^{2}$ ならば $X$ は正規構造を持つ。

Mazcunan-Navarro はまず、次の定理を証明した。

定理 B. $C_{NJ}(X)<1+w(X)^{2}$ ならば $\rho_{X}’(0)<w(X)$ となる

そして、 定理 A を一般化した次の定理を得ている。
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定理 C. $\rho_{X}’(0)<w(X)$ ならば $X$ は正規構造を持つ。

この証明の際に、鍵になる補題が次のものである。
補題 D. $\{x_{n}\}$ を $\lim_{n,marrow\infty,n\neq m}\Vert x_{m}-x_{m}\Vert=d$ となる $Sx$ の弱零列とするな

らば $S_{X}$ の弱零列 $\{u_{n}\},$ $\{v_{n}\},$ $\{w_{n}\}$ と $S_{X}$ . の弱零列 $\{f_{n}\},$ $\{g_{n}\}$ が存在して、 以下を

満足する。

$\lim_{narrow\infty}f_{n}(-u_{n})=\lim_{narrow\infty}g_{n}(u_{n})=\frac{1}{d}$ ,

$\lim_{narrow\infty}f_{n}(v_{n})\geq\frac{a}{R(a,X)}$

$\lim_{narrow\infty}g_{n}(v_{n})\geq\frac{1}{R(a,X)d}$

and
$\min\{\lim_{narrow\infty}f_{n}(w_{n}),\lim_{narrow\infty}g_{n}(w_{n})\}\geq\frac{w(X)}{d}$ .

ただし、

$R(a, X)= \sup\{\lim$ $inf\Vert x_{n}+x\Vert$ : $x_{n}arrow 0,$ $\{x_{n}\}\subset B_{X},$ $x \in aB_{X},\lim_{marrow\infty}\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-x_{m}\Vert\leq 1\}$ .

とする。

次のような空間を考える

$C_{0}^{w}(X)=\{\{x_{n}\}\in B(X)$ : $\{x_{n}\}$ は $0$ に弱収束する、$x_{n}\in X\}$ .

$C_{0}(X)=\{\{x_{n}\}\in B(X)$ : $\{x_{n}\}$ は $0$ に強収束する、$x_{n}\in X\}$ .
ここで、

$WN(X)=C_{0}^{w}(X)/C_{0}(X)$

と定義する。

$\rho_{X}(t)$ の再定義の式から、次の補題 1を得る。

補題 1. $\rho_{X}’(0)<w(X)$ ならば $\rho\{WN(X)\}’(0)<w(X)$ $o$

すると、補題 1 、補題 $D$ から定理 $C$ の一般化としての定理 2を得る。

定理 2. $\rho_{WN(X)}’(0)<w(X)$ ならば $X$ は弱正規構造を持つ。
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