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1 序文
$\mathbb{C}^{2}$ 上のノルム $\Vert\cdot\Vert\emptyset:*$ absolute であるとは, 任意の $x,$ $y\in \mathbb{C}$ に対して

$\Vert(|x|,$ $|y|)\Vert=\Vert(x,$ $y)\Vert$

のときを言い, normalized であるとは $\Vert(1,0)||=\Vert(0,1)||=1$ のときを言う. $\ell_{P^{-}}$ ノノレ

ム $\Vert\cdot||_{P}(1\leq p\leq\infty)$ は最も基本的な例である:

$||(x,$ $y)\Vert_{p}=\{\begin{array}{ll}(|x|^{p}+|y|^{p})^{1/p}, lf 1\leq p<\infty,\max\{|x|, |y|\}, if p=\infty.\end{array}$

$AN_{2}$ を $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized norm全体とする. また, $\Psi_{2}$ を以下を満たす

$[0,1]$ 上の連続凸関数全体とする:

$\psi(0)=\psi(1)=1$ , $\max\{1-t,$ $t\}\leq\psi(t)\leq 1(0\leq t\leq 1)$ .

$[$ 1 $]$ にあるように, $AN_{2}$ と $\Psi_{2}$ は

$\psi(t)=||(1-t,$ $t)\Vert$ (1 )

の下で 1対 1対応であることが知られている. 実際, 任意の $\psi\in\Psi_{2}$ に対して

$\Vert(x,$ $y)||_{\psi}=\{\begin{array}{ll}(|x|+|y|)\psi(\frac{|y|}{|x|+|y|}), if (x, y)\neq(0,0),0, if (x, y)=(0,0)\end{array}$
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と定義すると $\Vert\cdot\Vert\in AN_{2}$ であり, (1) を満たす. 例えば, $\Vert\cdot\Vert_{p}$ ノルム $(1\leq p\leq\infty)$ に

対応する関数は

$\psi_{p}(t)=\{\begin{array}{ll}((1-t)^{p}+t^{P})^{1/P}, if 1\leq p<\infty,\max\{1-t, t\}, if p=\infty\end{array}$

である.

本論文では, $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized ノルムの単調性を考察する. 2002年, 高
橋-加藤斎藤 [12] は $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized ノルム及び 2個のバナッハ空間の
$\psi$-直和空間の狭義凸性を調べる際に, absolute normalized ノルムの狭義の単調性を
考察した. その単調性の結果を改良し, それに対応する関数 $\psi$ の形状との関係を表

すことを目的とする. 応用として, バナッハ空間上に新しい幾何学的定数 $\gamma_{X_{2}\psi}$ を導
入し, 一様 non-square性を持つバナッハ空間を $\gamma_{X_{2}\psi}$ を用いて評価する.

2 Absolute normalized ノルムの単調性
本章では, $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized ノルムの単調性を考える. 次の命題に見ら

れるように, absolute normalized ノルムはノルムの単調性を持っ.

命題 1 $([$ 1$])$ $\psi\in\Psi_{2}$ とする. $($ i $)$ $|z|\leq|u|,$ $|w|\leq|v|$ ならば

$||(z,$ $w)||_{\psi}\leq||(u,$ $v)\Vert\psi$ .

$($ ii $)$ $|z|<|u|,$ $|w|<|v|$ ならば

$\Vert(z,$ $w)\Vert_{\psi}<\Vert(u,$ $v)\Vert_{\psi}$ .

しかし, 高橋加藤斎藤 $[$ 12$]$ にあるように, $\psi\in\Psi_{2}$ に対して一般に次は成立しない:
$|z|\leq|u|,$ $|w|\leq|v|$ とする. $|z|<|u|$ または $|W|<|v|$ ならば,

$\Vert(z,$ $w)\Vert\psi<\Vert(u,$ $v)\Vert\psi$ . (2)

例えば, (2) は $\psi=\psi_{p}(1\leq p<\infty)$ のとき成立するが, $\psi=\psi_{\infty}$ のときは成立しない.

高橋加藤-斎藤 $[$ 12$]$ は (2) を満たすための $\psi$ の必要十分条件を与えた.
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定理 2 $([$12$])$ $\psi\in\Psi_{2}$ とする. このとき次は同値:

$($ i $)$ $0<t<1$ なる任意の $t$ に対して $\psi(t)>t$ .
$($ ii $)$ $\psi(t)/t$ は $(0,1]$ 上狭義単調減少.
$($ iii $)$ $|z|<|u|,$ $|w|\leq|v|$ ならば $||(z,$ $w)\Vert\psi<\Vert(u,$ $v)||\psi$ .

定理 3 $([$12$])$ $\psi\in\Psi_{2}$ とする. このとき次は同値:

$($ i $)$ $0<t<1$ なる任意の $t$ に対して $\psi(t)>1-t$ .
$($ ii $)$ $\psi(t)/(1-t)$ は $[0,1)$ 上狭義単調増加.

$($ iii $)$ $|z|\leq|u|,$ $|w|<|v|$ ならば $\Vert(z,$ $w)\Vert\psi<||(u,$ $v)\Vert\psi$ .

定理 4 $([$12$])$ $\psi\in\Psi_{2}$ とする. このとき次は同値:

$($ i $)$ $0<t<1$ なる任意の $t$ に対して $\psi(t)>\psi_{\infty}(t)$ .
$($ ii $)$ $|z|\leq|u|,$ $|w|<|v|$ または $|z|<|u|,$ $|w|\leq|v|$ ならば $\Vert(z,$ $w)\Vert\psi<\Vert(u,$ $v)\Vert\psi$ .

例 5 $\ell_{p^{-}}$ノルム $\Vert\cdot||_{P}(1\leq p<\infty)$ の単調性を考える、明らかに, 任意の $t\in(0,1)$ に

対して $\psi_{p}(t)>\psi_{\infty}(t)$ である.

従って, 定理 4を適用することにより次が得られる: $|z|$ $\leq$ $|u|,$ $|w|<$ $|v|$ または

$|z|<|u|,$ $|w|\leq|v|$ ならば

$||(z,$ $w)||_{p}<||(u,$ $v)||_{P}$ .
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例 $61\leq q<\infty,$ $0<\omega<1$ とする. 2次元 Lorentz 数列空間 $d^{(2)}(\omega,$ $q)$ は, 次のノル
ムを持つ $\mathbb{R}^{2}$ である :

$\Vert(x,$ $y)\Vert_{\omega_{2}q}=(x^{*q}+\omega y^{*q})^{1/q}$ ,

ここで $x^{*}= \max\{|x|,$ $|y|\},$ $y^{*}= \min\{|x|,$ $|y|\}$ である. このとき $\Vert$ . $\Vert_{\omega,q}\in AN_{2}$ であ

り, このノルムに対応する $\Psi_{2}$ の中の関数 $\psi_{\omega,q}(\in\Psi_{2})$ は

$\psi_{\omega,q}(t)=\{\begin{array}{l}((1-t)^{q}+\omega t^{q})^{1/q}, if 0\leq t\leq 1/2,(t^{q}+\omega(1-t)^{q})^{1/q}, if 1/2\leq t\leq 1.\end{array}$

上の図から, 任意の $t\in(0,1)$ に対して $\psi_{\omega_{1}p}(t)>\psi_{\infty}(t)$ である. よって定理 4より
$|z|\leq|u|,$ $|w|<|v|$ または $|z|<|u|,$ $|w|\leq|v|$ ならば

$\Vert(z,$ $w)\Vert_{\omega,p}<\Vert(u,$ $v)||_{\omega,p}$ .

我々は定理 2及び 3の結果をさらに改良し, ノルムの狭義の単調性とそれに対応す
る関数 $\psi$ の形状との関係を表す.

定理 7 $\psi\in\Psi_{2}$ とし, $1/2\leq t_{0}\leq 1$ とする. このとき次は同値:
$($ i $)$ 任意の $0<t<to$ なる $t$ に対して $\psi(t)>t$ . また任意の $to\leq t\leq 1$ なる $t$ に対し

て $\psi(t)=t$ .
$($ ii$)\psi(t)/t$は $(0$ , to $)$ 上狭義単調減少. また任意の $to\leq t\leq 1$ なる $t$ に対して $\psi(t)/t=1$ .
$(\ddot{\dot{m}})$ $|z|<|u|$ とする. $\frac{w|}{|u|+|w|}<t_{0}$ ならば

$\Vert(z,$ $w)\Vert\psi<\Vert(u,$ $w)||_{\psi}$ .

また $\frac{w|}{|u|+|w|}\geq t_{0}$ ならば

$\Vert(z,$ $w)||\psi=\Vert(u,$ $w)||\psi$ .
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定理 8 $\psi\in\Psi_{2}$ とし, $0\leq t_{0}\leq 1/2$ とする. このとき次は同値:

$($ i $)$ 任意の $to<t<1$ なる $t$ に対して $\psi(t)>1-t$ . また任意の $0\leq t\leq t_{0}$ なる $t$ に対

して $\psi(t)=1-t$ .
$($ ii $)$ $\psi(t)/(1-t)$ は $(t_{0},1)$ 上狭義単調増加. また任意の $0\leq t\leq to$ なる $t$ に対して

$\psi(t)/(1-t)=1$ .
$($ iii $)$ $|w|<|u|$ とする. $\frac{|v|}{|z|+|v|}>t_{0}$ ならば

$\Vert(z,$ $w)\Vert_{\psi}<\Vert(z,$ $v)\Vert_{\psi}$ .

$\frac{|v|}{|z|+|v|}\leq t_{0}$ ならば

$\Vert(z,$ $w)||_{\psi}=\Vert(z,$ $v)\Vert_{\psi}$ .

例 9

$\varphi_{\lambda}(t)=\max\{\lambda,$ $1-t,$ $t\}\in\Psi_{2}$

を考える, ここで $1/2<\lambda\leq 1$ .

$1-\lambda$
$\lambda$

この関数に対応するノルムは

$||(x,$ $y)||_{\varphi_{\lambda}}= \max\{\lambda||(x,$ $y)||_{1},$ $||(x,$ $y)||_{\infty}\}$ .

このとき $0<t<\lambda$ ならば $\varphi_{\lambda}(t)>t$ . $\lambda\leq t\leq 1$ ならば $\varphi_{\lambda}(t)=t$ . 従って上の定理
を適用することにより次が成り立つ : $|z|<|u|$ とする. $\frac{w|}{|u|+|w|}<\lambda$ ならば

$\Vert(z,$ $w)||_{\varphi_{\lambda}}<\Vert(u,$ $w)\Vert_{\psi}$ .

また $\frac{w|}{|u|+|w|}\geq\lambda$ ならば

$\Vert(z,$ $w)\Vert_{\psi}=||(u,$ $w)||_{\psi}$ .
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3 バナッハ空間における幾何学的定数
$X$ をバナッハ空間とする. また, $S_{X}=\{x\in X:\Vert x\Vert=1\}$ とおく. このとき

$\rho_{X}(t)=\sup\{\frac{\Vert x+ty\Vert+\Vert x-ty\Vert}{2}-1:x,$ $y\in S_{X}\}$

を $X$ の modulus of smoothness と言う. Yang-Wang[13] はバナッハ空間 $X$ 上の幾何
学的定数 $\gamma_{X}$ を導入した:

$\gamma_{X}(t)=\sup\{\frac{\Vert x+ty\Vert^{2}+||x-ty\Vert^{2}}{2}:x,$ $y\in S_{X}\}$ .

本章では, これらの定数を一般化したバナッハ空間上の幾何学的定数 $\gamma_{X_{2}\psi}$ を導入する.
バナッハ空間 $X,$ $Y$ と $\psi\in\Psi_{2}$ に対し、次のノルムを持つ $X,$ $Y$ の直和空間をバナッ

ハ空間 $X,$ $Y$ の $\psi$-直和といい, $X\oplus_{\psi}Y$ と表す:

$\Vert(x,$ $y)\Vert_{\psi}=\Vert(\Vert x\Vert,$ $\Vert y\Vert)||_{\psi}$ $(x\in X,$ $y\in Y)$ .

このとき, バナッハ空間 $X$ と $\psi\in\Psi_{2}$ に対し, [0,1] 上の関数 $\gamma_{X,\psi}$ を以下のように定

義する ([8]):
$\gamma_{X,\psi}(t)=\sup\{\Vert(x+ty, x- ty)||_{\psi}$ : $x,$ $y\in S_{X}\}$ .

明らかに,

$\gamma_{X_{1}\psi_{1}}(t)=2(\rho_{X}(t)+1)$ .

ここで $\psi_{1}$ は $\ell_{1^{arrow}}$ノルムに対応する関数である. また

$\gamma_{X,\psi_{2}}(t)=\sqrt{2\gamma_{X}(t)}$ .

ここで $\psi_{2}$ は $\ell_{2^{-}}$ノルムに対応する関数である.

命題 10任意のバナッハ空間 $X$ と $\psi\in\Psi_{2}$ に対して

$2 \psi(\frac{1-t}{2})\leq\gamma_{X,\psi}(t)\leq 2(1+t)\psi(\vec{2}1)$ .

定義 11 バナッハ空間 $X$ が一様 non-squareであるとは, ある $\delta>0$ が存在し, 1 $(x-$

$y)/2\Vert\geq 1-\delta$ なる $x,$ $y\in Sx$ ならば $\Vert(x+y)/2\Vert<1-\delta$ であるときを言う.

一様 non-square を持つバナッハ空間を考える。 [2, 13] において一般のバナッハ空
間の一様 non-square性の $\rho_{X},\gamma_{X}$ による特徴づけが与えられた.
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定理 12 ([2, 13]) $X$ をバナッハ空間とする. このとき次は同値:

(i) $X$ が一様 non-square.

(ii) $0<t\leq 1$ なる任意の (ある) $t$ に対して $\rho x(t)<t$ .

(iii) $0<t\leq 1$ なる任意の (ある) $t$ に対して $\gamma x(t)<(1+t)^{2}$ .

この定理の拡張として以下の定理が与えられた.

定理 13 ([8]) $X$ をバナッハ空間, $\psi\in\Psi_{2}$ とする. また任意の $0<t<1$ に対して
$\psi(t)>\psi_{\infty}(t)$ . このとき次は同値:

(i) $X$ が一様 non-square.
(ii) 任意の $0<t\leq 1$ に対して $\gamma_{X_{1}\psi}(t)<2(1+t)\psi(\frac{1}{2})$ .

(iii) ある $0<t_{0}\leq 1$ に対して $\gamma x,\psi(t_{0})<2(1+t_{0})\psi(\frac{1}{2})$ .

しかし定理 7と定理 8を用いることにより, 以下のように改良することができる.

定理 14 $X$ をバナッハ空間, $\psi\in\Psi_{2}$ とする. また $\psi\neq\psi_{\infty}$ とする. このとき次は同

値:

$($ i $)$ $X$ が一様 non-square.
(ii) 任意の $0<t\leq 1$ に対して $\gamma x,\psi(t)<2(1+t)\psi(\frac{1}{2})$ .

(iii) ある $0<t_{0}\leq 1$ に対して $\gamma x_{1}\psi(t_{0})<2(1+t_{0})\psi(\frac{1}{2})$ .

$\varphi_{\lambda}=\max\{\lambda,$ $1-t,$ $t\}\in\Psi_{2}$ を考える, ここで $1/2<\lambda\leq 1$ . このとき $\varphi_{\lambda}(\frac{1}{2})=\lambda$ で

あり, $\varphi_{\lambda}\neq\psi_{\infty}$ である. 従って上の定理より次が得られる.

系 15 $X$ をバナッハ空間とする. また $1/2<\lambda\leq 1$ とする. このとき次は同値:

(i) $X$ は一様 non-square.

(ii) 任意の $0<t\leq 1$ に対して $\gamma_{X_{2}\varphi_{\lambda}}(t)<2\lambda(1+t)$ .
(iii) ある $0<t_{0}\leq 1$ に対して $\gamma x_{\varphi_{\lambda}}$

$(to)<2\lambda(1+t_{0})$ .
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