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1 はじめに

本論文を通して $E$ を Hausdorff線形位相空間とする。 1961年 Fan [4] は次
の結果を証明した 1。

定理 1.1 (Fan [4]) $Y$ を $E$のコンパクト集合とし、$X$ を $E$の凸集合で、$X\subset Y$

となるものとする。 このとき、 $X$ から $2^{Y}$ への写像 $F$ で、つぎの 2つの条件 :

(1) 任意の $x\in X$ に対して、 $F(x)$ は $Y$ の $E$ に関する相対位相で閉集合で
ある :

(2) 任意の $\{x_{1},x_{2}, \cdots,x_{n}\}\subset X$ に対して
$\grave$

$co\{x_{1},x_{2}, \cdots,x_{n}\}\subset\bigcup_{i=1}^{n}F(x_{i})$

である (ただし、 co$D$ は集合 $D$ の凸包をあらわす)

を満たすものが存在するならば、 $n_{x\in X}F(x)\neq\emptyset$ である。

この定理は 1929年に Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz [7] 等によって有
限次元空間で得られた結果を一般化したものであり、 この結果を用いて Fan
[6] はミニマックス定理、不動点定理などさまざまな応用を与えた。
また Aubin [1, 2] は精力的にこの研究に取り組み、定理 1.1と Brouwer の

不動点定理、角谷の不動点定理、 ミニマックス定理、変分不等式の解の存在性
などについてそれらの関係をまとめている ([3] 参照)。 この研究に関連して、
Trafdar [13] は、論文 [12] で得た集合値写像に関する不動点定理と定理 1.1と
が互いに証明しあえることを証明した。 この研究に動機付けられて、 Lin と
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1論文ではさらに一般的な条件で証明されている。
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Tian $[$8] は彼らの証明したミニマックス定理と定理 1.1とがやはり互いに証
明しあえることを証明した。
一方、 1986年に高橋 [9] は次の定理を証明している ([10, 11] 参照)。

定理 1.2 (高橋 [9]) $Y$ を $E$ のコンパクト集合とし、 $X$ を $E$ の凸集合で、

$X\subset Y$ となるものとする。 $A$ を $X$ から $2^{Y}$ への写像で、任意の $y\in Y$ に対

して、 $A^{-1}(y)$ がっねに凸集合になっているものとする。 このとき、 $X$ から

$2^{Y}$ への写像 $B$ で、 つぎの 3つの条件 :

(1) 任意の $x\in X$ に対して、 $B(x)\subset A(x)$ である ;

(2) 任意の $y\in Y$ に対して、 $B^{-1}(y)\neq\emptyset$ である :

(3) 任意の $x\in X$ に対して、 $B(x)$ は $Y$ の $E$ に関する相対位相で開集合で
ある

を満たすものが存在するならば、 $x_{0}\in A(x_{0})$ となる $x_{0}$ が存在する。

この定理は Fan-Browder の不動点定理の拡張であり、 1の分解定理と Brouwer
の不動点定理を用いて証明されている。
本論文では [13] と [8] の研究に動機付けられて、定理 11と定理 12とが

互いに証明しあえることを証明する。

2 高橋の不動点定理と FKKM定理

はじめに定理 12を用いて定理 11を示す。定理 11の条件で、 $\bigcap_{x\in X}F(x)=$

$\emptyset$ と仮定する。 ここで $Y$ から $2^{X}$ への写像 $f$ を次のように定義する。任意の

$y\in Y$ に対して
$f(y)=\{x\in X:y\not\in F(x)\}$

とする。仮定より $f(y)\neq\emptyset$ となる。 また任意の $x\in X$ に対して、

$f^{-1}(x)=\{z\in Y:x\in f(z)\}$

$=\{z\in Y:z\not\in F(x)\}$

$=F(x)^{c}$

$=Y\backslash F(x)$

となる。 ここで $B(x)=f^{-1}(x)$ とおくと $B$ は $X$ から $2^{Y}$ への写像となり、

$B^{-1}(y)\neq\emptyset$ で $B(x)$ は $Y$ の $E$ に関する相対位相で開集合となる。次に $X$ か

ら $2^{Y}$ への写像 $A$ を任意の $x\in X$ に対して

$A(x)=(cof)^{-1}(x)$
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とする。 $A$ の定義より任意の $y\in Y$ に対して $A^{-1}(y)$ は凸集合で、任意の
$x\in X$ に対して、

$B(x)\subset A(x)$

となる。定理 12より、 $x_{0}\in A(x_{0})$ となる $x_{0}\in X$ が存在する。 $A$ の定義
より、 $x 0=\sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}x_{i}$ となる $\{x_{i}\}_{i=1}^{n}\subset f(x_{0})$ と $\{\alpha_{i}\}_{i=1}^{n}\subset[0,1]$ (ただ
し、 $\sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}=1)$ が存在する。 これより任意の $i\in\{1,2, \cdots, n\}$ に対して、

$x_{0}\not\in F(x_{i})$ となり

$\sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}x_{i}=x0\not\in\bigcup_{i=1}^{n}F(x_{i})$ .

これは $F$ の仮定に矛盾する。 よって $n_{x\in X}F(x)\neq\emptyset$ が成り立っ。
次に定理 11を用いて定理 12を示す。 $B$ の条件 (2) より

$\bigcup_{x\in X}B(x)=Y$ (2.1)

が成り立っ。 ここで任意の $x\in X$ に対して、

$F(x)=B(x)^{c}$

とすると、 $F(x)$ は $Y$ の $E$ に関する相対位相で閉集合となる。 ここで $D\neq\emptyset$

のとき $\bigcap_{x\in X}B(x)^{c}\neq\emptyset$ となるが、 これは (2.1) に矛盾するので $D=\emptyset$ とな
る。 このとき定理 11より

$\sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}x_{i}\not\in\bigcup_{i=1}^{n}F(x_{i})$

となる $\{x_{i}\}_{i=1}^{n}\subset X$ と { $\alpha$i}撫 1 $\subset[0,1]$ $($ただし、 $\sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}=1)$ が存在する。
$x_{0}= \sum_{i=1}^{n}\alpha_{i}x_{i}$ とおくと、任意の $i\in\{1,2, \cdots, n\}$ に対して、

$x_{0}\not\in F(x_{i})=B(x_{i})^{c\text{、}}$

つまり

$x_{0}\in B(x_{i})$

となる。 $B$ の条件 (1) より $B(x_{i})\subset A(x_{i})$ であるので、

$x_{i}\in A^{-1}(x_{0})$

が成り立っ。 ここで $A^{-1}(x_{0})$ の凸性より、

$x_{0}= \sum_{i=1}^{n}x_{i}\in A^{-1}(x_{0})$

つまり $x_{0}\in A(x_{0})$ が成り立っ。
$\blacksquare$
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