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ABSTRACT. 凸関数に対する一次生成集合と、凸とは限らないより一般の関数に
対する二次生成集合の定義を与え、 これらの性質を調べ、凸最適化問題および
さらに一般の最適化問題への応用を考察する。

1. 凸関数に対する生成集合
$f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ が proper l.s. $c$ . convex のとき、

$f(x)= \sup_{h\in L}h(x)$ , $\forall x\in \mathbb{R}^{n}$ ,

ただし、 $L=\{h:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}|h\leq f,$ $h$ :affine$\}$ と書ける。 いいかえれば

$f(x)=$ $\sup(\langle a,$ $x\rangle-b)$ , $\forall x\in \mathbb{R}^{n}\backslash$

$(a_{?}b)\in A$

をみたす集合 $A\subset \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}$ が存在していることが判る。すなわち $\mathbb{R}^{n}$ 上で定義さ
れた凸関数は、 $\mathbb{R}^{n+1}$ の部分集合から生成されていると考えることができる。 こ
のような集合 $A$ を $f$ の (一次) 生成集合であるということにする。
例えば $f$ が proper l.s.c. convex ならば、 $epif^{*}$ や graph$f^{*}$ は $f$ の生成集合とな

るが、 一般に $f$ についての生成集合は複数存在する。 より一般に、生成集合に関
して次の定理が成立している。

Theorem 1. $A\subset \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}$ とする。 このとき次は同値
(i) $A:f$ の生成集合

(ii) clA : $f$ の生成集合

(iii) $bdA$ : $f$ の生成集合

(iv) co$A$ : $f$ の生成集合

(v) $A+\{0_{\mathbb{R}^{n}}\}\cross[0, +\infty)$ : $f$ の生成集合

(vi) $\{(a, \beta)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}|\beta=\inf\{b|(a, b)\in A\}\}$ : $f$ の生成集合
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また例として、 $S\subset \mathbb{R}^{n}$ が凸集合で、 $0_{\mathbb{R}^{n}}\in$ int $S$ であるならば、

$S^{o}\cross\{0\}=\{y\in \mathbb{R}^{n}|\langle y, x\rangle\leq 1, \forall x\in S\}\cross\{0\}$

は $S$ のミンコフスキー関数 $\mu_{S}$ の生成集合となることも判る。 ただし、

$S^{o}=\{y\in \mathbb{R}^{n}|\langle y, x\rangle\leq 1, \forall x\in S\}$ , $\mu_{S}(x)=\inf\{\lambda>0|\frac{x}{\lambda}\in S\}$

である。

このように、生成集合は凸関数に対して深く関連している概念であることが判る。
以下において生成集合を用いた最適化問題の特徴付けを述べる。

1.1. 生成集合を用いた最適化問題の特徴付け
次の最小化問題を考える。

(P) $v= \inf\{f(x)|g(x)\leq 0\}$

ここで、 $B$ を関数 $g$ の生成集合とすると、

$v= \inf\{f(x)|\langle a, x\rangle\leq b, \forall(a, b)\in B\}$

となる。一般には $B$ は有限個とは限らないため、 この問題は半無限計画問題とな
るが、 $B$ が compact ならば、 (P) は有限線形制約の問題に書き直すことが出来る。

Theorem 2 (c.f. [1]). $f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ , proper u.s. $c$ . quasiconvex, $g:\mathbb{R}^{n}arrow$

$\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ , proper l.s. $c$ . convex とする。 もし $g$ の生成集合 $B$ で

(i) $B$ : compact

(ii) $\forall(a_{0}, b_{0}),$ $(a_{1}, b_{1}),$ $\cdots,$ $(a_{n}, b_{n})\in B,$ ョ$x\in \mathbb{R}^{n}s.t$ . $\langle a_{i},$ $x\rangle<b_{i},\forall i\in\{0,1, \cdot \cdot\cdot n\}$

となるものが存在すれば、
ョ $(\hat{a}_{1},\hat{b}_{1}),$ $(\hat{a}_{2},\hat{b}_{2}),$

$\cdots,$
$(\hat{a}_{n},\hat{b}_{n})\in Bs.t$ .

$v= \inf\{f(x)|\langle\hat{a}_{i}, x\rangle\leq\hat{b}_{i},\forall i\in\{1,2, \cdots, n\}\}$

が成立する。

また関数 $f$ に対する compact な生成集合の存在性は、次のように特徴付けら
れる。
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Theorem 3 (c.f. [1]). $g$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ , convex とする。 このとき、 次は同値
(i) $\exists B\subset \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}$ : $g$ の生成集合 s.t. $B$ は compact

(ii) ョ$h:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ : sublinear s.t. $\sup_{x\in \mathbb{R}^{n}}|g(x)-h(x)|<+\infty$

2. 二次生成集合
前章でのアフィン関数を次の二次関数

$a_{0}\Vert\cdot\Vert^{2}+\langle a,$ $\cdot\rangle-.b$

として考える。 すなわち $A\subset \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}(=\mathbb{R}^{n+2}")$ が $f$ の二次生成集合である
とは、

$f(x)=$ $\sup$ $(a_{0}\Vert x\Vert^{2}+\langle a, x\rangle-b),$ $\forall x\in \mathbb{R}^{n}$

$(ao,a,b)\in A$

が成立するときをいう。一凍の生成集合と同様で、関数に対する生成集合は複数
存在している。 また例として、 $A=\{(a_{0}, a, b)\in \mathbb{R}^{3}|a_{0^{2}}+a^{2}\leq 1,$ $b=0\}$ は、 関
数 $f(x)=$ $|$ x $|\sqrt{}$x2 $+$乙の二次生成集合である。
一次の生成集合と同様に、次の定理が成立する。

Theorem 4. $A\subset \mathbb{R}^{n+2}$ とする。 このとき次は同値
$($ i $)$ $A$ : $f$ の二次生成集合

(ii) clA : $f$ の二次生成集合

$($ iii $)$ bd$A$ : $f$ の二次生成集合

$($ iV$)$ co$A$ : $f$ の二次生成集合

$($V$)$ $A+(-\infty,$ $0]\cross\{0_{\mathbb{R}^{n}}\}\cross[0, +\infty)$ : $f$ の二次生成集合

(vi) $\{(a_{0}, a, \beta)\in \mathbb{R}^{n+2}|\beta=\inf\{b|(a_{0}, a, b)\in A\}\}$ : $f$ の二次生成集合。

(vii) $\{(\gamma,$ $a,$ $b) \in \mathbb{R}^{n+2}|\gamma=\sup\{a_{0}|(a_{0}, a, b)\in A\}\}$ : $f$ の二次生成集合。

2.1. クラス $\Lambda_{0}(\mathbb{R}^{n})$ の定義と $\mathcal{L}$-劣微分
以下では

$\mathcal{L}:=\{a_{0}\Vert\cdot\Vert^{2}+\langle a, \cdot\rangle-b|a_{0}\in \mathbb{R}, a\in \mathbb{R}^{n}, b\in \mathbb{R}\}$

とし、 次のような関数のクラスを考える。
$\Lambda_{0}(\mathbb{R}^{n})$ $:=\{f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}|f$ : proper l.s. $c.,$ $\mathcal{L}(f)\neq\emptyset\}$

ただし、 $\mathcal{L}(f):=\{h\in \mathcal{L}|h\leq f\}$ とする。 このとき、次の定理が成立する。
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Theorem 5 ([5]). $f\in\Lambda_{0}(\mathbb{R}^{n})$ のとき、

$f(x)= \sup h(x)$ , $\forall x\in \mathbb{R}^{n}$ .
$h\in \mathcal{L}(f)$

この定理により、任意の Ao $(\mathbb{R}^{n})$ の元 $f$ に対する二次生成集合は存在すること
がわかる。二次の生成集合で表される関数のクラスは非常に大きい ([2]) が、 こ

のことについて研究が進みつつある ([5])。
proper な関数 $f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ に対し、 $x\in domf$ での $\mathcal{L}\sim$劣微分 $\partial_{\mathcal{L}}f(x)$ を

$\partial_{\mathcal{L}}f(x)=\{(a_{0}, a)|f(z)\geq f(x)+a_{0}\Vert z\Vert^{2}+(a,$ $z\rangle-a_{0}\Vert x\Vert^{2}-\langle a,$ $x\rangle,$ $\forall z\in \mathbb{R}^{n}\}$

で定義する。 $\partial_{\mathcal{L}}f(x)$ は $(x, f(x))$ を通り $f$ 以下となる二次関数の二次と一次の係
数の組 $(a_{0}, a)$ の全体である。例えば $f(x)= \max\{-(x-1)^{2}, -(x+1)^{2}\}$ $(x\in \mathbb{R})$

のとき、

$\partial_{\mathcal{L}}f(x)=\{\begin{array}{ll}(-\infty, -1]\cross[-2,2] x=0\{(a_{0}, -2(p_{0}+1)x+2)|a_{0}\leq-1\} x>0\{(a_{0}, -2(a_{0}+1)x-2)|a_{0}\leq-1\} x<0\end{array}$

となる。

2.2. $\mathcal{L}$-劣微分を用いた最適性の条件
$f,$ $g\in\Lambda_{0}(\mathbb{R}^{n})$ のとき、次の最小化問題を考える。

$($P $)$ $v= \inf\{f(x)|g(x)\leq 0\}$

ここで $g$ の二次生成集合 $B$ と $\overline{x}\in \mathbb{R}^{n}$ に対して、次の仮定を考える。
$($Al $)$ $B$ : compact

$($A2) $B(\overline{x})=\{(a_{0}, a, b)\in B|a_{0}\Vert\overline{x}\Vert^{2}+\langle a,\overline{x}\rangle-b=0\}$ とおくとき、 $B(\overline{x})\neq\emptyset$

かつ
$\exists d\in \mathbb{R}^{n}$ st. $\forall(a_{0}, a, b)\in B(\overline{x}),$ $\langle 2a_{0}\overline{x}+a,$ $d\rangle<0$

(A3) $\{2a_{0}\overline{x}+a|(a_{0}, a)\in\partial_{L}f(\overline{x})\}(\neq\emptyset)$ : compact

(A4) $\lim_{rarrow 0}\sup_{x\in U(\overline{x},r)}\frac{1}{r}\{$ $f(x)- \sup_{o(a,a)\in\partial_{\mathcal{L}}f(\overline{x})}q(f,\overline{x}, a_{0}, a)(x)\}=0$

ただし $q(f,\vec{x}$ , $a_{0},$ $a)=a_{0}\Vert$ . $\Vert^{2}+\langle a,$ $\cdot\rangle+f(\vec{x})-a_{0}\Vert\overline{x}\Vert^{2}-\langle a,\overline{x}\rangle$

このとき、 次の定理が成立する。

Theorem 6. (Al) $\sim(A4)$ が成立すると仮定する。 もしあが (P) の局所的最小
解ならば、

$\bullet\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\cdots,$ $\mu_{n}\geq 0$ ,

$\bullet(a_{0^{1}}, a^{1}, b^{1}),$ $(a_{0^{2}}, a^{2}, b^{2}),$ $\cdots,$
$(a_{0^{n}}, a^{n}, b^{n})\in B$ ,

$\bullet(\xi_{0}, \xi)\in\partial_{\mathcal{L}}f(\overline{x})$
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が存在して、

が成立する。

$0=2 \xi_{0}\overline{x}+\xi+\sum_{i=1}^{n}\mu_{i}(2a_{0^{i}}\overline{x}+a^{i})$
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