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1 はじめに

実 Banach 空間 $E$ からそれ自身への集合値写像 $A$ に対してその零点, すなわち $0\in Az$

をみたす $z\in E$ を求める問題は零点問題と呼ばれ, 多くの非線形問題を一般化した問題と
して活発に研究がなされている. とくに $A$ が増大作用素と呼ばれる写像の場合の近似的
解法として, 以下に述べる近接点法が有名である: 初期点を $x_{1}\in E$ とし, 漸化式

$x_{n+1}=(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}$

によって点列を構成する. ただし, $\{e_{n}\}$ は誤差をあらわす項である. この点列はいくっ
かの仮定の下で零点の近似列となっていることが知られている. 近接点法に関する結果
としては, Hilbert 空間における代表的なものとして Rockafellar [13], Br\’ezis-Lions [1],
Pazy [10], Eckstein-Bertsekas [3], Kamimura-Takahashi [5] 等がある. Banach 空間に
おける代表的な結果としては Bruck-Reich [2], Nevanlinna-Reich [9], Reich [11], Jung-
Takahashi [4], Reich-Zaslavski [12] Kamimura-Takahashi [6] 等がある.
最近 Kimura-Takahashi [8] によって得られた結果では, 増大作用素の無限列に対して,
それに対応する零点集合の列に対する極限集合の概念を導入し, その集合に属する点への
弱収束定理が証明されている. また, [7] において著者は係数条件をさらに緩和した結果を
得ている.

本稿では, Kamimura-Takahashi [6] および Kimura[7] で得られている結果をもとに,
誤差をあらわす項のみたすべき条件について考察する. さらに, 同論文の主定理で仮定さ
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れている係数条件が, 誤差をあらわす項の条件の緩和に寄与していることについても述
べる.

2 準備

本稿であつかう空間はすべて一様凸な実 Banach 空間であり, それを $E$ であらわす. 共

役空間は $E^{*}$ であらわし, $x\in E$ のノルムを $\Vert x\Vert$ であらわす.

Banach 空間 $E$ に対し $B=\{x\in E : \Vert x\Vert=1\}$ とする. $B\cross B\cross \mathbb{R}\backslash \{0\}$ 上の関数 $f$

を $x,$ $y\in B,$ $t\in \mathbb{R}\backslash \{0\}$ に対して

$f(x, y, t)= \frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$

と定義しよう. このとき極限 $\lim_{tarrow}$of$(x, y, t)$ が $x\in B$ に関して一様に収束するならば,

$E$ は Fre’chet 微分可能なノルムをもつという.

また, $E$ が Opial 条件をみたすとは, 弱収束する $E$ の任意の点列 $\{x_{n}\}$ に対し, その弱

極限を $x_{0}\in E$ とするとき, もし $y\in E$ が $x_{0}$ と異なるならば

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\Vert x_{n}-x_{0}\Vert<\lim_{narrow}\inf_{\infty}\Vert x_{n}-y\Vert$

が成り立つことをいう.

$E$ から $E$ への多価写像 $A$ が増大作用素であるとは, 任意の $\lambda>0$ と $y_{1}\in Ax_{1}$ および

$y_{2}\in Ax_{2}$ をみたす $x_{1},$ $x_{2},$ $y_{1},$ $y_{2}\in E$ に対して

$\Vert x_{1}-x_{2}\Vert\leq\Vert(x_{1}-x_{2})+\lambda(y_{1}-y_{2})\Vert$

が成り立つことをいう. また, 増大作用素 $A$ が任意の $\rho>0$ に対して ran$(I+\rho A)=E$ を

みたすとき, $A$ を $m$ 増大作用素という. ここで $I$ は $E$ 上の恒等写像であり, ran$(I+\rho A)$

は多価写像 $(I+\rho A)$ の値域である.

$A$ を増大作用素とし $\rho>0$ とする. このとき, 任意の $x\in$ ran$(I+\rho A)$ に対して

$x\in(I+\rho A)y$ をみたす $y\in E$ は唯一であることが知られている. よってその逆写像

が存在し, ran$(I+\rho A)$ から $E$ への一価写像とみなすことができる. これを $(I+\rho A)^{-1}$

とあらわし, $A$ のリゾルベントという. 定義より dom$(I+\rho A)^{-1}=$ ran$(I+\rho A)$ およ

び ran$(I+\rho A)^{-1}=$ dom $A$ が成り立つ. ただし dom$(I+\rho A)^{-1}$ および dom $A$ は各写

像の定義域をあらわしている. したがって, $A$ が $m$ 増大作用素ならばそのリゾルペント

$(I+\rho A)^{-1}$ は $E$ から $E$ への写像となる. また, $(I+\rho A)^{-1}$ は非拡大写像, すなわち

$\Vert(I+\rho A)^{-1}x-(I+\rho A)^{arrow 1}y\Vert\leq\Vert x-y\Vert$
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が任意の $x,$ $y\in$ ran$(I+\rho A)$ で成り立つ写像であり, さらに $(I+\rho A)^{-1}$ の不動点は $A^{-1}0$

と一致することが知られている. 詳細は, 例えば [14] を参照せよ.

3 係数条件の緩和と誤差項
本節では, 2000年に証明された次の定理をもとに, 誤差項の列 $\{e_{n}\}$ がみたすべき条件
について考察し, 新たな係数条件の仮定のもとで得られた Kimura [7] の結果が誤差項の
条件の緩和に寄与することを示す.

定理 1 (Kamimura-Takahashi [6]). $E$ を Opial条件をみたすかあるいはノルムが $\mathbb{R}$\’echet

微分可能であるような一様凸 Banach 空間とし, $A$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ をみたす $E$ 上の $m$ 増大
作用素とする. $a$ を正の実数とし, $\{\rho_{n}\}$ を] $a,$ $\infty[$ の数列とする. $x_{1}\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$

を漸化式
$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}$

によって定義する. ただし $\{\alpha_{n}\}$ はある正の実数 $b<1$ に対して $\{\alpha_{n}\}\subset[0, b]$ をみたす数
列であり, $\{e_{n}\}$ は $\sum_{n=1}^{\infty}\Vert e_{n}\Vert<\infty$ をみたす $E$ の点列である. このとき $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$

の点 $x_{0}$ に弱収束する.

なお, この定理で用いられる漸化式は $1/(1-\alpha_{n})e_{n}=e_{n}’$ とすることで

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})((I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}’)$

とすることができる. なお, この場合においても誤差項 $\{e_{n}’\}$ のみたすべき条件は $\{e_{n}\}$ の

条件と変わらない. 実際の計算においては, リゾルベントが逆写像であらわされているこ
とが誤差の生じる主たる原因であることを考慮すれば, 後者の漸化式の方がより実用的で
あると考えることもできる.
上記の定理において $\{e_{n}\}$ に要請されている条件 $\sum_{n=1}^{\infty}\Vert e_{n}\Vert<\infty$ を仮定しない場合,

次に示されるように, 点列 $\{x_{n}\}$ が収束しない例があることがわかる.

例. $H$ を Hilbert 空間とし, $M$ をその線形閉部分空間, $N$ をその直交補空間 $M^{\perp}$ とする

と, $H=M\oplus N$ である. $B$ を $B^{-1}0\neq\emptyset$ をみたす $N$ 上の $m$ 増大作用素とし, $H$ からそ

れ自身への集合値写像 $A$ を $x\in H$ に対し

$Ax=BP_{N}x$

で定義する. ただし $P_{N}$ : $Harrow N$ は直交射影である. このとき $A^{-1}0=M+B^{-1}0$ が

成り立っ. 実際, $z\in A^{-1}0$ とすると $0\in Az=BP_{N}z$ であり, $P_{N}z\in B^{-1}0$ を得る.
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$M$ への直交射影 $P_{M}:Harrow M$ を用いて $z=P_{M}z+P_{N}z$ とすると $P_{M}z\in M$ より

$z\in M+B^{-1}0$ , すなわち $A^{-1}0\subset M+B^{-1}0$ が導かれる. 逆に $w\in M+B^{-1}0$ とす

ると, $P_{N}w\in B^{-1}0$ であり, $0\in BP_{N}w=Aw$ , すなわち $w\in A^{-1}0$ となる. 以上より

$A^{-1}0=M+B^{-1}0$ となることがわかった.

次に, $A$ が $m$ 増大作用素であることを示そう. $\rho>0$ とする. 任意の $x\in H$ に対して

$x=P_{M}x+P_{N}x$ と一意にあらわせるが, ここで $B$ が $N$ 上の $m$ 増大作用素であることか

ら $P_{N}x\in N$ に対して $P_{N}x\in y_{N}+\rho By_{N}$ をみたす $y_{N}\in N$ が存在する. ここで

$y=P_{M}x+y_{N}$

とすると $P_{N}y=y_{N}$ であることから

$x=P_{M}x+P_{N}x$

$\in P_{M}x+(y_{N}+\rho By_{N})$

$=(P_{M}x+y_{N})+\rho By_{N}=y+\rho BP_{N}y=(I+\rho A)y$

となり ran$(I+\rho A)=H$ , すなわち $A$ が $m$ 増大作用素であることが示された. また, こ

の計算において $y_{N}=(I+\rho B)^{-1}P_{N}x$ であることから,

$(I+\rho A)^{-1}x=y=P_{M}x+y_{N}=P_{M}x+(I+\rho B)^{-1}P_{N}x$

が成り立つこともわかる.

このように定義された $m$ 増大作用素 $A$ に対し, $x_{1}\in H$ および

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ を考える. ここで { $\alpha$訂は定理 1において仮定されている条件を
みたすものとする.

今, $M$ の $0$ でない要素 $e$ に対し, $e_{n}=(1/n)e_{n}$ が各 $n\in \mathbb{N}$ で成り立っていると仮定し

よう. このとき

$P_{N}x_{n+1}=P_{N}(\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n})$

$=\alpha_{n}P_{N}x_{n}+(1-\alpha_{n})P_{N}(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+P_{N}e_{n}$

$=\alpha_{n}P_{N}x_{n}+(1-\alpha_{n})P_{N}(P_{M}x_{n}+(I+\rho B)^{arrow 1}P_{N}x_{n})$

$=\alpha_{n}P_{N}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho B)^{-1}P_{N}x_{n}$

が任意の $n\in \mathbb{N}$ で成り立つので, 各 $n\in \mathbb{N}$ に対して $y_{n}=P_{N}x_{n}$ とすると, $y_{1}\in M$ かつ

$y_{n+1}=\alpha_{n}y_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho B)^{-1}y_{n}$
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が成り立つ. よって定理 1より $\{y_{n}\}=\{P_{N}x_{n}\}$ は $y_{0}\in B^{-1}0$ に弱収束する. 一方,

$P_{M}x_{n+1}=P_{M}(\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n})$

$=\alpha_{n}P_{M}x_{n}+(1-\alpha_{n})P_{M}(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+P_{M}e_{n}$

$= \alpha_{n}P_{M}x_{n}+(1-\alpha_{n})P_{M}(P_{M}x_{n}+(I+\rho B)^{-1}P_{N}x_{n})+\frac{1}{n}e$

$= \alpha_{n}P_{M}x_{n}+(1-\alpha_{n})P_{M}x_{n}+\frac{1}{n}e$

$=P_{M}x_{n}+ \frac{1}{n}e$

より

$P_{M}x_{n}=P_{M}x_{n-1}+ \frac{1}{n-1}e$

$=P_{M}x_{n-2}+ \frac{1}{n-2}e+\frac{1}{n-1}e$ ,

$=P_{M}x_{1}+ \sum_{k=1}^{n-1}\frac{1}{k}e$

となる. $\Vert\sum_{k=1}^{\infty}(1/k)e||=\sum_{k=1}^{\infty}(1/k)\Vert e\Vert=\infty$ であるから, $\{P_{M}x$訂は収束しないこと
がわかる. したがって, $\{x_{n}\}=\{P_{M}x_{n}+P_{N}x$訂は収束しないことがわかった.

この例は, 定理 1において誤差項の列 $\{e_{n}\}$ に対する条件 $\Vert\sum_{k=1}^{\infty}e_{n}\Vert<\infty$ を仮定しな
い場合, 仮に $\{e_{n}\}$ が $0$ に強収束することを仮定したとしても, $\{x_{n}\}$ が弱収束しない場合
が存在することを示している. この観点から, $\Vert\sum_{k=1}^{\infty}e_{n}\Vert<\infty$ という条件は, 点列 $\{x_{n}\}$

の収束を保証する際には妥当な条件のーつであると言うことができるであろう.
次の定理は, 最近著者によって証明された $m$ 増大作用素の列 $\{A_{n}\}$ に対する共通零点へ
の弱収束定理である.

定理 2 (Kimura [7]). $E$ を Opial 条件をみたすかあるいはノルムが Fre’chet 微分可能で
あるような一様凸 Banach 空間とし, $\{A_{n}\}$ を $\bigcap_{n=1}^{\infty}A_{n}^{-1}0\neq\emptyset$ をみたす $E$ 上の $m$ 増大作
用素の列とする. さらに, $E$ の点列 $\{u_{n}\}$ および $\{v$訂が $u_{n}\in A_{n}v_{n}$ をみたし, $\{u_{n}\}$ が

$0$ に強収束するとき, $\{v_{n}\}$ の部分列の弱極限はつねに $\cap:_{1}A_{n}^{-1}0$ に属すると仮定する.
$x_{1}\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を漸化式

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+A_{n})^{-1}x_{n}+e_{n}$

によって定義する. ただし $\{\alpha_{n}\}$ は $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす [$0,1$ [の数列であり,
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$\{e_{n}\}$ は $\sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}\Vert<\infty$ をみたす $E$ の点列である. このとき $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{n=1}^{\infty}A_{n}^{-1}0$ の点

$x_{0}$ に弱収束する.

この定理において, 各 $n\in \mathbb{N}$ に対して $A_{n}=\rho A$ とすることによって, 次の結果が得ら

れる. ただし, $A$ は $E$ 上の増大作用素であり, $\{\rho_{n}\}$ は次の定理の条件をみたす実数列で

ある.

定理 3. $E$ を Opial 条件をみたすかあるいはノルムが Fr\’echet 微分可能であるような一様

凸 Banach 空間とし, $A$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ をみたす $E$ 上の $m$ 増大作用素とする. $a$ を正の実

数とし, $\{\rho_{n}\}$ を] $a$ , $\infty$ [の数列とする. $x_{1}\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を漸化式

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}$

によって定義する. ただし $\{\alpha_{n}\}$ は $\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\infty$ をみたす [$0,1$ [の数列であり,

$\{e_{n}\}$ は $\sum_{n=1}^{\infty}\Vert e_{n}\Vert<\infty$ をみたす $E$ の点列である. このとき $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点 $x_{0}$ に

弱収束する.

この定理において $1/(1-\alpha_{n})e_{n}=e_{n}’$ とし, 漸化式を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})((I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}’)$

とすることによって, 誤差項の列 $\{e$分の条件を緩和することができる.

定理 4. $E$ を Opial 条件をみたすかあるいはノルムが R\’echet 微分可能であるような一様

凸 Banach 空間とし, $A$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ をみたす $E$ 上の $m$ 増大作用素とする. $a$ を正の実

数とし, $\{\rho_{n}\}$ を]a, $\infty$ [の数列とする. $x_{1}\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を漸化式

$x_{n+1}=(1- \frac{1}{n})x_{n}+\frac{1}{n}((I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+e_{n}’)$

によって定義する. ただし $\{e_{n}’\}$ は各 $n\in \mathbb{N}$ に対して $\Vert e_{n}\Vert\leq 1/n$ をみたす $E$ の点列であ

る. このとき $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点 $x_{0}$ に弱収束する.

証明. 漸化式を

$x_{n+1}=(1- \frac{1}{n})x_{n}+\frac{1}{n}(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+\frac{1}{n}e_{n}’$

と変形し, 各 $n\in \mathbb{N}$ に対して $\alpha_{n}=1-1/n$ と定義すると

$x_{n+1}= \alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})(I+\rho_{n}A)^{-1}x_{n}+\frac{1}{n}e_{n}’$
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とあらわせる. ここで

$\sum_{n=1}^{\infty}(1-\alpha_{n})=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n}=\infty$

であり, さらに

$\sum_{n=1}^{\infty}\Vert\frac{1}{n}e_{n}’\Vert\leq\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{2}}<\infty$

である. したがって定理 3より $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点 $x_{0}$ に弱収束する. 口

上記の結果により, 誤差項のみたすべき条件の緩和には成功したが, 一方で $\{x_{n}\}$ の収束

の速さの低下もまねいていることがわかる. これらを両立させる条件の発見や新たな近似
法の開発が今後の課題である.
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