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概要

Discrete Breather とは, 非線形格子系における空間的に局在した周期振動解である. 2原子 Fermi-
Pasta-Ulam型格子に関し, 種々のタイプの Discrete Breather解の存在証明を与えた. 加えて, それ
らの線形安定性を厳密に評価した.

1 はじめに

非線形格子系においては, 系の離散性と非線形性に起因して, 空間的に局在した振動モードが存在し
得ることが知られている. この局在モードは, Discrete Breather (DB), または, Intrinsic LocaJized
Mode ( $I$ LM) と呼ばれている. DBの存在は, $\simeq$1代野らにより最初に指摘され [1,2], 以来, DBに関す
る多数の研究がなされている (例えば, レビュー論文 [3, 4, 5] 参照). D $B$ の存在は, 非線形性と空間的
離散性を有する力学系において普遍的な現象と考えられており, 実際に種々の系において実験的に観測
されている. 例えば, ジョセブソン結合素子系 [6, 7], 非線形光導路アレイ [8], マイクロカンチレバー
アレイ [9] 等で観測されている.
数理的な観点からは, D $B$は運動方程式の空間的に局在した周期解として特徴付けられる. これまで

に, D $B$ を表す局在周期解の厳密な存在証明が, 種々の手法により与えられている. 最初の存在証明は,
Mackey と Aubryにより, 各粒子がオンサイトポテンシャルと弱い相互作用ポテンシャルを持つような
非線形格子系のクラスに対して与えられた [10]. 例えば, 非線形 Klein-Gordon 格子モデルなどが, こ

のクラスに含まれる. anti-integrable limit, もしくは t anti-continuous limit と呼ばれる相互作用が無
い極限では, 系は, 各粒子がオンサイトポテンシャル中を独立に振動する振動子集団となる. この極限
では, 1個の粒子だけが周期振動をし, 他の粒子が静止しているような自明な局在周期解が存在する.
Mackey と Aubry は, 周期関数の空間で陰関数定理を用いて, 自明な局在周期解が弱い相互作用が在る
場合に延長可能であることを証明している. anti-continuous limit にて複数個の粒子が振動するような
自明な局在周期解の延長に関する証明も与えられている [11]. 文献 [12] では, 2原子 Femi-Pasta-Ulam
(FPU) 型格子に関して, 上記とは異なるタイプの anti-continuous limitが提案されている. 2原子 FPU
型格子とは, 異なる質量を持つ粒子が交互に並び, 再隣接粒子が非線形相互作用する格子である. この

系において, 質量比がゼロとなる極限が anti-continuous hmit となり, 重い粒子が静止した状態で軽い
粒子のみが独立に振動する. この極限では, 1個の軽い粒子のみ振動し他の粒子が静止状態であるよう
な自明な D $B$ 解が存在する. Livi らは, この D $B$解が質量比がゼロでない場合に延長可能であることを
証明している. 上記以外の anti-continuous hmit を持たないような格子系に対しても, 異なる手法によ
り, D $B$解の存在証明が与えられている [13, 14, 15].
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上述のように, 種々の格子系において, D $B$解の存在については厳密に示されている. 一方, D $B$ に
関する他の重要な問題として, その安定性評価が挙げられる. しかしながら, D $B$解の線形安定性解析
を厳密に行う為の解析的手法は未だ充分に確立されていない. そのため, D $B$解の線形安定性に関する
厳密な結果は限られている. オンサイトポテンシャルと弱相互作用ポテンシャルを持つ格子系について,
single-site D $B$ (1粒子のみが大きな振幅を持っDB) [3], および, Morse lオンサイトポテンシャル
での three-site D $B[11]$ の線形安定性が示されている程度である. これ以外の格子系, FP $U$型の格子
系などについては, 線形安定性を評価する手法が提案されておらず, 厳密な結果は知られていない.
本研究では, D $B$の存在証明, および, 厳密に線形安定性解析を行う手法を提案する. 2原子FP $U$

型非線形格子において, 質量比が小さい条件下で, single-site D $B$ , および, multi-site D $B$ の存在を
示す. さらに, それらの各 D $B$に対し線形安定性評価を与える. 提案手法では, まず, 同次ポテンシャ
ノレ格子の anti-continuous limit (質量比$=0$ ) を考え, 自明な D $B$解を構成する. 次に, その D $B$解を
質量比が正の領域に延長可能であることを示し, 延長された D $B$解に関するモノドロミー行列の固有値
(特性乗数) 分布を評価する. 最後に, 同次系の特性乗数分布の情報を利用して, D $B$解を非同次ポテン
シャルの場合に延長し, 延長された D $B$解の特性乗数分布が同次系の特性乗数分布と定性的に同じ, す
なわち, 同じ線形安定性を持つことを示す. 一般には, 与えられた周期解の特性乗数を解析的に求める
ことは不可能であるが, 同次ポテンシャルを持つハミルトン系の場合には, これが可能となる. 提案手
法では, D $B$解を同次系を経由して延長することにより, この事実を利用した線形安定性評価を行って
いる. 2原子FP $U$型非線形格子以外の格子モデル, 例えば, 3原子非線形格子や, オンサイトと弱相
互作用ポテンシャルを持つ格子系などにも, 提案手法は適用できると思われる.

2 2原子FP $U$型格子モデル

本研究では, 直線上に並んだ粒子が再隣接粒子と非線形相互作用するような 1次元 2原子非線形格子
系を考える. 系のハミルトニアンは次式で与えられる.

$H= \sum_{n=1}^{N-1}\frac{1}{2m_{n}}P_{n}^{2}+\sum_{n=1}^{N}V(Q_{n}-Q_{n-1})$ , (1)

ここで $Q_{n}\in \mathbb{R},$ $P_{n}\in \mathbb{R}$ は, それぞれ, 粒子の座標と運動量を表す. $N$ は偶数とする. $m_{n}$ は, $n$ 番目
の粒子の質量を表し, $m_{2j-1}=1,$ $m_{2j}=m,$ $j=1,2,$ $\ldots,$

$N/2$, ただし, $m>1$ とする. 境界条件とし
ては, 固定端条件 $Q_{0}=Q_{N}=0$ を仮定する. したがって, 系の自由度は $N-1$ である. 相互作用ポテ
ンシャル $V$ として, 以下の形を仮定する.

$V(X)= \sum_{r=2}^{k}\frac{\kappa_{r}}{r}X^{r}$ , (2)

ここで, $k\geq 4$ は偶数, $\kappa_{r}\in \mathbb{R},$ $r=2,$ $\ldots,$
$k$ は定数, 最高次の係数 $\kappa k$ は $\kappa_{k}>0$ とする. 一般性を失うこ

となく $\kappa_{k}=1$ とできるので, 以下では, $\kappa_{k}=1$ とする. 他の係数について, $\kappa=(\kappa_{2}, \ldots, \kappa_{k-1})$ と略記
する.
本稿で示す結果は, 充分大きな $m$ に対して成立するものである. 極限 $marrow\infty$ には, 特異性があるか
のように見えるが, 実際には, 以下で定義するパラメータ $\epsilon$ を導入すれば, この極限に特異性は無いこ
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とが分かる $[$ 12 $]$ .
$\epsilon=\frac{1}{\sqrt{m}}$ . (3)

パラメータ $\epsilon$ を用いて, 新座標変数 $q_{n}$ を以下のように定義する.

$q_{n}=\{\begin{array}{ll}Q_{n} if n=2j-1,\epsilon^{-1}Q_{n} if n=2j,\end{array}$ $j=1,2,$ $\ldots,$ $N/2$ . (4)

新変数では, ハミルトニアン (1) は, 以下のように変換される.

$H= \sum_{n=1}^{N-1}\frac{1}{2}p_{n}^{2}+\sum_{j=1}^{N/2}[V(\epsilon q_{2j}arrow q_{2j-1})+V(q_{2j-1}-\epsilon q_{2j-2})]$ , (5)

ただし, $Pn$ は $q_{n}$ に共役な運動量であり, $p_{2j-1}=P_{2j-1\prime}p_{2j}=\epsilon P_{2j}$ のように定義される. 境界条件は,
$q_{0}=q_{N}=0$ である. ハミルトニアン (5) より導出される運動方程式は, 次式で与えられる.

$\ddot{q}_{2j-1}$ $=$ $V’(\epsilon q_{2j}-q_{2jarrow 1})-V’(q_{2j-1}-\epsilon q_{2j-2})$ , (6)
$\ddot{q}_{2j}$ $=$ $\epsilon V’(q_{2j+1}-\epsilon q_{2j})-\epsilon V’(\epsilon q_{2j}-q_{2j-1})$ . (7)

これらの運動方程式は, $\epsilon=0$においては, 互いに分離することが分かる. 以下では, 変数 $q_{n},$ $p_{n}$ を用
い, ハミルトニアン (5) に対して結果の記述を行うものとする.

3 主結果

同次ポテンシャル系の anti-continuous limit, すなわち, $\epsilon=0$ かつ $\kappa_{r}=0,$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ の場合
を考える. この場合, 以下の形をした運動方程武 (6), (7) の周期解が存在することを示すことができる.

$q_{2j-1}=2^{arrow 1/(k-2)}\sigma_{2j-1}\varphi(t)$ , $q_{2j}=0$ , $j=1,$ $\ldots,N/2$ , (8)

ここで, $\sigma_{2j-1}\in\{-1,0,1\}$ であり, $\varphi(t)$ は以下の微分方程式の周期解を表す.

$\ddot{\varphi}+\varphi^{k-1}=0$ . (9)

これは, 同次ポテンシャル中を振動する 1粒子の運動を記述する方程式と見なすことができ, 明らかに,
周期解を持つことが分かる. 方程式 (9) は, 積分

$\frac{1}{2}\dot{\varphi}^{2}+\frac{1}{k}\varphi^{k}=h$ (10)

を持つ. 式中の $h>0$ は積分定数である. 解 $\varphi(t)$ の周期 $T$ は, 定数んに依存し, 次武で与えられる.

$T=2 \sqrt{2}h^{arrow(1/2-1/k)}\int_{0}^{k^{1/k}}\frac{1}{\sqrt{1-x^{k}/k}}dx$ . (11)

式中の積分値は $h$に依存しないので, $h$が $0$から $+\infty$ まで変化するときに, 周期 $T$が $+\infty$から $0$ まで連続
的に変化する. このことは, 任意に与えられた $T>0$に対し, $T$ を周期に持つような (9) 武の周期解 $\varphi(t)$
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が常に存在することを意味している. したがって, 任意に与えられた $\sigma=(\sigma_{1}, \sigma_{3}, \ldots, \sigma_{2j-1}, \ldots, \sigma_{N-1})\in$

$\{-1,0,1\}^{N/2}$ と $T>0$ に対し, (8) 式で与えられる周期 $T$ の運動方程式の解が存在する. この周期解
を, $\Gamma_{0}(t;\sigma,T)$ と表すことにする. すなわち, (8) 式で与えられる $q_{n}$ と $p_{n}=\dot{q}_{n}$ を用いて, $\Gamma_{0}(t;\sigma, T)=$

$(q_{1}(t), \ldots,q_{N-1}(t),p_{1}(t), \ldots,p_{N-1}(t))$ である.
$n_{0}$ をあるサイトの番号とする. (8) 式の形をし, 恥周辺の数サイトのみが励起されているような局在

周期解, すなわち, D $B$解を考える. 本稿では, 以下に挙げる 6種類のコード列 $\sigma$ を考えることにする.
1番目のコード列は,

$\sigma_{+}=(\ldots,0,1,0, \ldots)$ (12)
であり, $\sigma_{n}=0,$ $(n\neq n_{0})$ である. 鞠は, $3\leq n_{0}\leq N-3$ を満たす奇数としておく. このコード列は,
single-site DB を表している. 2番目, 3番目のコード列は,

$\sigma_{++}=(\ldots, 0,1,1,0, \ldots)$ , (13)
$\sigma+-=(\ldots,0,1, -1,0, \ldots)$ (14)

であり, $\sigma_{n}=0,$ $(n\neq n_{0}\pm 1)$ である. $n_{0}$ は, $4\leq n_{0}\leq N-4$ を満たす偶数としておく. これらの $\sigma++$

と $\sigma+-$ は, それぞれ, in-phase $tw(\succ siteDB$ , および, anti-phase two-site D $B$ を表している. 残りの
コード列として, 以下のものを扱う.

$\sigma_{+++}=(\ldots, 0,1,1,1,0, \ldots)$ , (15)
$\sigma_{++-=}(\ldots,0,1,1, -1,0, \ldots)$ , (16)
$\sigma_{-+-=}$ $(\ldots, 0, -1,1, -1,0, . . )$ . (17)

武中で, $\sigma_{n}=0,$ $(n\neq n_{0}, n_{0}\pm 2)$ である. 恥は, $5\leq n_{0}\leq N-5$ を満たす奇数としておく. これらは,
three-site D $B$ を表している. D $B$解の存在と線形安定性に関する主結果は, 以下のように述べられる.

定理 1. $\sigma\in\{\sigma\sigma\sigma, \sigma+++’\sigma++-, \sigma_{-+arrow}\}$, かっ, $T>0$ は任意に与えられた周期とする. こ
のとき, 定数 $\epsilon_{c}>0$ と $\epsilon$ に依存する定数 $\delta_{r}>0,$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ が存在し, $0<\epsilon<\epsilon_{c}$ , かっ,
$|\kappa_{r}|<\delta_{r},$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ のとき, $\epsilon$ と $\kappa=(\kappa_{2}, \ldots, \kappa_{k-1})$ に連続的に依存する格子系 (5) の周期解の
族 $\{\Gamma_{\epsilon,\kappa}(t;\sigma,T)\}$ で $\lim_{earrow 0}hm_{\kappaarrow 0}\Vert\Gamma_{\epsilon_{2}\kappa}(0;\sigma,T)-\Gamma_{0}(0;\sigma, T)\Vert=0$ を満たすものが存在する. さらに,
$\sigma\in\{\sigma_{+}, \sigma+-, \sigma_{-+-}\}$ の場合は $\Gamma_{\epsilon_{1}\kappa}(t;\sigma, T)$ は線形安定であり, –f], $\sigma\in\{\sigma_{++},$ $\sigma+++,$ $\sigma_{++-}\}$ の場合
は $\Gamma_{\epsilon_{1}\kappa}(t;\sigma, T)$ は線形不安定である.

ハミルトニアン (5) のポテンシャル関数 $V$ において, 粒子の振幅が充分大きな場合には, 最高次の項
が支配的になる. したがって, 定理 1は, 必ずしも $0$ に近くない任意の係数 $\kappa_{r},$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ が与え
られた場合にも, 充分大きな振幅を持っD $B$解が存在することを意味している. 定理 1は, それらの大
振幅D $B$解の線形安定性の評価も与える.
定理 1から得られる系を述べるために, いくっかの表記を導入する. (11)武を考え, 積分定数 $h=1$ の

場合の周期 $T$ の値を $T_{1}$ で表すことにする. $T_{1}$ と $\sigma\in\{\sigma_{+},$ $\sigma++,$ $\sigma_{+-},$ $\sigma+++’\sigma++-,$ $\sigma_{-+-\}}$ が与えられた
とき, 定理 1により, パラメータ $\epsilon$ に関して少なくともある上限 $\epsilon$。まで, 周期解 $\Gamma_{0}(t;\sigma, T_{1})$ は延長可能
である. この上限を, $\epsilon_{c,1}(\sigma)$ と表す. 次に, 定理 1における延長により得られる周期解 $\Gamma_{\epsilon,\kappa}(t;\sigma, T)$ を考
える. この解の成分を? $\Gamma_{\epsilon,\kappa}(t;\sigma,T)=(\phi_{\epsilon,\kappa}(t;\sigma,T),\psi_{\epsilon,\kappa}(t;\sigma,T))$ のように表す. ただし, $\cdot$

$\phi_{\epsilon,\kappa}\in \mathbb{R}^{N-1}$,

75



$\psi_{e,\kappa}\in \mathbb{R}^{N-1}$ は, それぞれ, 解の座標成分と運動量成分を表す. 以下の系が成り立つ.

系 1. $\sigma\in\{\sigma+’\sigma_{++},\sigma+-, \sigma+++, \sigma++-, \sigma_{-+-}\}$ , かつ, $0<\epsilon<\epsilon_{c,1}(\sigma)$ と仮定する. 任意に与えられた
ポテンシャル係数 $\kappa_{r}\in \mathbb{R},$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ に対し, 正の定数 $a_{c}>0$が存在して, $a>a_{c}$なるとき次武で
与えられる格子系 (5) の局在周期解 $\Phi_{a}(t;\sigma,\epsilon, \kappa)$ が存在する.

$\Phi_{a}(t;\sigma,\epsilon,\kappa)=(a^{1/k}\phi_{\epsilon,\hslash}(a^{1/2-1/k}t;\sigma,T_{1}),$ $a^{1/2}\psi_{e,\hat{\kappa}}(a^{1/2-1/k}t;\sigma,T_{1}))$ (18)

ただし, $\hat{\kappa}=(\hat{\kappa}_{2}, \ldots,\hat{\kappa}_{k-1})$であり, 各成分は $\hat{\kappa}_{r}=a^{r/k-1}\kappa_{r}$ と定義される. さらに, $\sigma\in\{\sigma+’\sigma+-, \sigma_{-+-}\}$

の場合は $\Phi_{a}(t;\sigma,\epsilon, \kappa)$ は線形安定でり, $\sigma\in\{\sigma_{++},\sigma+++’\sigma++-\}$ の場合は $\Phi_{a}(t;\sigma, \epsilon, \kappa)$ は線形不安定で
ある.

証明. スケール変換された変数 $\hat{q}_{n},\hat{p}_{n},$ $\tau$ を次式で導入する.

$q_{n}=a^{1/k}\hat{q}_{n}$ , $p_{n}=a^{1/2}\hat{p}_{n}$ , $t=a^{1/k-1/2_{\mathcal{T}}}$ (19)

ここで, a は正定数である. これらの変数を用いると, ハミルトニアン (5) は,

$\hat{H}=\sum_{n=1}^{N-1}\frac{1}{2}\hat{p}_{n}^{2}+\sum_{j=1}^{N/2}\sum_{r=2}^{k}\frac{\hat{\kappa}_{r}}{r}[(\epsilon\hat{q}_{2j}-\hat{q}_{2j-1})^{r}+(\hat{q}_{2j-1}-\epsilon\hat{q}_{2j-2})^{r}]$ (20)

となる. 式中で, $\hat{\kappa}_{k}=1,\hat{\kappa}_{r}=a^{r/k-1}\kappa_{r},$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ である. 元のハミルトニアン (5) と変換後の
ハミルトニアン (20) の間には, 関係武 $\hat{H}=H/a$が成り立っ. なお, ハミルトニアン (20) に対する $\Phi^{\backslash }]_{0}$

方程式は, 面 n/d$\tau$
$=\partial\hat{H}/\partial\hat{p}_{n}$ , dp$\hat$n/d$\tau=$ -$\partial$H/$\partial$妬となる.

系 (20) で $\mathcal{E}=0$ , 私 $=0$ の場合の周期解 $\hat{\Gamma}_{0}(\tau;\sigma, T_{1})=(\hat{q}_{1}, \ldots,\hat{q}_{N-1},\hat{p}_{1}, \ldots,\hat{p}_{N-1})$ を考える. 各 $\hat{q}_{n}$

は,
$\hat{q}_{2j-1}=2^{arrow 1/(k-2)}\sigma_{2j-1}\varphi(\tau)$ , $\hat{q}_{2j}=0$ , $j=1,$ $\ldots,$ $N/2$ (21)

とし, $\hat{p}_{n}$ は $\hat{p}_{n=d}\hat{q}_{n}/d_{T}$ とする. ただし, $\varphi(\tau)$ は, 以下の積分から定まる変数 $\mathcal{T}$ の周期関数とする.

$\frac{1}{2}(\frac{d\varphi}{d\tau})^{2}+\frac{1}{k}\varphi^{k}=1$ . (22)

$\hat{\kappa}_{r},$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ は $\lim_{aarrow\infty}\hat{\kappa}_{r}=0$ を満たすので, 定理 1により, 充分大きな定数 $a_{c}>0$が存在し,
$a>a_{c}$ とするとき $\hat{\Gamma}_{0}(\tau;\sigma, T_{1})$ から延長される系 (20) の周期解が存在する. その周期解は,

$\hat{\Gamma}_{e,\hat{\kappa}}(\tau;\sigma,T_{1})=(\phi_{\epsilon,\hat{\kappa}}(\tau;\sigma,T_{1}),\psi_{\epsilon,\hat{\kappa}}(\tau;\sigma,T_{1}))$ (23)

のように与えられる. さらに, $\sigma\in\{\sigma_{+}, \sigma+-, \sigma_{-+-}\}$ ならば $\hat{\Gamma}_{\epsilon,\hat{\kappa}}(\tau;\sigma, T_{1})$ は線形安定であり, $\sigma\in$

$\{\sigma++’\sigma+++,$ $\sigma_{++-}\}$ ならば $\hat{\Gamma}_{e,\hat{\kappa}}(\tau;\sigma,$ $T_{1})$ は線形不安定である. (23)武中の独立変数を元の変数に戻す, す
なわち, 変換 $(\hat{q}_{n} ,\hat{p}_{n}, \tau)\mapsto(q_{n},p_{n}, t)$ を施すと, 元のハミルトン系 (5) に対する周期解 $\Phi$

。
$(t;\sigma,\epsilon, \kappa)$が得ら

れる. 明らかに, $\sigma\in\{\sigma+,$ $\sigma+-,\sigma_{-+-}\}$ ならば $\Phi_{a}(t;\sigma, \epsilon, \kappa)$ は線形安定であり, $\sigma\in\{\sigma++’\sigma_{+++},$ $\sigma_{++-}\}$

ならば $\Phi_{a}(t;\sigma, \epsilon, \kappa)$ は線形不安定である. I

注 1. 周期解 $(q_{1}(t), \ldots, q_{N-1}(t),p_{1}(t), \ldots,p_{N-l}(t))$ の振幅は, その座標成分の最大絶 AX$\iota\grave$ {直, すなわち,
$\max_{t,n}|q_{n}(t)|$ として定義することができる. 極限 $aarrow+\infty$において, 関数 $\phi_{e,\hslash}(\tau;\sigma, T_{1})$ は $\phi_{\epsilon,0}(\tau;\sigma,$ $T_{1})$

に収束する. $\phi_{\epsilon,0}$ の振幅は, $a$ に依存しないので, (18) 試は, $a$が充分大きな領域で, 周期解 $\Phi_{a}$ の振幅
が近似的に $a^{1/k}$ に比例することを示している. よって, 充分大きな $a$ に対する $\Phi_{a}$ は, 大振幅の周期解
を表していることが分かる.
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4 証明の概要

まず, ハミルトン系 (5) が同次ポテンシャル $(\kappa_{r}=0, r=2, \ldots, k-1)$ を持つ場合における周期解の
求め方について触れておく. $\kappa_{r}=0,$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$ の場合, ハミルトニアン (5) は

$H_{0}= \sum_{n=1}^{N-1}\frac{1}{2}p_{n}^{2}+\sum_{j=1}^{N/2}\frac{1}{k}[(\epsilon q_{2j}-q_{2j-1})^{k}+(q_{2j-1}-\epsilon q_{2j-2})^{k}]$ (24)

となる. この系の運動方程式は, 次式で与えられる.

$\ddot{q}_{2j-1}$ $=$ $(\epsilon q_{2j}-q_{2j-1})^{k-1}-(q_{2j-1}-\epsilon q_{2j-2})^{k-1}$ , (25)
$\ddot{q}_{2j}$ $=$ $\epsilon(q_{2j+1}-\epsilon q_{2j})^{k-1}-\epsilon(\epsilon q_{2j}-q_{2j-1})^{k-1}$ . (26)

同次系 (24) の周期解を, 以下の形を仮定して探す.

$q_{n}(t)=u_{n}\varphi(t)$ , (27)

ここで, $u_{n}\in \mathbb{R},$ $n=1,2,$ $\ldots,$ $N-1$ は定数であり, $\varphi(t)$ は時間変数 $t$ の関数である. 全ての $q_{n}(t)$ に関
して, 時間依存性を共通の関数 $\varphi(t)$ で記述できると仮定している. (27) 式を, 運動方程武 (25), (26) に
代入すると, 微分方程武

$\ddot{\varphi}+\varphi^{k-1}=0$ (28)
と, 以下の連立代数方程式が得られる.

$u_{2j-1}+(\epsilon u_{2j}-u_{2j-1})^{karrow 1}-(u_{2j-1}-\epsilon u_{2j-2})^{k-1}$ $=$ $0$ , (29)
$u_{2j}+\epsilon(u_{2j+1}-\epsilon u_{2j})^{k-1}-\epsilon(\epsilon u_{2j}-u_{2j-1})^{k-1}$ $=$ $0$ , (30)

武中で, $j=1,2,$ $\ldots,$ $N/2$ である. 3節で述べたように, 任意の $T>0$ に対し, 微分方程式 (28) は周期
$T$ の周期解を持つ. したがって, もし代数方程武 (29)’ (30) の解 $u=(u_{1}, \ldots,u_{N})$ が存在したならば,
元の運動方程武 (25), (26) に $T$-周期解が存在することになる. 定理 1の証明は, 以下に記述する stepl
から step3従って行われる.

Step 1: $\epsilon=0$, 同次系 $\kappa=0$ の場合.
同次系の anti-continuous limit を考える. すなわち, $\epsilon=0$ のときの連立代数方程武 (29), (30) を考

える. このとき, 方程式は分離して,

$u_{2j-1}-2u_{2j-1}^{k-1}=0$, $u_{2j}=0$ (31)

のようになる. 次式の形をした解が存在することが容易に分かる.

$u_{2j-1}=2^{-1/(k-2)}\sigma_{2j-1}$ , $u_{2j}=0$ , $j=1,$ $\ldots,N/2$ , (32)

ここで, $\sigma_{2j-1}\in\{-1,0,1\}$ である. 任意の $\sigma=(\sigma_{1},\sigma_{3}, \ldots, \sigma_{2j-1}, \ldots, \sigma_{N-1})\in\{-1,0,1\}^{N/2}$ に対し,
(32) 式は方程武 (31) の解であるので, 非常に多くの解が存在する. 与えられた $\sigma\in\{-1,0,1\}^{N/2}$ に対す
る解 (32) を $u_{\sigma}\in \mathbb{R}^{N-1}$ と表記する. $u_{\sigma}$ と周期関数 $\varphi(t)$ を (27) 式に代入すれば, 運動方程式 (25), (26)
の周期解 $\Gamma_{0}(t;\sigma, T)$ が得られる. 特に, $\sigma\in\{\sigma+, \sigma++, \sigma+-,\sigma+++’\sigma++-, \sigma_{-+-}\}$ とすれば, 定理 1で扱
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う D $B$解となる.

Step 2: $\epsilon>0$, 同次系 $\kappa=0$ の場合.
Stepl で構成した D $B$解を, 同次ポテンシャルに保ったままで, $\epsilon>0$ の領域に延長する. 同次系な

ので, 連立代数方程式 (29), (30) の解の延長のみを考えればよい. (29), (30) 式の左辺を, $F(u, \epsilon)$ と表
す. $F:\mathbb{R}^{N-1}\cross \mathbb{R}arrow \mathbb{R}^{N-1}$ は, $C^{\omega}$ 関数である. $F(u_{\sigma},0)=0$, かっ, $\det(\partial F(u_{\sigma}$ ,0$)$ / $($%$)\neq$ 0であるの
で, 陰関数定理により, $\epsilon_{c}>0$ と $C^{\omega}$ 関数砺 $(\epsilon;\sigma),$ $n=1,$ $\ldots,$ $N-1$ が存在し, $\epsilon\in(-\epsilon_{c},\epsilon_{c})$ の範囲で
$(u_{1}(\epsilon;\sigma), \ldots , u_{N-1}(\epsilon;\sigma))$は連立代数方程武 (29), (30) を満たし, かっ, $(u_{1}(0;\sigma), \ldots,u_{N-1}(0;\sigma))=u_{\sigma}$

であることが示される. すなわち, 代数方程式の解 $u_{\sigma}$ は延長可能である. この $u_{n}(\epsilon;\sigma)$ を (27) 式に代
入すると, 延長された D $B$ 解 $\Gamma_{e}(t;\sigma, T)$ が次式のように得られる.

$q_{n}(t)=u_{n}(\epsilon;\sigma)\varphi(t),$ $p_{n}(t)=u_{n}(\epsilon;\sigma)\dot{\varphi}(t)$ , $n=1,2,$ $\ldots,N-1$ . (33)

次に, D $B$解 $\Gamma_{\epsilon}(t;\sigma, T)$ に関する変分方程式を考え, モノドロミー行列を $\mathcal{M}$ で表す. 以下では, $\epsilon\in$

$(0,\epsilon_{c})$ とし, $\epsilon_{c}$ は充分小さく取るものとする. 変分方程式は $N-1$ 変数の 2階連立微分方程武であるが,
同次ハミルトン系の周期解 (27) に関する変分方程式の場合には, 独立した $N-1$ 個の 1変数 2階微分
方程武に分離可能である. その各 1変数 2階微分方程武は, 独立変数の変換により超幾何微分方程式に
変換できることが知られている [16]. この事実を利用して, モノドロミー行列 $\mathcal{M}$ の特性乗数を評価す
ることが可能である. $\mathcal{M}$ はシンプレクティック行列なので, その特性乗数は $\rho,$

$\rho^{-1}$ のようなペアをな
す. $N-1$ 個の特性乗数ペアの内, 複素平面上で単位円上に無いペアの数を $n_{u}$ で表す. $n_{u}$ はコード列
$\sigma$ に依存し. $\sigma\in\{\sigma+,\sigma+-,\sigma_{-+-}\}$ のとき $n_{u}=0,$ $\sigma\in\{\sigma++,\sigma+++,\sigma++-\}$ のとき $n_{u}\geq 1$ であること
が示される. $n_{u}\geq 1$ のとき, 解は線形不安定となる. さらに, 特性乗数には $+1$ が含まれ重複度 2であ
ること, および, $+1$ 以外の単位円上にある特性乗数が $\rho\neq-1$ であることが示される. $|\rho|=1$ , かっ,
$\rho\neq\pm 1$ であるような特性乗数について, 全てが同一の Krein 符号 [17] を持つことも示される.

Step 3: $\epsilon>0$, 非同次系 $\kappa\neq 0$ の場合.
$\epsilon\in(0,\epsilon_{c})$ を固定する. 周期解 $\Gamma_{\epsilon}(t;\sigma,T)$ の特性乗数 $+$ 1の重複度が 2であるので, 周期解の延長定理

(例えば, [18] 参照) により, $\delta_{r}>0,$ $r=2,$ $\ldots,$ $k-1$が存在し $\kappa\in\{\kappa\in \mathbb{R}^{k-2};|\kappa_{r}|<\delta_{r}, r=2, \ldots, k-1\}$

の範囲で $\Gamma_{\epsilon}(t;\sigma, T)$ は延長可能である. 延長された解を, $\Gamma_{e,\kappa}(t;\sigma, T)$ で表す. 特性乗数は $\kappa$ に連続的に
依存するので, $\kappa=0$ で $n_{u}\geq 1$ の場合, $\kappa$ を $\kappa=0$から微小変化させた後も $n_{u}\geq 1$ のままである. $-$

Ji, $\kappa=0$ で $n_{u}=0$ の場合を考える. $\rho=\rho^{-1}=+1$ は, $\kappa$ に依らず不変である. 重複していない特性
乗数は, $\kappa$ の微小変化の下で明らかに単位円上にとどまる. $+1$ 以外の重複している特性乗数が在る場合
も, $\kappa=0$ のとき特性乗数は同一 Krein 符号を持つので, $\kappa$ を $\kappa=0$ から微小変化させたときに Krein
collision による不安定化は起き得ないことが示される [17]. すなわち, $\kappa$ の微小変化の下で $n_{u}=0$ に保
たれる. 以上より, $\delta_{r}>0$ を充分小さく取れば, $\Gamma_{\epsilon,\kappa}(t;\sigma, T)$ は $\Gamma_{e}(t;\sigma,T)$ と同様の線形安定性を持つと
結論される.
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