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1 決定不能理論

理論 $T$ が決定可能とは、正しい文全ての集合が帰納的であることとします。 そうでないとき、

理論は決定不能といいます。
言語 $L=\{\circ\}$ において、 次の 3つの公理 ;

$\forall x\forall y\forall zx\circ(yoz)=(x\circ y)\circ z$

$\forall x\forall y\exists zx=yoz$

$\forall x\forall z\exists yx=y\circ z$

を満たすすべてのモデルに共通な文の集合を群の理論といい $TG$ と表すことにします。 Alfred

Tarski は論文”Undecidability of the elementary theory of groups” の中で、理論 $TG$ は決定不

能であることを示しました。 これは $TG$ の任意のモデルに決定不能な理論のモデルが解釈される
ことを示したものです。
環の言語 $\{\cdot, +, 0,1\}$ で体 $K=\langle K,$

$\cdot,$ $+,$ $0,1\rangle$ に対し、 $K$ 上解釈可能な群についてはよく知られ

ています。 体 $K$ 上の代数群、つまり、一般線形群 $GL(n, K)$ の閉部分群が代表例です。 それは

体 $K$ 上、 群が解釈されます。すなわち、 ユニバースとして集合が $K^{n^{2}}$ 上体の言語で定義可能で

群の演算と単位元が体の言語で定義されます。
逆に、 ある群構造上、 とある環が解釈されることも知られています。 その環の理論が決定不能

であれば、群の理論も決定不能であることがわかります。

定理 1任意の $n\geq 2$ に対し、 $n$ 元生成自由メタアーベル群の理論は決定不能である。

$G$ を元 $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}$ から生成される自由メタアーベル群とします。論理式

$\varphi(x)=$ ョ$y(aiy=yai\wedge x=a_{2}ya_{2}^{-1}y^{-1} A xai=aix)$

を考えます。

$a_{1}u=uai$ とすると、 $u$ は $a^{m}z$ の形をしています。 ここで、 $z$ は $G$ の中心の元。 よって、 $\varphi(x)$

の解は $(a2a_{1}a_{2}^{-1}a_{1}^{-1})^{m}$ の形をしています。

この形の元の全体を $\zeta$ とおきます。
この $\zeta$ 上に二っの演算を定義します ;

$z_{1}+z2=z1^{Z}2$

$z_{1}\cross z_{2}=x_{2}x_{1}x_{2}^{-1}x_{1}^{-1}$
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ここで、 $x_{1},$ $x_{2}$ は群 $G$ の元で次の条件を満たす任意の元とします。

$a_{2}x_{1}=x_{1}a_{2},$ $x_{2}a_{1}=a_{1}x_{2},$ $z_{i}=a_{i}x_{i}a_{i}^{-1}x_{i}^{-1}(i=1,2)$

と定めると、 $\langle\zeta,$ $+,$ $\cross\rangle$ は整数環と同型になります。 つまり、群 $G$ に整数環が解釈可能となり、群
$G$ の理論は決定不能となります。

2 例

体を解釈する群についてはいくっか先行研究があります。
Mal’cev による Mal’cev 対応は、上三角行列群 $UT(3, K)$ 上体 $K$ が解釈されます。

$a_{1}=(\begin{array}{lll}1 1 00 1 00 0 1\end{array}),$ $a_{2}=(\begin{array}{lll}1 0 00 l l0 0 1\end{array})$

とおきます。 ここで簡単のために、

$(\begin{array}{lll}l a c0 1 b0 0 1\end{array})$ を $(a, b, c)$ と表すことにします。

$a_{1}$ と可換な元 $y=(y,$ $0,$ $*)$ と $x=(x,$ $0,$ $*)$ に対して、

$x=a_{2}ya_{2}^{-1}y^{-1}$

より、

$(x, 0, *)=(0,0, y)$。
よって、 論理式 $\varphi$ により定義される集合は群の中心になります。

Morley ランク有限なべキ零でない連結可解群は代数閉体を解釈します (Zil’ber)。
Nesin による Morley ランク 2のべキ零群上の体の解釈があります。

例 2標数 $p$ の代数的閉体 $K$ をとる。 $K^{2}\ni(a, b),$ $(c, d)$ に対し

$f(x, y)+f(x+y, z)=f(x, y+z)+f(y, z)$ (1)

$f(x, 0)=f(0, x)=0$ (2)
をみたす $f(x, y)$ に対し、

$(a, b)\cdot(c, d)=(a+c, b+d+f(a, c))$

と定義すると $(K^{2}, \cdot)$ はべキ零群となります。

上の群の上に体を解釈します。詳しくは [3] を参照してください。
$(x, y),$ $(a, b)\in K^{2}$ に対し、

$[(*, a), (*, x)]=[(*, 1), (*, y)]$

$[(*, 1), (*, x)]=[(*, b), (*, y)]$

を考えると、

$f(a, x)-f(x, a)=f(1, y)-f(y, 1)$
「この連立方程式の解がちょうど $p$ 個である」 という条件が体を解釈するために必要な条件とな
ります。 体が代数的閉体であれば問題ありません。 もしその理論が決定不能である体がこの条件
をみたせば決定不能な 2 ステップベき零群の例となります。
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