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本報文では或る種の高階パンルヴェ方程式の解の構造を論じる。議論
は超関数とは余り関係が無く、又、対象とするものも直接的には「線型微
分方程式」ではない。従って何故このようなテーマを 「超関数と線型微
分方程式 $2006$」 と題する研究集会での講演材料として取り上げたのか、
と云う釈明から本稿を始めねばなるまい。その為に、「超函数と線型微分
方程式 $1967$」 とでも謂うべき、筆者の一人 (河合) の思い出話をまず記
したい。

「私が自分の研究方向を摸索していた 4年生の春、小松 (彦三郎) 先生
の “佐藤超函数と定数係数線型偏微分方程式” (だったと思う) と題する
講演 (日本数学会年会特別講演 ; 昭和 42年 5月 13日於東京都立大学)
に巡り合ったのは本当に幸運だった。その講演は気魂のこもった素晴ら
しい物で、私等 enchanted を通り越して stupefied とでも謂うべき状態
に 30分間程陥ってしまった程であった。 この研究集会 (平成 18年 3月 7
日於数理解析研究所) で青木貴史さんが触れられたように、或いはそれ
を邪宗門へと若者を誘う悪魔の奏でる竪琴の音と聞く向きもあったかも
知れぬ。 さもあらばあれ、私はこの講演に巡り合せたことを自分の一生
の内で最も大きな幸運の一つと今に感謝している。」 (平成 18年 3月 9日
の “小松先生の古稀をお祝いする会” での河合の発言由り。)
その講演がどんなものだったかを示す為に次頁以降に河合のノートの
コピーを載せておく。Hyperfunctions の定義に始まり、微分方程式の過
剰決定系の理論がどのように数学の他分野に影響を与えるか迄論じた極
めて高度な、 しかも完成度の高い講演であることを読み取って頂けるこ
とと思う。
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さて、 時代の制約からこの講演で具体的に取扱われているのは定数係
数の場合のみであるが、当然変数係数の過剰決定系も我々の考察対象で
ある。そして、正に我々がこの報文で取扱う非線型微分方程式とはその
ような線型過剰決定系の両立条件として現われるものなのである。従っ
て、我々が、今回の報告の prototype とも謂うべき [KTl] を小松先生の
還暦のお祝いとして献呈したのは自然であり、又、今回の報告が一見シ
ンポジウムの表題とずれているかに見えても決してそうではないことを
理解して頂けよう。
さて、 このような文脈に於て言えば我々としては [KTl] は掛け値なし

に自信作であった : 非線型微分方程式の構造論をその背後にある線型微
分方程式の変換論を用いて行う、 と云うその方法論の新しさと、 そこで
得られた結果の意外さ (任意の Painlev\’e 方程式の o-パラメタ解は変わり
点の近くでは I 型 Painleve 方程式の 0-パラメタ解に変換される) の故に
である。 ただ [KTl] の発表時から、我々自身かすかな引け目を感じてい
たことも事実である : 我々は [KTl] の議論が極めて強力かつ汎用性のあ
るものと確信していた。 しかし、 Painleve’方程式はたった 6種類しか無
いではないか、 と云う一種の牌肉の嘆である。その「引け目」 を一掃す
ることが出来たのが [KT2]、即ち本稿の詳細を与えた論文である。そこで
は、 対象となる方程式が一気に無限個となって、 [KTl] の議論の汎用性
を明確に示し得たのである。では、 [KTl] の議論とはどのような物であっ
たか、 それを簡単に振り返ってみよう。
我々は 2階 Schr\"odinger 型方程式 $(SL_{J})$ ( $J=I$ , II $\ldots$ VI) とその変形方

程式 $(D_{J})$ の対 (pair) から出発する。 この 2つの方程式の両立条件とし
て Painlev\’e 方程式 $(P_{J})$ が得られ、 $(P_{J})$ の 0-パラメタ解と呼ばれる特別
な解 $\lambda_{J}^{(0)}$ (及び $\nu_{J}^{(0)}$ ) を $(SL_{J})$ に代入すると、 $\lambda_{J}^{(0)}$ の最高次 $(=0$ 次 $)$

部分 $\lambda_{J,0}^{(0)}$ は $(SL_{J})$ の 2重変わり点を与え、 しかもそこで $(SL_{J})$ の係数
が極を持つにも拘らず、 $(SL_{J})$ と $(D_{J})$ との interplay に拠り、 $(SL_{J})$ の

WKB 解 $\exp(\int^{x}Sdx)$ は

(A) $S$
。$dd=\sum_{j\geq 0}s_{2j-1\eta^{1-2j}}$

に於て各 $S_{2j-1}(x, t)$ は

$x=\lambda_{J,0}^{(0)}(t)$ で正則になる

と云う際立った性質を持つ。 ([KTl, \S 1]) さらに $(P_{J})$ の (単純) 変わり点
$\tau$ から出る $(P_{J})$ の Stokes 曲線上の点 $\sigma(0<|\sigma-\tau|\ll 1)$ に対し $(SL_{J})$

の或る単純変わり点 $x=a(\sigma)$ と $x=\lambda_{J,0}^{(0)}(\sigma)$ は $(SL_{J})$ の Stokes 曲線 $\gamma$

で結ばれる。 (下図参照)
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図 1.

この時線分 $\gamma$ の近傍 $U$ と点 $t=\sigma$ の近傍 $V$ に於て $(SL_{J})$ を $(SL_{I})$ に

WKB 的に変換することが出来る。 この変換は $x=\lambda_{J,0}^{(0)}(\sigma)$ の近傍で、 或
いは $x=a(\sigma)$ の近傍では各々容易に構成できるが $\gamma$ の近傍全体で構成す
るには所謂matching conditionが必要となる。その条件が実は $t$ 変数の変
換を与え、 $(SL_{J})$ と $(SL_{I})$ の間の変換と両々相侯って、 $(P_{J})$ の 0-パラメ

タ解と $(P_{I})$ の O-パラメタ解が互いに移り変わるのである。 ([KTl, \S 2])
この議論の構造は、 $(SL_{J})$ の具体的な形は (表面的には) 殆んど使って

ないから、然るべき “高階 Painlev\’e 方程式” さえ見付かれば [KTl] の対象
は大きく拡がると期待して、 まず出会したのが Lin-Sibuya ([LS]) と野海.
山田両氏のお仕事 ([NY]) であった。前者は面白そうな非線型方程式が得ら
れているのだが、WKB解析に適した大きなパラメタの入れ方がどうも見
つかりそうになく、その意味でまず野海 山田系の解析を試みた所、これ
は中々手強い。お蔭で高階線型微分方程式の完全WKB解析に対する良い
motivationが与えられ佐々木本多両氏のお仕事 ([Sal],[Sa2],[H]) が生ま
れ、我々の仮想的変わり点に関する知見は随分深まった ([AKSST]) けれど
[KTl] の拡張、 と云う方向では未だ解析が十分には進んでいない。後知恵
で言えば Liu, 川向両氏のお仕事 ([L],[Ka]) にもっと注意を払うべきだった
と考えるけれど、多分 [LS] を [KTl] の枠組にうまく取込めなかったと云う
ことが心理的障害になっていたように思う。我々にとっての providential
wind{よ Joshi教授の RIMS長期滞在 (2000年秋) であった。そこで Joshi
教授がその頃丁度 Gordoa, Pickering両氏と行ってみえた共同研究 ([GJP])
を紹介して下さったのだが、これが正にピッタリと [KTl] の枠組に収まっ
たのである。丁度同じ頃下村氏のお仕事 ([S]) にも接して、 ([KTl] の拡張
と云う以上に高階特有の幾何学的状況を論じた仕事 ([KKNT]) と並行し
て $)$ [KTl] の続編 [KT2] が完成したと云う次第である。その表題の $(P_{J})$

の内 $J=I$ は [S] に於て、 $J=$ II $-2$ は [GJP] に於て、 それぞれ導入され
た物である。以下では [KT2] で触れなかった $J=$ IV の場合の議論の概略
を紹介する。
一般に $(P_{J})-$階層 ( $J=I$, II–1, II–2, IV) の各方程式 $(P_{J})_{m}(m=$
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1, 2, . . .) は次の形の線型微分方程式系 (Lax pair)

(1) $\{\begin{array}{ll}(\frac{\partial}{\partial x}-\eta A)[Matrix]=0 (1.a)(\frac{\partial}{\partial t}-\eta B)[Matrix]=0 (1. b)\end{array}$

の両立条件として与えられる。特に $J=$ IV の場合、小池 ([Kl], [K2]) の
記号を用いて、行列 $A,$ $B$ は次の形に表される。

(2) $A= \frac{1}{2gx}(\begin{array}{ll}-(2x-u)I-\eta^{-l}\partial_{t}I 2I-2vI-2\eta^{-1}\partial_{t}J (2x-u)I+\eta^{-1}\partial_{t}I\end{array})$

(3) $B=(^{-x+\frac{1}{2}u}-v$ $x- \frac{1}{2}u1)$ .

ここで、 $\eta$ は通常通り大きなパラメタ、 $g$ は $(x, t)$ に依らない定数、 $u=$
$u(t, \eta)$ と $v=v(t, \eta)$ は、 その具体形は後述 (9) に拠って与えられる非線
型方程式 $(P_{IV})_{m}$ の未知函数であり、 $(I, J)$ は以下に与える $(u, v)$ の微分多
項式 $(K_{l}, L_{l})_{0\leq l\leq m}$ に依り定まる $(u, v)$ の微分多項式 $(I_{j}, J_{j})_{0\leq j\leq m}$ を係数
とする $x$ の $m$次多項式、即ち

(4) $I= \sum_{j=0}^{m}x^{marrow j}I_{j}+gt$ ,

(5) $J= \sum_{j=0}^{m}x^{m-j}J_{j}$ ,

とする。

$(K_{l}, L_{l})$ の決定式

(6) $\{\begin{array}{ll}K_{l+1}= \frac{1}{2}(uK_{l}+2L_{l}-\eta^{-1}\partial_{t}K_{l})L_{l+1}= \frac{1}{4}(\sum_{j=0}^{l}vK|_{-j}K_{j}-L_{l-j}L_{j}+\eta^{-1}K_{l-j}\partial_{t}L_{j}), (l\geq 0)\end{array}$
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但し

(7) $\{\begin{array}{ll}K_{0}= 2L_{0}= 0\end{array}$

$(I_{l}, J_{l})$ の定義.

(8) $(\begin{array}{l}I_{l}J_{l}\end{array})=\sum_{j=1}^{l}c_{j}(\begin{array}{l}K_{l-j}L_{l-j}\end{array})+(\begin{array}{l}K_{l}L_{l}\end{array})$ , $(l\geq 0)$

但し、 $c_{j}(1\leq j\leq m)$ は $(x, t)$ に依らない定数。
これ等の記号を用いて (1) の両立条件、即ち $(Pi_{V})_{m}$ は、 適当な $((x, t)$

に依らない) 定数 $(\kappa, \theta)$ を用いて

(9) $\{\begin{array}{ll}\eta^{-1}\partial_{t}I_{m}= 2J_{m}+uI_{m}-2\kappa+g\eta^{-1}\eta^{-1}\partial_{t}J_{m}= I_{m}^{-1}[-vI_{m}^{2}+(J_{m}-\kappa+\frac{1}{2}\eta^{-1}g)^{2}+\frac{1}{4}\theta^{2}].\end{array}$

注意 1. ここで与えた $(P_{IV})-$階層は $[GJP|$ で与えられた (PIv) 階層に、
WKB 解析に適した形で大きなパラメタ $\eta$ を導入して得られたものであ
る。 ([N], [K2])

さて、 以下の計算のポイントを明らかにする為に

(10) $A=(\begin{array}{ll}a bc -a\end{array})$

と略記する。 この時 (1.a) 由り $\psi_{1}$ の満たす方程式として

(11) $\frac{d^{2}\psi_{1}}{dx^{2}}-\frac{b_{x}}{b}\frac{d\psi_{1}}{dx}-\{\eta^{2}(a^{2}+bc)+\eta(a_{x}-\frac{ab_{x}}{b})\}\psi_{1}=0$

を得る。 同時に (1.b) から得られる

(12) $\frac{\partial\psi_{1}}{\partial t}=\eta(-x+\frac{1}{2}u)\psi_{1}+\eta\psi_{2}$
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を (1.a) の第 1行に代入すれば

(13) $\frac{\partial\psi_{1}}{\partial x}=\eta a\psi_{1}+b(\frac{\partial\psi_{1}}{\partial t}-\eta(-x+\frac{1}{2}u)\psi_{1})$

が得られる。 ここで (11) を Schr\"odinger 型にする為

(14) $\psi=\exp(\frac{1}{2}\int^{x}(\frac{-b_{x}}{b})dx)\psi_{1}=b^{-1/2}\psi_{1}$

と云う変換を考えれば (11) は次の形になる:

(15) $\frac{d^{2}\psi}{dx^{2}}=\eta^{2}Q\psi$ ,

但し

(16) $Q=a^{2}+bc- \eta^{-1}(a_{x}-\frac{ab_{x}}{b})+\eta^{-2}(\frac{3b_{x}^{2}}{4b^{2}}-\frac{b_{xx}}{2b})$ .

以下、 これが $[$KTl $]$ の $(SL_{J})$ の対応物であり、それが $(P_{IV})_{m}$ の下で或
る変形方程式 $(Di_{V})_{m}$ と両立することを示す。そのような変形方程式を具
体的に求める為、 (14) を (13) に代入する:

(17) $\frac{\partial}{\partial x}(b^{1/2}\psi)=b\frac{\partial}{\partial t}(b^{1/2}\psi)+\eta b^{1/2}(a-b(-x+\frac{1}{2}u))\psi$,

即ち

(18) $\frac{\partial\psi}{\partial t}=\frac{1}{b}\frac{\partial\psi}{\partial x}+\frac{1}{2}\frac{b_{x}}{b^{2}}\psi-b^{-1}(\frac{1}{2}b_{t}+\eta(a+b(x-\frac{1}{2}u)))\psi$ .

ここで

(19) $a= \frac{1}{2gx}((-2x+u)I-\eta^{-1}I_{t})$

(20) $b= \frac{2I}{2gx}$

を代入すれば (18) の右辺第 3項は $((P_{IV})_{m})$ の下で)

(21) $\frac{1}{I}(\frac{1}{2}I_{t}+\frac{1}{2}\eta((-2x+u)I-\eta^{-1}I_{t})+\eta I(x-\frac{1}{2}u))\psi=0$

となるから (18) は

(22) $\frac{\partial\psi}{\partial t}=\frac{gx}{I}\frac{\partial\psi}{\partial x}-\frac{1}{2}(\frac{gx}{I})_{x}\psi$
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となり、従って [KT2] の記号を用いて

(23) $a_{(IV,m)}= \frac{gx}{I}$

と選ぶことに拠り (15) と両立する変形方程式が得られる。

注意 2. [Kl] では、 始め $A$ の定義として

(2’)

$A= \frac{1}{2gx}(\begin{array}{ll}-(2x-u)I-\eta^{-1}\partial_{t}I+\Delta_{l} 2I-2vI-2\eta^{-1}\partial_{t}J+2\Delta_{2}/I_{m} (2x-u)I+\eta^{-1}\partial_{t}I-\Delta_{1}\end{array})$

を採用して、両立条件から $\Delta_{1}=\Delta_{2}=0$ を出し、 その具体形が $(Pi_{V})_{m}$

になる、 と云う計算を行っている。 この流れに沿って議論を行うと (21)
の両辺には

(24) $\frac{\eta}{2I}\Delta_{1}\psi$

が加わり、「 $(P_{IV})_{m}$ の仮定の下で (15) と (23) が両立する」 と云う論理構
造がはっきりする。 ここでは $[$KT2$]$ にできるだけ近い形で議論を進める
為に $(Pi_{V})_{m}$ を最初から取り込んだ形で計算を行った。

ここで (22) を変形方程式 $(Di_{V})_{m}$ として選べば、 $(Pi_{V})_{m}$ の 0-パラメタ

解 $(\hat{u},\hat{v})$ を $Q$ に代入すれば、 $Q$ の最高次 (即ち $0$ 次) 部分 $Q_{0}$ は

(25) $-((2x-\hat{u})I)^{2}+4\hat{v}I^{2}=(4\hat{v}-(2x-\hat{u})^{2})I^{2}$

の $0$次部分となり、 $(Di_{V})_{m}$ の係数の極は (15) の 2重変わり点と一致する
ことになり、 [KT2, \S 2] の議論は (15) と $(Di_{V})_{m}$ の対に対してそのままの
形で成り立つ。即ち (15) のWKB解 $\exp(\int^{x}Sdx)$ に対し、 $S_{odd}$ は (15) の 2

重変わり点の近傍で ( $\eta$ に就ての各次数毎に) 正則となり、 [KTl] の議論は
(15) と $(Di_{V})_{m}$ の対に対してそのまま適用できることが判る。即ち $(Pi_{V})_{m}$

の O-パラメタ解 $(u, v)$ から $I(x, u, v, t, \eta)|_{x=\lambda}=0$ により定まる $\lambda=\lambda(t, \eta)$

は、 $(P_{IV})_{m}$ の第 1種変わり点 (定義に就ては [KKNT] 参照) の近くで $(P_{I})$

の O-パラメタ解に変換できる。 しかも、上で方程式 $I(\lambda, u, v, t, \eta)=0$ の

解として ( $(u,$ $v)$ の代りに) 導入した $\lambda$ が、 実は或る退化 Gamier 系の
解になると云う極めて印象的な結果が小池 ([K2]) によって得られたので
この「変換定理」は高階 Painleve 方程式の解に対する接続公式の確立に
とって重要な道具になることにもどうやら確信が持てたように思う。
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