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概要

グラフの木被覆問題を一般化し, 有向グラフにおける木被覆問題について考える. 集合被
覆問題が, 層数 2の層別グラフにおける有向木被覆問題として現れることから, 問題を層別グ
ラフに限定し, 一般の $t$ 層の場合に $O(\log^{t-1}n)$ 倍近似可能であることを示す.

1 イントロダクション

グラフ $G=(V, E)$ において, 各辺 $e\in E$ は, $e$ 自身と $e$ に隣接する辺を支配するといい, $G$ の

各辺が辺集合 $D\subseteq E$ のある辺に支配されるとき, $D$ は $G$ の辺支配集合とよばれる. 連結グラフ
$G$ における木 $T$ は, その辺集合が $G$ の辺支配集合を形成するとき, 木被覆 (あるいは, 連結辺支
配集合) とよばれるが, これは, $T$ が張る頂点集合が $G$ の頂点被覆であることと等価である. 辺
コスト付き連結グラフ $G$ が与えられ, $G$ の最小コスト木被覆を計算する問題を木被覆問題という
が, 辺コストが一定の場合, 同問題は連結頂点被覆問題 (つまり, 連結グラフを誘導するような
最小頂点被覆を求める問題) と等価であり, 後者は頂点被覆と同等以上に計算困難であることか
ら [7], 木被覆問題も NP 困難である.
木被覆問題は, Arkin, Halld\’orsson, Hassin に導入され [1], コストー定の場合に 2倍近似アルゴ
リズムを, 一般コストの場合に 355倍近似アルゴリズムが与えられたが, 一定コストの場合には,
Savage による 2倍近似アルゴリズム [10] が既にえられていた. その後, 一般コストの場合にもよ
り良い近似アルゴリズムが開発され [9, 5], 現在, 2倍近似可能であることが知られている [5].
従来の無向グラフにおける木被覆問題の一般化として, 有向グラフにおける木被覆問題が考えら

れる. ここでは, 入力有向グラフにおいて, 各辺の head もしくは tail を含む有向木が解となる (本
論文では, 各辺が根から葉の方向へ向かう木として定義する). 同問題に関しては今のところほと
んど何も知られていないが [9], 辺コストが一定の場合, 2倍近似することが可能である ([6] 参照).
ところが, 一旦任意の非負コスト (実際には, $0$ か 1のコストでも) が許されると, 有向木被覆問
題は集合被覆問題を内包するので, 集合被覆の近似困難性 [3] より, (NP $\not\subset$ DTIME$(n^{O(}$ iogiog $n)$ )
を仮定して) 近似保証は $\Omega(\log n)$ となる. 逆に, 各辺への最短経路を合成するという単純な方法
で, $|E|$ 倍近似を得るのは容易であるが, より良い方法として, 有向シュタイナー木問題へ還元し
てやれば, Charikar らのアルゴリズムにより $O(n^{\epsilon})$ 近似可能である [2].
前述のとおり, 集合被覆問題は特別な有向木被覆問題として現れるが, ここでは, 層別グラフ
という構造のグラフに限定される. そこで本論文では, 層別グラフ上の有向木被覆問題について
考察する.

11 諸定義

層別グラフ $G=(V, E)$ とは, 以下の構造をもつグラフをいう.

数理解析研究所講究録
第 1649巻 2009年 153-159 153



1. 頂点集合 $V$ は, $L_{0},$ $L_{1},$
$\ldots,$

$L_{t}$ に分割される. すなわち, $V=L0\cup L_{1}\cup\cdots\cup L_{t}$ で, $i\neq j$

ならば, $L_{i}\cap L_{j}=\emptyset$ .
2. $|L_{0}|=1$ .
3. 各辺 $(u, v)\in E$ には, $u\in L_{i-1}$ かつ $v\in L_{i}$ となる $i$ が存在する. つまり, 辺集合 $E$ は,

$E_{i}\subseteq L_{i-i}\cross L_{i}$ である $E_{1},$ $E_{2},$ $\cdots,$
$E_{t}$ に分割される.

任意の集合被覆問題は, 集合族を $L_{1}$ , 台集合を $L_{2}$ とし, 集合要素の包含関係を $E_{2}$ で表わし,
$L_{0}$ の唯一の要素 $r$ から $L_{1}$ の各要素へ, 対応する集合のコストともつ辺を付けてやると, $r$ を根と
する有向木被覆問題で実現できる (ただし, $E_{2}$ の辺コストはすべて $0$ ) . $t=2$ である層別グラフ
そこで本論文では, 層別グラフにおいて $r$ を根とする有向木被覆問題について考察する. 特に,

$V=L_{0}\cup L_{1}\cup\cdots\cup L_{t}$ であるとき, $G$ を $t$ 層グラフ, $G$ 上の有向木被覆問題を $t$ 層 $DTC$ という.
$G$ 内に, $r$ から到達できない辺が存在すると, $r$ を根とする有向木被覆も存在しえないので, その
ようなケースは除外する.
頂点 $u$ に接続する辺の集合を $\delta(u),$ $u$ を始点とする辺の集合を $\delta^{+}(u)$ と表し, $X\subseteq V$ について

$\delta(X)=\bigcup_{u\in X}\delta(u)$ である. 任意のグラフ $G$ について, $V(G)$ でその頂点集合を, $E(G)$ でその辺
集合を表す.

2 部分木被覆への拡張と部分集合被覆への還元

部分集合被覆問題 (PSC) では, 通常の集合被覆インスタンス $(U, S)$ に加えて整数 $k(0\leq k\leq$

$|U|)$ が与えられ, $k$ 個以上の要素を被覆する最小コスト部分集合族が求められる.
いま, $G=(V, E)$ を $t$ 層 DTC の入カグラフとする. 任意の頂点 $u\in V$ につき, $G$ 内で $u$ から

到達可能な頂点により誘導される部分グラフを $G(u)$ と表記する. $G(u)$ は $u$ を根とする層別グラ
フであり, 特に $u\in L_{i}$ のとき, $(t-i)$ 層グラフであることがわかる. $G$ における $t$ 層 DTC を,
次の問題に拡張する :

問題 2.1. 根指定部分有向木被覆問題 (RPDTC): インスタンスは, 層別グラフ $G=(V, E)$ ,
辺コスト $c$ : $Earrow \mathbb{Q}+’ u\in V$ , および非負整数 $k$ . いま $u\in L_{i}$ で, $G(u)=(V(u)=\{u\}\cup$
$\bigcup_{j=i+1}^{t}L_{j}’,$ $E(u)= \bigcup_{j}^{t_{=i+1}}E_{j}’)$ とするとき, $u$ を根とする有向木で, $k$ 本以上の辺を支配するも
のを解とし, そのコストを最小化する問題.

明らかに, $u\in L_{0},$ $k=|E|$ のとき, RPDTC は $G$ に対する $t$ 層 DTC と一致する. 以下では,
頂点 $u$ を根とする有向木を u-tree とよび, 辺 $(u, v)$ に v-tree を付けたしてできる木を $(u, v)-$tree
とよぶ.
次に, RPDTC を PSC に還元する. RPDTC インスタンス $(G, c, u, k)$ から, 以下のように PSC
インスタンス $(U, S, k)$ を作成する.. 台集合 : $uarrow$ tree により支配可能な辺, つまり $u$ から到達可能な辺の集合, すなわち, $U=$

$\delta(V(u))$ .. 集合族: $S=$ { $\delta(V(T))|T$ は $E_{i+1}’$ の辺を高々 1本含む u-tree} $=\{\delta(u)\}\cup\{\delta(u)\cup\delta(V(T))|$

$T$ は $L_{i+1}’$ の頂点を根とする有向木}.

$\bullet$ 集合コスト: $\delta(V(T))\in S$ のコスト (ただし $T$ は $E_{i+1}’$ の辺を高々 1本含む u-tree $\rangle$ は,
$\sum_{e\in E(T)}c(e)$ .
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定理 2.2. 上記の RPDTCから $PSC$への還元は, 近似比を保存する.

証明. いま $T$ が RPDTC の解であるとする. $T$ を, それぞれが $E_{i}’$ の辺を 1本だけ含み, 互いに
辺素な u-tree $T_{1},$ $T_{2},$

$\cdots,$ $T_{j}$ に分解すると, 集合族 $\mathcal{T}=\{\delta(V(T_{1})), \delta(V(T_{2})), \cdots, \delta(V(T_{j}))\}$ が被
覆する辺集合俺沖 1 $\delta(V(T_{i}))=\delta(V(T))$ は $T$ が支配する辺集合と一致するので, $\mathcal{T}$ は PSC の解
となり, そのコストは $\sum_{i=1}^{j}c(T_{i})=c(T)$ である. これより, RPDTC の任意の解には, 同コスト
の PSC 解が存在し, よって, PSC の最適値が RPDTC のそれを超えることはない.
一方, PSC の任意の解 $\mathcal{T}=\{\delta(V(T_{1})), \delta(V(T_{2})), \cdots, \delta(V(T_{j}))\}$ (ただし $T$ は $E_{i+1}’$ の辺を高々 1

本含む u-tree) から, $T_{1},$ $T_{2},$ $\cdots$ , $\tau_{j}$ を合成し, 更に有向木でない場合は不必要な辺だけを取り除い
てやれば, $\mathcal{T}$ が被覆する辺集合を支配するので, コストを $\mathcal{T}$ のそれから増やすことなく, RPDTC
の解を得ることができる. 従って, このようにして得られる RPDTC 解の最適値に対する比は,
PSC のそれ以下になる. 口

3 劣モジュラ被覆問題と Approximately Greedyアルゴリズム
前節の結果より, RPDTC を近似するには, RPDTC インスタンス $(G, c, u, k)$ から PSC インス

タンス $(U, S, k)$ を構成し, PSC を近似してやればよい. PSC は, 通常の SC と同様に, 貧欲法に
より $O(\log n)$ 近似を保証できることが知られており [8, 11], 同手法を用いるのが妥当な選択であ
る. しかしながら, ここでの PSC インスタンスに現れる部分集合の数は, 一般に RPDTC イン
スタンスのサイズの指数オーダーとなるため, その中から真に greedy な選択をすることは困難で
ある. そこで, 本論文では近似的 greedy選択を用いる解法による RPDTC の近似を試みる. 本
節では, そのための理論的枠組みを以下に示す.
ある有限集合 $N$ について, 関数 $f$ : $2^{N}arrow \mathbb{R}_{+}$ は, 非減少的かつ劣モジュラであるとする. つ

まり, $S,$ $T\subseteq N$ について, $f(S)+f(T)\geq f(S\cap T)+f(S\cup T)$ であり, $S\subseteq T\subseteq N$ ならば
$f(S)\leq f(T)$ .
問題 3.1. 劣モジュラ被覆問題 (Submodular Set Cover} : インスタンスは, 有限集合 $N$ , 各要
素 $j\in N$ のコスト $Cj$ , および非減少的劣モジュラ関数 $f$ : $2^{N}arrow \mathbb{Z}_{+}$ (簡単のため, 非負整数値関
数とする) で, $f(S)=f(N)$ をみたす最小コスト集合 $S\subseteq N$ を計算する問題, つまり,

$(SSC)$
$\min_{S\subseteq N}\{\sum_{j\in S}c_{j}:f(S)=f(N)\}$.

任意の $S\subseteq N$ について, $f_{S}(X)=f(X\cup S)-f(S)$ と定義される, $2^{N-S}$ 上の関数 $fs$ を, $f$ の

$N-S$上への縮約という. $f_{S}(j)$ で $f_{S}(\{j\})$ を表す.
SSC 問題は, $f(\emptyset)=0$ であるとき, グリーディー法により $H( \max_{j\in N}f(\{j\}))$ 倍近似を保証で
きることが知られているが $($ただし, $H(k)= \sum_{i=1}^{k}\frac{1}{i})$ [12], 本論文ではグリーディー法の変型
版を導入する.

アルゴリズム 3.2. Approximately Greedy algorithm AGreedy for $SSC$:

1. Set $t=1,$ $S^{0}=\emptyset$ .

2. While $S^{tarrow 1}$ is not a solution of SSC $(i.e., f(S^{t-1})<f(N))$ do

3. $/*$ Let $\theta^{t}=\min_{j\in N-S^{t-1}}\{\frac{c_{j}}{f_{S^{t}}-1(j)}\}$ and $j_{t}= \arg\min_{j\in N-S^{t-1}}\{\frac{c_{j}}{f_{S^{t-1}}0)}\}$ . $*/$
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4. Find $\tilde{j}_{t}\in N-S^{t-1}$ s.t. $\frac{c_{\vec{j}_{t}}}{f_{S^{t- 1}}(\overline{j}_{\ell})}=\tilde{\theta}^{t}\leq r\cdot\theta^{t}$ .

5. Set $S^{t}=S^{t-1}\cup\{\tilde{j}_{t}\}$ and $t=t+1$ .

6. Set $T=t-1$ and output $S^{T}$ .

アルゴリズム AGreedy は, 通常のグリーディー法と同様に, $S^{t-1}$ が SSC 解となるまで繰り返
し要素を追加する. 相違点は, 各反復 $t$ で追加される要素の選択にあり, 通常のグリーディー法
では, 常にコスト効果 $\frac{c_{j}}{f_{s_{\sim}^{t-1}}(j)}$ が最も良い $j_{t}$ を選択するところ, AGreedy では, 最小値 $\theta^{t}$ の高々
$r$ 倍のコスト効果をもつゐでよしとするところにある.

定理 33. $SSC$問題に対する AGreedy は, $f(\emptyset)=0$であるとき, 最小値の高々$r \cdot H(\max j\in Nf(\{j\}))$

倍の解を計算する.

証明. SSC が, 次の整数線形計画問題で定式化できることは, Wolsey によって示された [12] :

$z_{IP}=$
$\min\sum_{j\in N}c_{j^{X}j}$

$s.t$ .
(IP)

$\sum_{j\in N-S}f_{S}(j)x_{j}\geq f_{S}(N-S)$
$S\subseteq N$

$x_{j}\in\{0,1\}$ $j\in N$

この IP の線形緩和として

$z_{LP}=$
$\min\sum_{j\in N}c_{J^{X}J}$

$s.t$ .
(LP)

$\sum_{j\in N-S^{t}}f_{S^{t}}(j)x_{j}\geq f_{S^{t}}(N-S^{t})$
$t=0,1,$ $\cdots,$ $T-1$

$x_{j}\geq 0$ $j\in N$

を用いると, 次の双対 LP がえられる :

$z_{D}=$ $\max\sum_{t=0}^{T-1}f_{S^{t}}(N-S^{t})y_{S^{t}}$

s.t.
(D)

$\sum_{S^{t}:j\not\in S^{t}}f_{S^{t}}(j)yS^{t}\leq c_{j}$
$j\in N$

$y_{S^{t}}\geq 0$ $t=0,1,$ $\cdots,$ $T-1$

$f$が非減少的劣モジュラであることから, $f_{S^{t-1}}(j)\geq f_{S^{t}}(j),$ $(\forall t\in\{0,1, \cdots, T-1\},j\in N-S^{t})$ .
これより, 一般に $\tilde{j}_{t}\neq j_{t}$ ではあるが, $0<\theta^{1}\leq\theta^{2}\leq\cdots\leq\theta^{T}$ . 一方, 任意の $j\in N$ について,
$f_{S^{k-}}i(j)>0$ かつ $f_{S^{k}}(j)=0$ となる $k\leq T$ が存在し, $f_{S^{0}}(j)\geq f_{S^{1}}(i)\geq\cdots\geq f_{S^{k-1}}(i)>0$ とな
るので,

$\theta^{1}f_{S^{0}}(j)+(\theta^{2}-\theta^{1})f_{S^{1}}(j)+\cdots+(\theta^{k}-\theta^{k-1})f_{S^{k-1}}(j)\leq(\max_{1\leq t\leq k}\theta^{t}f_{S^{t-1}}(j))H(f_{S^{0}}(j))$
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が成り立ち (see Proposition 3[12]) , $\theta^{t}\leq\frac{c}{f_{S^{t-}}}\dot{2}1(j\overline{)}’ t=0,1,$ $\cdots,$ $k-1$ , かつ, $f_{S^{0}}(j)\leq$

$\max_{i\in N}f_{S^{0}}(i)$ であるので,

$\theta^{1}f_{S^{0}}(j)+(\theta^{2}-\theta^{1})f_{S^{1}}(j)+\cdots+(\theta^{k}-\theta^{k-1})f_{S^{k-1}}(j)\leq c_{j}H(\max f_{S^{0}}(i))i\in N^{\cdot}$

したがって, $yso= \theta^{1}/H(\max_{i\in N}f_{S^{0}}(i)),$ $y_{S^{t}}=( \theta^{t+1}-\theta^{t})/H(\max_{i\in N}f_{S^{0}}(i)),$ $t=1,2,$ $\cdots,$ $T-$
$1$ , とおくと, $y$ は双対実行可能解となる.
一方, AGreedy は各反復で $\tilde{j}_{t}$ を選択し, コストは $c_{\overline{j}_{t}}=\tilde{\theta}^{t}f_{S^{\ell-1}}(j_{t})=\tilde{\theta}^{t}(f(S^{t})-f(S^{t-1}))$ だけ

増加するが, $\tilde{\theta}^{1}t\leq r\cdot\theta^{t},$ $\forall t$ , でもある. よって, AGreedy の計算する SSC 解 $S^{T}$ のコストは,

$c(S^{T})$ $=$ $\sum_{t=1}^{T}\tilde{\theta}^{t}(f(S^{t})-f(S^{t-1}))$

$\leq$ $r \sum_{t=1}^{T}\theta^{t}(f(S^{t})-f(S^{t-1}))$

$=$ $r[ \theta^{1}(f(N)-f(S^{0}))+\sum_{t=2}^{T}(\theta^{t}-\theta^{t-1})(f(N)-f(S^{t-1}))]$

$=$ $rH(m$餌 $f(j))[f_{S^{0}}(N-S^{0}) \theta^{1}/H(\max f(j))j$

$+ \sum_{t=2}^{T}f_{S^{t-1}}(N-S^{t-1})(\theta^{t}-\theta^{t-1})/H(j\max f(j))]$

となり, $y$ の双対実行可能性より,

$c(S^{T}) \leq rH(\max f(j))\cdot z_{LP}\leq rH(\max f(j))\cdot z_{IP}jj$

がえられる. 口

4 Approximately Greedy による RPDTC の近似
SSC は, 集合被覆だけでなく PSC も内包しているので ([4] 参照), AGreedy を PSC に適用す
ると, 定理 33が成り立つ. 以下では, RPDTC インスタンス $(G, c, u, k)$ から得られた PSC イン
スタンスを PSC$(G, c, u, k)$ と表し, これに適用された AGreedy を AGreedy$(G, c, u, k)$ と表記する.
再度, $G(u)=(V(u)= \{u\}\cup\bigcup_{j=i+1}^{t}L_{j}’, E(u)=\bigcup_{j=i+1}^{t}E_{j}’)$ とする. PSC に適用された AGreedy
は, 繰り返し集合を選び, 解に加えていくが, PSC$(G, c, u, k)$ から集合を選ぶことは, $E_{i+1}’$ の

辺を高々 1本含む u-tree を選ぶことに他ならない. また, これらの有向木 $T$ からの選択基準は,
$c(T)/ \min\{|\delta(V(T))|, k\}$ である.
いま $T$ は, $\{u\}$ であるか, さもなければ $E_{i+1}’$ の辺を 1本だけ含むが, この辺を $(u, v)$ に固定す

ると, $T$ は $(u, v)$ に v-tree $T_{v}$ をつないだ $(u, v)$-tree であり,

$\frac{c(T)}{\min\{|\delta(V(T))|,k\}}=\frac{c((u,v))+c(T_{v})}{\min\{(|\delta(u)|-1)+|\delta(V(T_{v}))|,k\}}$

である. 任意の v-tree $T_{v}$ は, 最大で $|\delta(V(G(v)))|$ 本までの辺を支配可能であるが,
$l=0,1,$ $\cdots,$ $\min\{|\delta(V(G(v)))|,$ $k\}$ について, $l$ 本以上の辺を支配する最小コストの v-tree を求
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めれば, それらから $c(T)/ \min\{|\delta(V(T))|, k\}$ を最小化する $(u, v)$-tree $T^{*}$ を得ることができる.
しかしここで, $l$ 本以上の辺を支配するコスト最小の v-tree を求める問題は, $(G, c, v, l)$ をイン

スタンスとする RPDTC に他ならない. そこで, この RPDTC を再度 PSC に還元し, 得られる
PSC $(G, c, v, l)$ に (再帰的に) AGreedy を適用することで, 各 $l$ }こついて $l$ 本以上支配する v-tree
を求め, それらの中で $c(T)/ \min\{|\delta(V(T))|, k\}$ を最小化する $(u, v)$-tree $\tilde{T}$ を計算する. より詳細
には, AGreedy のステップ 4:

Find $\tilde{j}_{t}\in N-S^{t-1}$ s.t. $\overline{f_{S^{t-1}}}(\overline{j_{l})}\lrcorner\llcorner carrow=\tilde{\theta}^{t}\leq r\cdot\theta^{t}$ .

は, 次のアルゴリズムで具体化される.

アルゴリズム 4.1. Apprv timately Greedy Choice used in AGreedy for $PSC(G, c,u, k)$
ただし, $G(u)=(V(u)= \{u\}\cup\bigcup_{j=i+1}^{t}L_{j}’, E(u)=\bigcup_{j=i+1}^{t}E_{j}’)$ .

1. if $|\delta(u)|\geq k$ then retum $\tilde{T}=\{u\}$ else $\tilde{\theta}=\infty$ .

2. for $(u, v)\in E_{i+1}’$ do

3 for $l=|\delta(v)|$ to $k-(|\delta(u)|-1)$ do

4. call AGreedy$(G, c, v, l)$ and let $\overline{T}$ be the output

5 Set $\overline{\theta}=(c((u, v))+c(\overline{T}))/((|\delta(u)|-1)+|\delta(V(\overline{T}))|)$ .
6. if $\tilde{\theta}>\overline{\theta}$ then set $\tilde{\theta}=\overline{\theta}$ and $\tilde{T}=\overline{T}$ .

7. retum $\tilde{T}_{v}$

ここで, ステップ 4. で呼び出される, PSC$(G, c, v, k)$ に対する AGreedy の近似比を $r$ 以下とす
れば,

$\frac{c(\tilde{T})}{\min\{|\delta(V(\tilde{T}))|,k\}}\leq r\cdot\frac{c(T^{*})}{\min\{|\delta(V(T^{*}))|,k\}}$

となるので, 定理 33より, PSC$(G, c, u, k)$ での近似比は $rH(m)$ 以下となる.

5 近似保証

インスタンス $(G, c, u, k)$ の $u$ が $L_{i}$ に限定された RPDTC を $(t-i)$-RPDTC, 対応す PSC を

$(t-i)$-PSC と表す. 前節の議論より, $(j+1)$-PSC に対する AGreedy の近似保証は, j-RPDTC
に対する近似保証 $r$ がいえれば, $rH(m)=O(r\log n)$ を導ける.
そこで, まず I-RPDTC$(G, c, u, k)$ を考える. すなわち, $G(u)=(V(u), E(u))$ で, $V(u)=$

$\{u\}\cup L_{t}’,$ $E(u)=\delta^{+}(u)\subseteq Et$ である. いま, $|E(u)|=s$ として $L_{t}’=\{v_{1}, v_{2}, \cdots, v_{s}\},$ $E(u)=$
$\{e_{1}=(u, v_{1}), e_{2}=(u, v_{2}), \cdots, e_{\delta}=(u, v_{\theta})\}$ とおく. 表 $A[1\ldots s, 0\ldots(|\delta(L_{t}’)|-s)]$ を用意し,

$A[i,j]=\{e_{1}, e_{2}\cdots, e_{i}\}$ の辺を使い, $\delta(L_{t}’)-E(u)$ の辺を $j$ 本支配するための最小コスト

を動的計画法で計算する. $A[i, 0]=0(\forall i),$ $A[1,j]=c(e_{1})$ $($ for $1\leq j\leq|\delta(v_{1})-1)$ , その他は
$A[i, j]=\infty$ と初期化し, 次式により値 (および対応する辺集合) の更新を繰り返し, 全エントリ
を計算する :

$A[i+1,j]=m\dot{u})\{A[i,j], c(e_{i+1})+A[i,j-(|\delta(v_{i+1})|-1)]\}$
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I-RPDTC $(G, c, u, k)$ のアルゴリズムは, まず, $|\delta(u)|$ と $k$ を比較し, $|\delta(u)|\geq k$ であれば, $\{u\}$

を出力して終了する. そうでない場合 $($つまり $|\delta(u)|<k),$ $A[s, k-|\delta(u)|]$ に対応する辺集合か
ら構成される木を出力する. このように, I-RPDTC は正確に解くことができ, よってこの場合
$r=1$ である.
一般の RPDTC$(G, c, u, k)$ に対し, $u\in L_{i}$ として, $i=t-1$ であれば上記アルゴリズムを,

$i\leq t-2$ であれば AGreedy を実行すれば, 近似比 $O(\log^{t-i-1}n)$ の解がえられる. よって,

定理 51. $t$ 層 $DTC$に対し, $O(\log^{t-1}n)$ 倍近似保証可能である.
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