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$n$ 個の要素を持つ集合 $S$ 上の置換 $\pi$ を一意な整数 $R(\pi, S)\in\{0,1, \ldots, n!-1\}$ に対応させる関数を置換のラ
ンク付け関数と呼ぶ. この関数を用いて, 与えられた置換に対して対応する整数値を返す操作を置換のラン
ク付けと呼ぶ 本稿では群全体における置換の辞書順をランクとして用いる. 既存の結果として, 置換の辞
書順ランク付けおよび逆問題に対しては $O(n\log n)$ ビット領域を用いた線形時間アルゴリズムが知られてい
る. 本稿では, 既存の手法に対し領域計算量に関して優位な $o$ ($n$ log log $n$) ビット領域を用いた線形時間ア
ルゴリズムを提案する.

1 はじめに

$n$ 個の要素を持つ集合 $S$ に対し, $S$ から $S$ への全
単射を $n$ 次の置換と呼ぶ. 本稿では簡単のために集合
$X_{n}=\{0,1, \ldots, n-1\}$ 上の置換を考える.
置換によってインデックス付けされた配列は多くの

アプリケーションで用いられる. 例としては, 15パズル
やルービックキューブなどの組み合わせパズルにおける
状態空間の探索が挙げられる. このような配列の実現
には, 置換 $\pi$ を一意な整数 $R(\pi, S)\in\{0,1, \ldots, n!-1\}$

に移す全単射のランク付け関数や, その逆関数が用い
られることが多い.
ランク付け関数の実現には, 初めに置換の順序を定

義する必要がある. 多くの場合は置換のランク付けに
は辞書順を用 $A\backslash$ , 集合 $S$上の置換 $\pi$ のランクは, $S$ 上
の置換のうち $\pi$ よりも辞書順が前のものの個数とする.
ランク付け関数の素朴な実装の計算時間は $O(n^{2})$ で

あることが知られている [1, 2]. また, [4] では, 剰余
演算やマージソートを利用した $O(n\log n)$ 時間の実装
が紹介されている. さらに, Dietz のデータ構造 [3] を
用いることで, 計算時間は $O(n\log n/$ log log $n)$ に削減
できる.

置換のランク付け問題に対する最初の線形時間アル
ゴリズムは, 辞書順でない順序をランク付けに用いて,
Myrvold らによって示された [5]. Myrvold らは, 最
初にランク付けの方法を定義する従来のアプローチと
は異なり, ランクから置換を生成する線形時間アルゴ
リズムにより置換のランクを定義し, その逆操作に対
する線形時間アルゴリズムを構築することで, 置換の
ランク付けに対する線形時間アルゴリズム実現した.
Myrvold らのアルゴリズムでは, 配列上の要素の $O(n)$

回の入れ替えを用いてランク付けを行う.
辞書順を用いた置換のランク付けに対する線形時間

アルゴリズムは, Mares らによって示された [6]. Mares

らのアルゴリズムは, $n(\lceil\log n\rceil+1)=O(n\log n)$ ビッ
トのビットベクタを用いて処理を行い, $O(n\log n)$ ビッ

トの整数に対する四則演算およびビット演算が定数時
間で出来ると仮定できる場合に線形時間で実行できる.
本稿では, 辞書順を用いた時間のランク付けに対し,

既存の手法より領域計算量を改善した線形時間アルゴ
リズムを提案する. 提案手法では, Mares らのアルゴ
リズムと同様にビットベクタを用いて処理を行うが,
線形時間で実行するには, $O(n)$ ビットの整数に対す
る四則演算およびビット演算が定数時間で実行できれ
ば十分であり, 領域計算量も $O$ ( $n$ log log $n$ ) ビット領
域に改善している.

2 置換のランク付け
$S\subseteq X_{n}=\{0, \ldots, n-1\}$ 上の置換の集合を $P_{S}$ と表す.

また, 置換 $\pi$ の $i$番目の要素を $\pi[i]$ と表し, $\pi[i, \ldots,j]\equiv$

$(\pi[i], \ldots, \pi b])$ とする. 集合 $S$ 上の置換 $\pi,$
$\pi’$ に対し,

$\pi$ が $\pi’$ よりも辞書順で前であることを $\pi<\pi’$ と表わ
し, $S$ の要素数 $m$ を用いて次のように定義する.

$\pi<\pi’\Leftrightarrow_{def}\pi[0]<\pi’[0]\vee(\pi[0]=\pi’[0]$

$\wedge(\pi[1, \ldots,m-1])<(\pi’[1, \ldots,m-1]))$

集合 $S$上の置換 $\pi$ の辞書順ランクを $R(\pi, S)$ と表し,
次のように定義する.

$R(\pi, S)\Leftrightarrow def|\{\pi’\in P_{S}|\pi’<\pi\}|$

すなわち $R(\pi, S)$ は, $S$ 上の置換の集合 $P_{S}$ のうち
$\pi$ より辞書順で前に来るものの個数を表す. 例えば,
$n=3$ としたとき, $X_{3}=\{0,1,2\}$ 上の置換の辞書順
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入力 :集合 $X_{n}$上の置換 $\pi$

出力 :置換 $\pi$の辞書順ランク
入力 :集合 $X_{n}$上の置換 $\pi$のランク

出力 :置換 $\pi$

$rankarrow 0$

$Sarrow X_{n}$

for$(i=0;i<n;i++)\{$
$rankarrow rank+r(\pi[i], S)\cdot(n-i-1)!$

$Sarrow S\backslash \{\pi[i]\}$

$\}$

return rank

図 1: 置換のランク付けアルゴリズム

ランクは以下の通りである.

$R((O,$ $1,2),$ $X_{3})=0$ $R((O,$ $2,1),$ $X_{3})=1$

$R((1,0,2),$ $X_{3})=2$ $R((1,2,0),$ $X_{3})=3$

$R((2,0,1),$ $X_{3})=4$ $R((2,1,0),$ $X_{3})=5$

また, 集合 $S\subseteq X_{n}$ に対する, 要素 $x\in X_{n}$ のランク
$r(x, S)$ を次式で定義する.

$r(x, S)\Leftrightarrow def|\{y\in S|y<x\}|$

$x\in S$ のとき, $r(x, S)$ は $x$ が集合 $S$ の要素のうち昇順
で何番目の要素であるかを示す. このとき, $0\leq i<|S|$

に対し, $S$の要素のうち昇順で $i$ 番目の要素を $r^{-1}(i, S)$

と表す. すなわち, $r^{-1}(i, S)$ は次式を満たす.

$r^{-1}(i, S)\in S$ かつ $r(r^{-1}(i, S), S)=i$

$S\subseteq X_{n}$ 上の置換 $\pi_{S}$ を考える. $S$ の要素数を $m$ と

すると, 集合 $S’=S\backslash \{\pi s[0]\}$ 上の置換は $(m-1)!$ 種
類存在するので, $r(x, S)$ を用いると, $\pi s$ の辞書順ラ
ンクに対して次が成り立つ.

$R(\pi s, S)=r(\pi_{S}[0], S)\cdot(m-1)!$

$+R(\pi s[1,$
$\ldots,$ $m-1],$ $S’)$ (1 )

式 (1) は, $m$ 次の置換のランク付けから $(m-1)$ 次
の置換のランク付けへの還元である. これより, 図 1,2
に示される $\pi$ の辞書順ランク付けおよびその逆操作の
アルゴリズムが導かれる.
図 1,2のアルゴリズムの計算時間は, $S$ を扱うデー
タ構造によって変化する. $S$ に関する操作 $r(\pi[i|,$ $S),$

$Sarrow X_{n}$ ;
for$(i=0;i<n;i++)\{$

$\pi[i]arrow r^{-1}(\lfloor rank/(n-i-1)!\rfloor, S)$

$rankarrow rankmod (n-i-1)!$
$Sarrow S\backslash \{\pi[i]\}$

$\}$

return $\pi$

図 2: 置換のランク付けの逆操作

$r^{-1}(i, S),$ $S\backslash \{\pi[i]\}$ の計算時間が最大 $t(n)$ であるとす
れば, 両アルゴリズムの計算時間は $O(n\cdot t(n))$ となる.
置換のランク付けを線形時間で行うには, $t(n)=$

$O(1)$ , すなわち $r(\pi[i], S),$ $r^{-1}(i, S),$ $S\backslash \{\pi[i]\}$ をそれ

ぞれ定数時間で実行する必要がある. 提案手法では,
ビットベクタを用いて 3種類の操作に相当する操作を
定数時間で実現している.

3 提案手法
本章では, $O(n)$ ビットの整数に対する四則演算お
よびビット演算が定数時間で出来ることを仮定した上
で, 提案する置換の辞書順ランク付けおよびその逆操
作に対する $O$ ( $n$ log log $n$ ) ビット領域の線形時間アル
ゴリズムについて述べる.

3.1 置換のランク付け

置換のランク付けを線形時間で行うには, 集合 $S\subseteq$

$X_{n}$ の要素 $x$ に対し, $r(x, S)$ および $S\backslash \{x\}$ の計算が定
数時間で出来れば良い. その実現のため, はじめに提
案手法で用いる $r(x, S)$ の 2つの性質について述べる.

補題 1. 集合 $S\subseteq X_{n}$ の任意の要素 $x$ に対し, 次式が
成り立っ.

$r(x, S)=x-r(x, X_{n}\backslash S)$
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証明. $r(x, S)+r(x, X_{n}\backslash S)=x$ となることを示す.

$r(x,S)+r(x,X_{n}\backslash S)$

$=$ $|\{y\in S|y<x\}|+|\{y\in X_{n}\backslash S|y<x\}|$

$=$ $|\{y\in X_{n}|y<x\}|$

$=$ $x$

口

補題 2. 空でない集合 $S\subseteq X_{n}$ の要素 $s$ に対し, 集合
$S’=S\backslash \{s\}$ を考える. このとき, $x\in X_{n}$ . $Y\subseteq X_{n}$

とすると次式が成り立つ.

$r(x, Y\backslash S^{t})=\{\begin{array}{l}r(x, Y\backslash S)+1(x>s \text{かつ} s\in Y)r(x, Y\backslash S) (\text{その}\{t4)\end{array}$

証明. $s\not\in Y$ のとき $Y\backslash S=Y\backslash S’$ だから

$r(x, Y\backslash S’)=r(x, s\backslash S)$

$s\in Y$ のとき

$Y\backslash S’=Y\backslash (S\backslash \{s\})=(Y\backslash S)\vee\{s\}$

$(Y\backslash S)\wedge\{s\}=\phi$ だから

$r(x, Y\backslash S’)$

$=$ $r(x, (Y\backslash S)\vee\{s\})$

$=$ $|\{z\in(Y\backslash S)\vee\{s\}|z<x\}|$

$=$ $|\{z\in(Y\backslash S)|z<x\}|+|\{z\in\{s\}|z<x\}|$

$=$ $r(x, Y\backslash S)+r(x, \{s\})$

したがって,

$r(x, Y\backslash S’)=\{\begin{array}{l}r(x, Y\backslash S)+1(x>s \text{がつ} s\in Y)r(x, Y\backslash S) (\text{その他})\end{array}$

口

以上の性質を用いて, 置換の辞書順ランク付けを行
う. まず, 集合 $S\subseteq X_{n}$ および要素 $x\in X_{n}$ に対し,
$a[x]=r(x, X_{n}\backslash S)$ となる配列 $a$ を考えると, 補題 1
より配列 $a$ の値を用いて $r(x, S)$ を計算できる. また,
補題 2において $Y=X_{n}$ とすると置換の要素 $\pi[i]$ を読
み込んだとき, 次の反復における $a[x]=r(x, X_{n}\backslash S’)$

を現在の $a[x]$ を用いて計算できる. 処理の開始時点
では $S=X_{n}$ であるから. 任意の $x\in Xn$ に対して
$a[x]=r(x, X_{n}\backslash S)=r(x, \phi)=0$ が成り立つ. 以上か
ら, 図 3のアルゴリズムが導かれる.

入力 :集合$X_{n}$上の置換 $\pi$

出力 :置換 $\pi$の辞書順ランク

$rankarrow 0$

for$(i=0;i<n;i++)a[i]arrow 0$

for$(i=0;i<n;i++)\{$
$rankarrow rank+(\pi[i]-a[\pi[i]])\cdot(n-i-1)!$

for$(j=\pi[i]+1;j<n;j++)$

$ab]arrow ab]+1$
$\}$

return rank

図 3: 補題 1,2を用いた置換のランク付け

ここで, $O(n)$ ビットの整数に対する四則演算および
ビット演算を定数時間でできると仮定すると, ビット
ベクタを用いることで, 図 3のアルゴリズムは線形時
間で実行できる. 以下ではその手法について述べる.
提案手法では, 集合 $X_{n}$ の要素に関する情報を要素

$\lceil\log n\rceil$ 個ずつに分けて管理する. $0\leq i\leq\lfloor_{\Pi\circ\neg}^{n-1}\rfloor gn$ に

対し, 集合 $Y_{(n,j)}$ を, $Y_{(n,j)}\equiv\{x\in X_{n}|j\lceil\log n\rceil\leq$

$x<(j+1)\lceil\log n\rceil\}$ と定義する. さらに, 集合 $Y_{(n,j)}$ に

対しビットベクタ $v_{j}$ を考え. $0\leq k<\lceil\log n\rceil$ に対し,
下位から $k$ 番目のフィールド $v_{j}[k]$ には $r(j\lceil\log n\rceil+$

$k,$ $Y_{(n_{t}j)}\backslash S)$ の値を格納する. 定義より各フィールドの
値は常に $\lceil\log n\rceil$ 未満であるので, ビットベクタ $v_{j}$ は
$\lceil\log\lceil\log n\rceil\rceil$ ビットのフィールド $\lceil\log n\rceil$ 個からなる.
また, $\lceil\log n\rceil$ ビットのフィールド $L\frac{n}{|\log n\rceil}$」個からなる
ビットベクタ $s$ を考え, $0 \leq j<L\frac{n-1}{|\log n\rceil}$」に対し, 下
位から $i$ 番目のフィールド \S bl には $|Y_{(n,j)}\backslash S|$ の値を
格納する. このとき, 次の補題が成り立つ.

補題 3. 集合 $S\subseteq X_{n}$ の要素 $x$ に対し, $r(x, X_{n}\backslash S)$ は,
ビットベクタ $v_{j},$ $s$ を用いて次式により求めることが
できる.

$r(x, X_{n} \backslash S)=v_{t}[x-t\lceil\log n\rceil]+\sum_{j=0}^{t-1}s[j]$ ,

ここに, $t= \lfloor\frac{x}{\lceil\log n\rceil}\rfloor$

証明. $t\lceil\log n\rceil\leq x<(t+1)\lceil\log n\rceil$ より, $x\in Y_{(n,t)}$
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である. よって, $r(x, S)$ および $Y_{(n,j)}$ の定義から,

$r(x, X_{n}\backslash S)$ $=$ $\sum_{j=0}^{t}r(x, Y_{(n,j)}\backslash S)$

$=$
$r(x, Y_{(n,t)} \backslash S)+\sum_{j=0}r(x, Y_{(n,j)}\backslash S)$

ゆ $-1$

ここで,

$v_{t}[x-t\lceil\log n\rceil]=r(x, Y_{(n,t)}\backslash S)$

また, $t’<t,$ $x’\in Y_{(n,t’)}$ とすると, $x’<(t’+$
1 $)$ $\lceil\log n\rceil\leq t\lceil\log n\rceil\leq x$ だから,

$\sum_{j=0}^{t-1}s$化 $]$ $= \sum_{j=0}^{t-1}|Y_{(n,j)}\backslash S|=\sum_{j=0}^{t-1}r(x,Y_{(n_{1}j)}\backslash S)$

以上から, $r(x, X_{n}\backslash S)$ の式が得られる. 口

また, フィールドサイズ $b$ のビットベクタ $z$ に対し,
$\sum_{j}z[i]<2^{b}-1$ であるとき, 次式が成り立つ [6].

$\sum_{i}z[i]$
$=$

$\sum_{i}z[i]2^{\ltimes}mod (2^{b}-1)$

$=$ zmod $(2^{b}-1)$ (2)

補題 3より, ビットベクタ $v_{j},$ $s$ を用いて $r(x, X_{n}\backslash S)$

を計算でき, ビットベクタ $s$ に対し, $\sum_{i}s[i]\leq n-1<$

$2^{\lceil\log n\rceil}-1$ が成り立つので, 式 (2) を適用することで,
計算は定数時間で実行できる.

$S=X_{n}$ のとき, ビットベクタ $v_{j},$ $s$ の全てのフィー
ルドの値は $0$ である. また, 補題 2において, $Y=$

$Y_{(n,j)}$ とすると. ランク付け操作において置換の要素
$\pi[i]$ を読み込んだとき, 次の反復における $v_{j}[k]$ を現
在の $v_{j}[k]$ を用いて計算でき, $S’=S\backslash \{\pi[i]\}$ とする
と, $\pi[i]\in Y_{(n,j)}$ となる $i$ に限り $sb$ ] の値が 1増加す
る. さらに. 各ビットベクタの更新は, 値の増加する
フィールドの値を 1とし. それ以外のフィールドの値
を $0$ としたビットベクタを足し合わせることで定数時
間で可能となる.
例えば, $n=8$ のとき $\lceil\log n\rceil=3$ であるから,

$Y_{(n,0)}=\{0,1,2\},$ $Y_{(n,1)}=\{3,4,5\},$ $Y_{(n,2)}=\{6,7\}$

となる. このとき, $S=\{1,3,4,5,7\}$ とすると, ビッ

トベクタ $S$ , vj は図 4の通りになる. いま, 置換の要
素 $\pi[i]=3$ を読み込んだとする. $\pi[i]\in Y_{(n,1)}$ だから,
$r(3, S)$ は補題 1, 補題 3より次のように求められる.

$r(3, S)$ $=$ $3-r(3, X_{n}\backslash S)$

$=$ $3-(v_{1}[0]+s[0])$

$=$ 1

$S=\{1,3,4,5,7\}$
21 $0$

$\frac{\emptyset 1_{:}^{:}:\emptyset 1_{:}^{:}:\emptyset\emptyset}{}:v_{0}$

21 $0$

$–::\emptyset 1_{:}^{:}:\emptyset\emptyset:v_{2}$

図 4: ランク付け操作における $n$ $=$ 8, $S$ $=$

$\{1,3,4,5,7\},$ $S’=S\backslash \{3\}$ のときのビットベクタ

また, ビットベクタ $s,$ $v_{1}$ の更新は, 補題 2よりフィー
ルドの値の変化を求め, 図 4に示すビットベクタを足
し合わせれば良い.
以上から, 次の定理が成り立つ.

定理 1. $X_{n}$ 上の置換 $\pi$ が与えられたとき, その辞書
順ランクは $O$ ( $n$ log log $n$) ビット領域を用いて線形時
間で計算できる.

アルゴリズムは図 5の通りである. ここで, 図 5に
おいて, $b$ はビットベクタ $s$ のフィールドサイズ, $b’$ は

ビットベクタ $v_{j}$ のフィールドサイズ, inc は $v_{j}$ の更
新に用いるビットベクタである. 領域計算量に関して
は 33節に述べる.

32 ランク付けの逆操作

ランク付けの逆操作, すなわち与えられたランクに
対応する置換の算出を線形時間で行うには, 図 2にお
いて, 集合 $S\subseteq X_{n}$ の要素 $x$ および自然数 $i<|S|$ に
対し, $r^{-1}(i, S)$ および $S\backslash \{x\}$ の計算が定数時間で出
来れば良い. 線形時間アルゴリズムでは, ランク付け
と同様に $O(n)$ ビットの整数に対するビット演算およ
び四則演算が定数時間で出来ることを仮定し, ビット
ベクタを用いて計算を行う.
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入力 :集合$X_{n}$上の置換 $\pi$

出力 :置換 $\pi$の辞書順ランク
と変形できる. $r^{-1}(k-s[t], Y_{(n)t)}\wedge S)=x$ とおくと,

$t$ の条件より,

$rankarrow 0$

$sarrow 0$

for$(j=0;j \leq\lfloor\frac{n-1}{|\log n\rceil}\rfloor;j++)v_{j}arrow 0$

$barrow\lceil\log n\rceil$

$b’arrow\lceil\log\lceil\log n\rceil\rceil$

inc $arrow\sum_{i=0}^{\lceil\log n\rceil-1}2^{b’i}$

for$(i=0;i<n;i++)\{$
$tarrow\lfloor\pi[i]/\lceil\log n\rceil\rfloor$

$rarrow v_{t}[\pi[i]-t\lceil\log n\rceil]+(s\ 2^{bt})mod (2^{b}-1)$

$rankarrow rank+r\cdot(n-i-1)!$
$v_{t}arrow v_{t}+inc\ \sim(2^{b’(\pi[i]-t\lceil\log n\rceil+1)}-1)$

$sarrow s+2^{bt}$

$\}$

return rank

図 5: 置換のランク付けに対する提案手法

ランク付けの逆操作に対する提案手法では, ランク付
けと同様に集合 $X_{n}$ の要素に関する情報を要素 $\lceil\log n\rceil$

個ずつに分けて管理する. 集合 $Y_{(n,J)}$ に対しビット
ベクタ $v_{j}$ を考え, $0\leq k<\lceil\log n\rceil$ に対し, 下位か
ら $k$ 番目のフィールド $v_{j}[k]$ には $r^{-1}(k, Y_{(n,j)}\wedge S)-$

$j\lceil\log n\rceil-k$ の値を格納する. 定義より各フィールドの
値は常に $\lceil\log n\rceil$ 未満であるので, ビットベクタ $v_{j}$ は
$\lceil\log\lceil\log n\rceil\rceil$ ビットのフィールド $\lceil\log n\rceil$ 個からなる.
また, $\lceil\log n\rceil+1$ ビットのフィールド $L\frac{n}{|\log n|}$」個がら
なるビットベクタ 8を考え, $0 \leq i\leq L\frac{n-1}{\lceil\log n\rceil}$」に対し,
下位から $i$ 番目のフィールド sbl には $\sum_{k=0}^{j-1}|Y_{(n,k)}\wedge S|$

の値を格納する. このとき, 次の補題が成り立つ.

補題 4. 集合 $S\subseteq X_{n}$ , 自然数 $k<|S|$ に対し,
$r^{-1}(k, S)$ は, ビットベクタ $v_{j},$ $s$ を用いて次式によ
り求めることができる.

$r^{-1}(k,S)=v_{t}[k-s[t]]+t\lceil\log n\rceil+k-s[t]$ , (3)

ここに, $t= \max(j;j\in N, sb]\leq k)$

証明. 式 (3) の右辺は,

$v_{t}[k-s[t]]+t\lceil\log n\rceil+k-s[t]$

$=$ $r^{-1}(k-s[t], Y_{(n,t)}\wedge S)$

$s[t]\leq k<s[t+1]$

$0\leq k-s[t]<s[t+1]-s[t]=|Y_{(n,t)}\wedge S|$

よって, $x\in Y_{(n,t)}\wedge S$ が成り立ち, このとき

$t\lceil\log n\rceil\leq x<(t+1)\lceil\log n\rceil$

であるから,

$r(x, \bigcup_{i<t}(Y_{(n,i)}\wedge S))=s[t]$

$r(x, \bigcup_{i>t}(Y_{(n,i)}\wedge S))=0$

したがって,

$r(x, S)$ $=$ $r(x,$ $\bigcup_{i}(Y_{(n,i)}\wedge S))$

$=$ $r(x, \bigcup_{i<t}(Y_{(n,i)}\wedge S))+r(x, Y_{(n_{7}t)}\wedge S)$

$=$ $k$

$x\in S$ であるから,

$r^{-1}(k, S)=x$

以上から, $r^{-1}(k, S)$ の式が得られる. 口

補題 5. 空でない集合 $S\subseteq X_{n}$ の要素 $s$ に対し, 集合
$S’=S\backslash \{s\}$ を考える. このとき, $Y\subseteq X_{n}$ . $k\in N$ ,
$k<|Y\wedge S’|$ とすると次式が成り立つ.

$r^{-1}(k, Y\wedge S’)=\{\begin{array}{l}r^{-1}(k+1, Y\wedge S)(s\in Y \text{かつ} s\geq r^{-1}(k, Y\wedge S’))r^{-1}(k, Y\wedge S) (\text{その他})\end{array}$

証明. $r^{-1}(k, Y\wedge S’)=x$ とすると, 定義より $r(x,$ $Y\wedge$

$S’)=k$ が成り立っ. $s\not\in Y$ のとき, $Y\wedge S’=Y\wedge S$

より,

$r^{-1}(k, Y\wedge S’)=r^{-1}(k, Y\wedge S)$

$s\in Y$ のとき, $s\in Y\wedge S$ より,

$Y\wedge S=(Y\wedge S’)\vee\{s\}$

であるから,

$r(x, Y\wedge S)=r(x, Y\wedge S’)+r(x, \{s\})=k+r(x, \{s\})$
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よって,

$r^{-1}(k, Y\wedge S’)$ $=$ $x$

$=$ $r^{-1}(r(x, Y\wedge S), Y\wedge S)$

$=$ $r^{-1}(k+r(x, \{s\}), Y\wedge S)$

したがって,

$r^{-1}(k, Y\wedge S’)=\{\begin{array}{l}r^{-1}(k+1, Y\wedge S)(s\in Y \text{かつ} s\geq r^{-1}(k, Y\wedge S’))r^{-1}(k, Y\wedge S) (\text{その他})\end{array}$

口

補題 4において, $t$ は式 (2) を用いると, $[$6$]$ 中で紹
介されている手法により, 定数時間で求めることがで
きる. ビットベクタ $s$ の全てのフィールドの値は常に
$n(<2^{\lceil\log n\rceil})$ 未満であるから, 最上位ビットは常に $0$ で

ある. そのため, 全てのフィールドの値を 2 $\lceil\log n\rceil+k$

としたビットベクタ $c$ を考え, c–s を計算すると,
$sb]\leq k$ を満たすフィールドについてのみ最上位ビッ
トは 1のままである. $s$切の値は下位のフィールドか
ら単調増加であるから, 最上位ビットのみを抽出し,

式 (2) を用いて最上位ビットが 1であるフィールドの
個数を求めると $t$ の値が得られる. したがって, 補題
4を用いると, ビットベクタ $v_{j}$ および 8を用いること
で, $r^{-1}(i, S)$ は定数時間で計算できる.

$S=X_{n}$ のとき, ビットベクタ $v_{j}$ の全てのフィー

ルドの値は $0$ であり, ビットベクタ $s$ について $sb$ ] $=$

$\sum_{k=0}^{j-1}\lceil\log n\rceil=j\lceil\log n\rceil$ である. また, 補題 5を用
いると, ランク付けの逆操作において置換の要素 $\pi[i]$

を読み込んだとき, 次の反復における $v_{j}[k]$ を現在の
$v_{j}[k]$ を用いて計算できる. さらに, ビットベクタ $s$ に

対して, $S’=S\backslash \{\pi[i]\}$ とすると, $\pi[i|\in Y_{(n,j)}$ となる
$i$ に限り $Y_{(n,j)}\wedge S’$ の要素数が 1だけ減少するので,

$k>j$ を満たす $k$ に対して, $s[k|$ の値は 1減少する. 各
ビットベクタの更新は, ランク付け操作の場合と同様
に定数時間で可能である.
例として, ランク付けの場合と同様に $n=8$ のとき

を考え, $S=\{1,2,3,5,7\}$ とすると, ビットベクタ $s$ ,

$v_{3}$ は図 6の通りになる. ただし, 図では 8の各フィー
ルドの最上位ビットを省略している. $r^{-1}(2, S)$ を求め
ることを考えると, 補題 4において $t=1$ より次のよ
うに求められる.

$r^{-1}(2, S)$ $=$ $v_{1}[2-s[1]]+\lceil\log n\rceil+2-s[1]$

$=$ 3

$S=\{1,2,3,5,7\}$
2 $\iota$ $\emptyset$

$\frac{--::\circ 1_{:}^{:}::\emptyset 1}{}-:v_{0}$

図 6: ランク付けの逆操作における $n=8,$ $S=$

$\{1,2,3,5,7\},$ $S’=S\backslash \{3\}$ のときのビットベクタ

また, ビットベクタ $s$ , vl の更新は, 補題 5より図 6
のように行えば良い.
以上から, 次の定理が成り立っ.

定理 2. $X_{n}$ 上の置換 $\pi$ の辞書順ランクが与えられた
とき. 置換 $\pi$ は $O$ ( $n$ log log $n$ ) ビット領域を用いて線
形時間で計算できる.

アルゴリズムは図 7の通りである. ここで, 図 7に
おいて, $b$ . $b’$ はそれぞれビットベクタ $s$ . $v_{j}$ のフィー

ルドサイズ, inc, dec はそれぞれ $v_{j},$ $s$ に対する操
作に用いるビットベクタである. 領域計算量に関して
は 33節に述べる.

33 領域計算量と実装

本節では 32 ビット環境における提案手法の実装お
よび, 定理 1, 2に示したアルゴリズムの作業領域が
$O$ ( $n$ log log $n$ ) ビットであることを示す.
ランクの表現に用いる $[0,$ $n!-1]$ の範囲の全ての整

数を表現できるのは, 32 ビット環境では $n$ が 12以下
の場合である. ここで, $n=12$ の場合を考えると, 提
案手法におけるビットベクタ $v_{j},$ $s$ に関する性質を用
いることで 32 ビット整数 1個に全てのビットベクタ
を収めることができる.
まず, ランク付け操作について考える. ビット

ベクタ $v_{j}$ に対し, 補題 2 より常に $v_{j}[0]$ $=$
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入力 :集合$X_{n}$上の置換 $\pi$のランク rank
出力 :置換 $\pi$

$Sarrow X_{n}$ ;
for$(j=0;j \leq\lfloor\frac{n-1}{\lceil\log n\rceil}\rfloor;j++)s[j]arrow j\lceil\log n\rceil$

for$(j=0;j\leq L_{T\frac{n-1on}{g}\rfloor;j++)v_{j}}arrow 0$

$barrow\lceil\log n\rceil+1$

$b’arrow\lceil\log\lceil\log n\rceil\rceil$

inc $arrow\sum_{i=0}^{\lceil\log n\rceil-1}2^{b’i}$

dec $arrow\sum_{i=}^{L\frac{n-1}{|\log n|0}\rfloor_{2^{bi}}}$

for$(i=0;i<n;i++)\{$
$karrow\lfloor rank/(n-1-i)!\rfloor$

$rankarrow rankmod (n-1-i)!$
$carrow$ dec. $(\lceil\log n\rceil+k)$

t $arrow$ (((c–s) $>>$ (b–l))&dec) $mod (2^{b}-1)$

$\pi[i]arrow v_{t}[k-s[t]]+t\lceil\log n\rceil+k-s[t]$

s $arrow$ s–dec&’’ $(2^{b(t+1)}-1)$

$v_{t}arrow$ $($ ($v_{t}+$ inc $>>b’)\ \sim(2^{b’t}-1))|(v_{t}\ (2^{b’t}-1))$

$\}$

return $\pi$

図 7: 置換のランク付けの逆操作に対する提案手法

$r(j\lceil\log n\rceil, Y_{(n,j)}\backslash S)=0$ であることが示される. また,
ビットベクタ $s$ のフィールドサイズは式 (2) を用いるた
めに $\lceil\log n\rceil$ ビット必要である力 $\nwarrow$ Sの要素を表現するに
は, $0\leq sbl\leq\lceil\log n\rceil$ であるから, $\lceil\log(\lceil\log n\rceil+1)\rceil$

ビットあれば十分である. そこで, ビットベクタ $v_{j}$ の

間に $s$ の要素を配置することで, 式 (2) の利用に必要な
フィールドサイズはビットマスクにより確保できるよ
うになる. このとき, ビットベクタ全体でビット数は

$( \lfloor\frac{n-1}{\lceil\log n\rceil}\rfloor+1)\lceil\log\lceil\log n\rceil(\lceil\log n\rceil-1)$

$+ \lfloor\frac{n-1}{\lceil\log n\rceil}\rfloor\lceil\log(\lceil\log n\rceil+1)\rceil$ (4)

ビットとなる.
次に, ランク付けの逆操作について考える. ビッ
トベクタ $v_{j}$ に対し, $v_{j}[\lceil\log n\rceil-1]$ が参照されるの
は, $Y_{(n_{1}j)}\wedge S=Y_{(n,j)}$ のときだけであり, このとき
$v_{j}[\lceil\log n\rceil-1]=0$ である. また, ビットベクタ $s$ にお
いて, 最上位ビットは常に $0$ であるから, ランク付け
操作と同様にビットベクタを配置することでビットを

削減できる. さらに, $s[0]$ は常に $0$ であるため, この

分のビットは削減することができる. このとき, ビッ
トベクタ全体でビット数は,

$1$

$( \lfloor\frac{n-1}{\lceil\log n\rceil}\rfloor+1)\lceil\log\lceil\log n\rceil\rceil(\lceil\log n\rceil-1)$

$+ \lfloor\frac{n-1}{\lceil\log n\rceil}\rfloor\lceil\log n\rceil$ (5)

ビットとなる.

以上の構造を用いたランク付けおよびその逆操作の
$C++$による実装を付録に示す.
ここで, 式 (4), (5) より, 定理 1, 2に示したアル

ゴリズムの作業領域に関して次の補題が成り立つ.

補題 6. 図 5のアルゴリズムによるランク付け操作お
よび, 図 7のアルゴリズムによるランク付けの逆操作
はいずれも $O$ ( $n$ log log $n$ ) ビット領域で計算できる.

既存の手法である Mares らの手法 (ビット数は
$n(\lceil\log n\rceil+1)$ ビット)[6] および提案手法におけるビッ
トベクタの表現に必要なビット数は表 1の通りである.
提案手法では, 既存の手法に対し大幅にビットを削減
できており, 32 ビット環境においては, ランクを表現
できる範囲の $n$ に対しては 32 ビット整数 1個ですべ
てのビットベクタを表現できることが示された. なお,
ビットベクタ $Vj$ および $s$ はそれぞれ分割して格納し
ても良い. この場合各ビットベクタのビット数は $O(n)$

ビットであるから, 提案手法の実行には $O(n)$ ビット

の整数に対する四則演算およびビット演算が定数時間
で出来れば良い.
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4 実験 はアルゴリズムの改良が必要とされる.

Intel Core2Duo プロセッサ T7500を搭載した動作
周波数 22Ghz の PC 上で. 提案手法および, 既存の
線形時間アルゴリズムである Myrvold らのアルゴリズ
ム $[$ 5 $]$ , Mares らのアルゴリズム $[$6] の実装を行い, ラ

ンク付け操作およびその逆操作の実行時間を測定した.
測定は, それぞれ 10! 通りの置換・ランクに対する計
算の総実行時間に対して行った. 結果は表 2, 3の通
りであった. また, Mares らのアルゴリズムに関して
は, 32 ビット環境で測定したため, $n$ が 8より大きい
場合に関しては測定していない.

表 2: ランク付け操作の実行時間 (単位は $[ms]$ )

提案手法はランク付け操作に関しては既存の手法に
比べ高速であったが, 逆操作ではいずれの手法よりも
遅かった. 提案手法では, ランク付け操作に比べて逆
操作に必要な計算が多い. そのため, 逆操作に対して

表 3: ランク付けの逆操作の実行時間 (単位は [ms])

5 まとめ

本稿では, 置換のランク付け操作およびその逆操作
に対し, $O$ ($n$ log log $n$ ) ビット領域の線形時間アルゴリ
ズムを提案した. また, 32 ビット環境に関して, 提案
手法はランクすなわち $[0,$ $n!-1]$ の範囲の整数が表現
できる範囲の $n$ に対しては 32 ビット整数 1個を作業
領域として実行可能であることを示した. さらに, ラ

ンク付け操作は既存の手法よりも高速に動作すること
を示した. 今後の課題としては, ランク付けの逆操作
の高速化が挙げられる.
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