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1 はじめに

安定化理論 [12] は、 近似計算で実行すると不安定となるアルゴリズムに対し、それを変形して近似計算
で実行しても誤差の影響を抑制し、安定な出力が得られるようにするための理論である。本論文では、その
安定化理論を、 グレブナ基底計算の高速化技巧の一つである Trace Lifting[13] に応用する。 Trace Lifting
とは、 グレブナ基底を計算するブッフバーガーのアルゴリズムにおいて、ある素数 $P$ について、 $mod p$ で

S-polynomial の正規形を計算し、 それが $0$ になったら真の $0$ とみなす方法である。 本論文で提案する方法
は、 その $mod p$ の代わりに浮動小数点近似を行うものである。その正しさは、安定化理論によって保証さ
れる。従来の Race Lifting は有理数体上のみにしか使えないが、今回提案の Tbace Lifting は実数体上でも
使え、 より広い範囲に応用できる可能性を開くことができた。

2 安定化理論

2.1 理論の復習

次のアルゴリズムを対象に安定化理論の復習を簡単に行う。詳細は [8, 7] を参照された $A\backslash$

。. データは、すべて多項式環 $R[x_{1}, \ldots, x_{m}]$ の元からなる。 $R$ は実数体の部分体である。. データ間の演算は、 $R[x_{1}, \ldots,x_{m}]$ 内の加減乗または剰余計算である。. データ上の述語は、不連続点をもつとすればそれは $0$ のみである。
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述語の不連続点が $0$ という意味は、 If $C=0$”then ... else... のように、値が $0$ か否かによって分岐が
別れることである。上記クラスのアルゴリズムを、不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムとよぶ。 ほとんどの
数式処理のアルゴリズムはこのクラスに入るか、 このクラスのアルゴリズムに変換可能である。
さて、安定化の 3つのポイントは、. アルゴリズムの構造は変えない。
・データ領城において、ふっうの係数を区間係数に変える。. 述語の評価の直前で、 区間係数のゼロ書換えを行なう。
である。すなわち、安定化されたアルゴリズムは次のようになる。

区間領域データ領域は区間係数多項式の集合。 区間係数は $[A, \alpha]$ なる形で、 $A\in R,$ $\alpha$ は非負の実数。 $[A, \alpha]$

は集合 $\{x\in R||x-A|\leq\alpha\}$ を意味する。

区聞演算二項演算 $*\in\{+, -, x, /\}$ に対し、

$[A,\alpha]*[B, \beta]=[A*B,\gamma_{*}]$ .

ここに、 $\gamma_{*}$ は次を満たす。

$|x-A|\leq\alpha,$ $|y-B|\leq\beta\Rightarrow|x*y-A*B|\leq\gamma_{*}$ .

ゼロ書換え不連続点 $0$ をもつ述語を評価する直前で、各区間係数 $[C, \gamma]$ に対し、

$|C|\leq\gamma$ ならば $[C,\gamma]$ を [0,0] に書き換えよ。

$|C|>\gamma$ ならばそのままとせよ。

区間演算の具体的な定義については、 文献 [1] を参照されたい。
今、 入力 $f\in R[x_{1}, \ldots , x_{m}]$ を

$f= \sum_{i_{1},\ldots,:_{m}}a_{*\iota\cdots t_{n}}x_{1^{1}}^{1}\cdots x_{m}^{i_{n}}$

と表したとき、 $f$ に対する近 f以列 $\{$Int$(f)_{j}\}_{j}$ を

Int
$(f)_{j}= \sum_{i_{1},\ldots,i_{m}}[(a_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}, (\alpha_{i_{1}\ldots:_{m}})_{j}]x_{1^{1}}^{1}\cdots x_{m}^{i_{m}}$

で定義する。 ここに、すべての $i_{1},$ $\ldots,i_{m}$ について、

$|a_{i_{1}\ldots i_{m}}-(a_{*i_{m}}1\cdots)_{j}|\leq(\alpha_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}$ for $\forall j$

$(\alpha:_{1}\ldots i_{n})_{j}arrow 0$ as $jarrow\infty$

このとき、 単に

Int$(f)_{j}arrow f$

と書く。

さて、 $\mathcal{A}$ を安定化したアルゴリズムを Stab$(\mathcal{A})$ と書くと、次が安定化理論の基本定理である。
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定理 1(安定化理諭の基本定理) $\mathcal{A}$ は不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムで、入力 $f\in R[x_{1}, \ldots,x_{m}]$ に対し

正常終了するとせよ。 このとき、 $f$ に対する任意の近似列 $\{$Int $(f)_{j}\}_{j}$ に対し、 ある $n$ が存在して、 $i\geq n$

ならば、 Stab$(\mathcal{A})$ は Int $(f)_{j}$ に対し正常終了し、

Stab$(\mathcal{A})(Int(f)_{j})arrow \mathcal{A}(f)$ .

簡明を期すため、入力は一つだけの多項式にしているが、入力はもちろん、 多項式の有限集合でもよい。
主題のグレブナ基底の場合も、入力は多項式の集合である。

2.2 応用

安定化理論の応用にはおよそ 2通りの方向性があると考えられる。 1つは、安定化に至る精度を予め評価

しておいて、 その精度 (あるいはそれ以上) で実行するもの。 もう 1つは、初期精度を適当に定めてそれ
から始め、 出力の妥当性が得られるまで精度を上げていくものである。昨年提案したグレブナ基底変換法

[9, 10, 11]、今回提案する Ihtervd Tkace Liftmg はいずれも後者の方向性に属する。 本節では、前者の研究
について一言言及しておく。

安定化に至る精度を見積もる問題を精度問題と呼ぴ、 これは安定化理論の未解決問題の一っであった。 と

ころが最近、Khungurn との共同研究で、多項式の最大公約式 (GCD) を計算するアルゴリズムに関して進
展があった [3, 4]。安定化されたアルゴリズムを浮動小数点計算で実行したときの実行過程が、 元のアルゴ
リズムを正確演算で実行したときの実行過程と一致する最小の入力精度をMinimum Converging Precision
(MCP) と呼ぶ。 まず、 GCD 計算のアルゴリズムの場合、MCP を一般に計算する関数は存在しないことを
証明した。 更に、ユークリッドの互除法について、特定な係数領域 (整数環 $\mathbb{Z}$ , 有理数体 $\mathbb{Q}$ , 環 $\mathbb{Z}[\xi](\xi$ はあ

る代数的整数) など) の場合に、その MCP の上界を与えた。 シルベスター行列を QR分解して GCD を求
めるアルゴリズムに対しては、MCP については未解決であるものの、正しい次数を得る最小精度や正しい
台を得る最小精度についてはその上界を与えた。

3 Interval IPace Lifting
$R=\mathbb{Q}$ のとき、 グレブナ基底を計算するブッフバーガーのアルゴリズムに対して聾 aerso が提唱した

Trace Lifting[13] は以下の通りである。

&polynomial の正規形を計算する部分において、ある素数 $P$ について、 $mod p$ で計算した結果
が $0$ になったら、真の $0$ とみなして $\mathbb{Q}$ 上での正規形計算を省略する。 $0$ にならなかったら、改

めて $\mathbb{Q}$ 上で正規形を計算し、 $0$ でないことを確かめてグレブナ基底の元の候補とする。

それを文献 [5] の記法に従って、アルゴリズムの形式に書くと、

Race Lifting
Spoly $(\phi_{p}(g_{i}), \phi_{p}(g_{j}))arrow^{P}\overline{r}\phi_{p}(G)$

If $\overline{r}\neq 0$ then Spoly$(g_{i},g_{j})arrow^{*}Gr$

If $r\neq 0$ then $G$ $:=G\cup\{r\}$

となる。 ここに、 Spoly は $polynomial を示す。 また、

$\mathbb{Q}_{<p>}=\{a/b|a,b\in \mathbb{Z}, p\sqrt b\}$
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とおくと、 $\phi_{p}$ は $\mathbb{Q}_{<p>}$ から $p$ 元体への写像で、 $a/b\in \mathbb{Q}<p>$ のとき、 $\phi_{p}(a/b)=(amod p)/(bmod p)$ に

よって定義される。多項式 $f$ に対し、 $\phi_{p}(f)$ は自然に定義されるもので、 $f$ の各係数が $\mathbb{Q}_{<p>}$ に入っていれ

ば、それらに $\phi_{p}$ を施した多項式である。 多項式集合 $A$ に対し、 $arrow A*$ は、 $mod A$ で正規形まで簡約するこ

とを示す。 $G$ は最終的にグレブナ基底となる集合の局所変数である。

本論文で提案する方法は、 $r_{mod p}$ の係数」の代わりに「精度 $\mu$ の区間係数」 を使う。すなわち、ゼロ書
換えで $0$ となった区間係数の正規形を $0$ とみなす方法である。 この Trace Lifting を Interval Thace Lifting
と呼ぶ。 アルゴリズムの形式で書くと、

Interval Trace Lifting
Spoly $([g_{i}]_{\mu}, [g_{j}]_{\mu})arrow^{*}[c]_{\mu}[r]_{\mu}$

If $Zero- Reu\dot{m}te([r]_{\mu})\neq 0$ then Spoly$(g_{i},g_{j})arrow^{*}Gr$

If $r\neq 0$ then $G$ $:=G\cup\{r\}$

となる。 ここに、 多項式 $f$ に対し、 $[f]_{\mu}$ は、 $f$ の各係数を精度 $\mu$ の区間係数に変換した多項式を表す。 多
項式の集合 $F$ に対しては、 $[F]_{\mu}=\{[f]_{\mu}|f\in F\}$ と定義される。 Zero-Reunite$([r]_{\mu})$ は、 区間係数多項式
$[r|_{\mu}$ の各区間にゼロ書換えを実行したものである。
ここで、 Interval hace Lifting を利用して、 グレブナ基底を計算する全体のアルゴリズムを記述する。

$R=\mathbb{R}$ とする。

Interval Trace LiRing によるグレブナ基底計算アルゴリズム
Input: $F\subset R[x_{1}, \ldots,x_{m}]$ (有限部分集合) 、項順序 $<$

Output: $<F>$ の $<$ に関するグレブナ基底

$\mu:=M$ (浮動小数点精度の初期値)

again
loop
$G_{\mu}arrow$ 精度 $\mu$ での Interval Tkace Lifting によって得られたグレブナ基底候補

if $G_{\mu}$ が $<F>$ の $<$ に関する真のグレブナ基底、 i.e.,
(Every S-polynomial of $G_{\mu}$ ) $arrow*G_{\mu}o$ (グレブナ基底性)

かつ

(Every element of $F$) $arrow^{l}0G_{\mu}(F\subset<G_{\mu}>)$

then return $G_{\mu}$ else $\mu$ を上げて goto again
endif

endloop

Interval Thace Lifting において、安定化理論により、精度が十分大きければ、真に $0$ でない正規形を誤っ

て $0$ とみなすことはなくなる。従って、 上記の Interval Trace Lifting によるグレブナ基底計算アルゴリズ
ムは必ず停止し、正しいグレブナ基底を返す。候補 $G_{\mu}$ に対し、 $<F>=<G_{\mu}>$ を確かめなければなら

ないが、上記のアルゴリズムにおいて $F\subset<G_{\mu}>$ をチェックするだけでよいのは、 $G_{\mu}$ の構成法から必ず
$<F>\supset G_{\mu}$ がいえているからである。

4 計算機実験

Interva bace Lifting によるグレブナ基底計算アルゴリズムを実装し、実際に計算機で実験したのでそ
の一部を報告する。使用システムは Maple10、計算機環境は Dell Dimension DCO51 (Intel(R) Pentium 4
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CPU: 3.$00GHz$ , RAM: 2. $99GHz,$ $0.99GB$) である。 ここでは、例題を 5つ挙げる。いずれも、 与えられた

多項式集合 $F$ に対し、 イデアル $<F>$ の plex のグレブナ基底を求めるという問題である。 ここに、 plex
は $lexicog\dot{r}$apbc order である。 ここでは、 グレブナ基底といえば、簡約化されたグレブナ基底 (reduced
Gr\"obner basis) を指す。

1. $F=\{f_{1}, f_{2}, f_{3}\}$ , ここ こ $f_{1}=7^{x_{794}x+y+z}1232664889086466212637812862812268726723618272,$ $f2= \frac{8}{8}xy+$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 241\ovalbox{\tt\small REJECT} 1236781263812s327091270979804$ .

2. $F=\{(\sqrt{2}+\sqrt{5})x^{3}y+\sqrt{3}xy+\sqrt{7}, (\sqrt 3-\sqrt{2})x^{2}y^{2}-\sqrt{7}xy+\tau_{11}^{1}\}$ .

3. $F=\{ex+\sqrt{2}y+\sqrt{3}z_{;}exy+\sqrt{5}yz+\sqrt{3}zx,xyz-e\}$ , ここ}こ $e$ は Napier’s number (2.71828...).

4. $F=\{\sqrt{2}ex^{2}+xy^{2}-z+1/4, \sqrt{3}x+y^{2}z+1/2, \sqrt{5}ex^{2}z-1/2x-y^{2}\}$.
5. $F=\{(\sqrt{2}+\sqrt{3})x^{30}+\sqrt{5}-1, \sqrt{7}xy+\sqrt{11}+\sqrt{13}\}$ .

例 1,2はそれぞれ文献 [6] にある例かその変形であり、例 3はグレブナ基底計算ベンチマークの一つ cycBc3
の係数を変えたもの、例 4はブッフバーガーの教科書 $[2](p.214)$ にある例に係数変形を施したものである。
最後の例 5は、 Interval Trace Liftimg の効果が発揮できるように人工的に作った例である。
まず、 実験に使ったコマンド群を記す。

RBasis: 自前でブッフバーガーアルゴリズムを実装したもの

itlBasis: RBasisの中に Interval Trace Lifting を適用したもの (すなわち、今回提案の、Interval
Trace LiRing によるグレブナ基底計算アルゴリズムを実装したもの)

MapleBasis: Maple 10の Groebner package の組込関数 (Basis)

Interval Trace Lifting の効果をみるために、あえて RBasis を作り、その中で Interval Trace Lifting を
取り込んだ itlJ ssis と RBssis を比較した。 同じ条件下で比較するためである。Maplei aeis は、参考ま
でに RB$\mathfrak{B}is$ と比較するために導入した。

Maple における簡単な実行例を示す。

$>$ R-Basis $([x^{-}2-y-1,x^{-}2+x*y^{-}2-5]$ , piex $(x,y))$ ;

$[-4+y-y^{4}-5y^{3}-4y^{2}+16x, 16y^{2}-12Sy-16y^{5}-16y^{4}+256]$ , 0.047
2番目の出力は cpu ti-me で、 0.047秒であったことを示す。

$>$ ltl-Basis $([x^{-}2-y-1.x^{-}2+x*y^{-}2-5]$ , plex $(x.y).1,1)$ :
(入力の 3番目の引数は初期精度桁、 4番目は精度上げ幅を示す。 この例では、精度 1桁から始めて、 1

桁ずつ上げていくことを表す。)

$[-4+y-y^{4}-5y^{\theta}-4y^{2}+16x, 16y^{2}-128y-16y^{5}-16y^{4}+256],$ $2,1,0.72$

(2番目の出力は、精度を上げていって初めて成功、つまり、真のグレブナ基底に到達した精度桁 (これ

を Minimmm precision, 略して MP と書く)
、 3番目の出力は Inteml Trace Lifting によって切り捨てられ

た回数、っまり、 $0$ とみなされて計算を省略した回数 (cut 数) を表す。 4番目は cpu time である。)

$>$ Maple-Basis $([x^{-}2-yarrow 1.x^{-}2+x*y^{-}2-5]$ . plex $(x,y))$ ;

$[y^{6}-y^{2}-16+8y+y^{4}, -4+y-y^{4}-5y^{3}-4y^{2}+16x]$ , 0.657
(2番目の出力は cpu time である。)

さて、 計算機実験の結果を表にまとめると次のようになる。
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表において、 cpu at MP は、 精度が MP のときにかかった cpu time を表す。 cpu time の単位はすべて
秒である。

考察 : 今回の実験では、 IntervaJ ‘bace Lifting が著しく有効であることを示す例はなかった。 これは、ゼロ
書換えによって切り捨てられた回数 (cut 数) が、 ほとんどの場合、少数であったことによると考えられる。
cut 数が多ければ多いほど、それだけ $\mathbb{R}$ 上の正確演算を省略することができるので、 Interval Trace Llfting
の効果が期待できる。 実際、例 5では cut 数が多く、RBasis よりも高速であった。 なお、 この例の最初の
多項式は 30次式で cut が 29回であったが、 実験によって、次数を $n$ にすると cut 数は $n-1$ になるとい
う予想が得られた。真のグレブナ基底であるかどうかをチェックする部分は、全体と比べてそれほど時間は
かからなかった。 ほとんどの場合、 1割未満である。 これは、候補が真のグレブナ基底か、それに近い確率
が高いためと思われる。

5 おわりに

Interval Trace Lifting によるグレブナ基底計算アルゴリズムを提案した。 従来の Trace Lifting は有理数
体上のみにしか使えないが、 Interval Trace Lifting は実数体上でも使え、 より広い範囲に応用できる可能
性を開くことができた。今後は、更に計算機実験をして、 cut 数が多い実例など、 Interval Trace Lifting が
有効に働く実例を見つけていきたい。
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