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要約 : 随伴行列法で数値係数の代数方程式 (系) を解くには, 疎で非対称な数値行列の固有値を求める必

要がある. フィルタ対角化法を用いて, 随伴行列の指定した位置付近にある比較的少数個の固有値だけを求
める効率的な方法にっいて説明し, 一変数の場合の簡単な例を 1 っ示す.

1 導入

「随伴行列法」 により数値係数の代数方程式に対応する随伴行列を構成し, その固有値を数値的に解いて
方程式の零点を求めることにする [2, 8, 9, 10, 11, 12]. 一変数の場合が最も典型的であるが, 随伴行列法は
多変数の方程式系にも適用可能である [5]. 高次方程式や多変数の場合には特に, 行列の次数が極めて大き

くなる. 随伴行列は一変数の場合は Hessenberg形で, 多変数の場合にも類似の構造を持つ極めて疎な行列
になり, 方程式の係数が疎であればさらに疎性が高まる.

1.1 非対称行列の固有値解法 ( $QR$反復法)

非対称行列の固有値を求める標準的な解法には, まず行列を Householder 変換または Gauss 消去法によ
り Hessenberg形へ変換し (最初から Hessenberg形の場合には省略), その後に Hessenberg形を $QR$ 反復
法で収束させて三角化 (Schur 分解) する方法がある.

$QR$ 反復法では通常は全部の固有値を求めるので計算量が $O(N^{3})$ と多いことや, 疎行列でも fill-in の発
生により非零要素が増えて $O(N^{2})$ の記憶量が必要となること, などが難点として挙げられる.

大規模行列の場合には特定の位置付近の少数の固有値だけが必要な場合が多い. 少数個の必要な固有値
だけを求めるための $QR$反復法のシフト戦略についての研究が今後行なわれることが望まれる.

1.2 非対称行列の固有値解法 (双 Lanczos法)

双 Lanczos 法 (Two-Sided Lanczos Method), または Lanczos双直交化 (Lanczos Biorthogonalization)
は, 元の行列 $A$ を変形せずに疎性を最大限に活かして, $A$ と相似な非対称三重対角行列 $T$ を作る方法で,
$A$ と $A^{T}$ の Krylov部分空間の双直交基底 $U,$ $V$ を生成する : $V^{T}U=I,$ $AU=UT,$ $VA=T$ V. 現実
には, 丸め誤差や漸化式の不安定性から, 対称の場合の Lanczos法と同様, $T$ は安定には求められない. 1,

かし Lanczos 法は幕乗法 (Power Method) の収束性の改良版とみなせ, 両端付近の固有値は計算を途中で
打ち切った三重対角行列の固有値により良く近似できる性質がある. Lanczos 法は魅力的ではあるが, 今回
の考察対象にはしない. 他に, 非対称固有値問題の疎性を活かせる反復解法として Amoldi 法 [7] がある.

’mrkmhrshOtmu.ec.jp

数理解析研究所講究録
第 1652巻 2009年 134-145 134



1.3 固有値 (零点) の一部だけが必要な場合

方程式 (系) の指定位置の付近の一部の零点だけが必要な場合は, 通常は Newton 法などの反復法に初期
値を与えて解くが, 与えた初期値で求まる零点が決まるので, 必要な零点を落とす可能性がある.
「指定位置の付近」で方程式 (系) の多項式 (系) を低次の多項式 (系) で近似し, 得られた近似方程

式 (系) を解いて得た零点の近似値を元の方程式 (系) の反復法の初期値とする方法 [11, 12] も考えられる.
しかし, 随伴行列法で得た行列の指定位置付近にある固有値を直接求める方が安全で確実であろう.

1.4 逆反復法 (Inverse Iteration)

逆反復法は固有値問題の少数個の「指定位置の付近にある固有値」を求めるのに良く用いられる [14, 16].
固有値の近似値 $\rho$ を与えて, 一般的な初期ベクトル $x$ に対し, 線形方程式 $(A-\rho I)y=x$ を解き (この線

形方程式が速く解けることが利用の前提である), $y$ を適当にスケーリングした後に $x$ と置き直して反復す
る. これは逆行列 $(Aarrow\rho I)^{-1}$ による幕乗法で, 固有値は $\rho$ に近い固有ベクトルヘ収束する. 十分に収束し
たベクトル $y$ から固有値は Rayleigh 商 $(y^{*}Ay)/(y^{*}y)$ で近似する.

1.5 同時逆反復法 (Rayleigh-Ritz付き)

同時逆反復法では複数の解を同時に扱 $A$ $a$ , 縮重や近接の固有値の収束を改善する [14, 16, 20].
1 $)$

$\rho$ の初期値を与える. 初期ベクトルの組 $X$ を与える.

2$)$ 組 $X$ に $(A-\rho I)^{-1}$ を作用させて組 $Y$ を作る.
3 $)$ $Y$ を正規直交化 $Y^{*}Y=I$ の後, 縮小行列 (Rayleigh 商の行列) $C\equiv Y^{*}AY$ を作る.
4$)$ $C$ を正則行列 $W$ で Jordan 形 $J$ に変形 : $CW=WJ$.
5 $)$ $J$ の対角と対応するベクトル $Z\equiv YW$ の組を作る (Ritz対).

$Y$ から Ritz 対を作る操作 $(3\sim 5)$ が”Rayleigh-Ritz procedure”である.

より安定な計算の為には, $Z$ が Schurベクトルを近似するよう 4,5を変更する :
4’ $)$ $C$ を Unitary行列 $U$ で三角行列 $T$ に変形 : $CU=UT$.
5’ $)$ $T$ の対角とそれに対応するベクトル $Z\equiv YU$ の組を作る.

以降の反復では, まず $Z$ を $X$ と置き, それから上記 1,2の箇所を変えて (II は収束の加速を狙ったもの),

方式 I) $\rho$ を固定して, $X$ の全ての列ベクトルに $(A-\rho I)^{-1}$ を作用させて $Y$ を作る.
方式 II) $\rho$ を $X$ の各列ベクトル毎に異なる Ritz 値にして, $(A-\rho I)^{-1}$ を作用させて $Y$ を作る.

とし, $Y$ の組から Rayleigh-Ritz procedure の 3,4,5あるいは 3,4’,5’ で, 最新の Ritz 値と Ritz ベクトル $Z$

を求める. 以上を繰り返す.
逆反復法も同時逆反復法も, $\rho$ が固定では 1次収束で, 固有値に十分に近い値を $\rho$ に与えないと収束は遅

い. $\rho$ からの距離が最も近い固有値を持つ固有成分が優越して成長するので, 同等の距離の固有成分との分
離は良くない. Ritz 値 (Rayleigh 商) を用いて $\rho$ の値を動かすと, 固有値に縮重や極端な近接がなければ
最終的には 2次収束となるが, 初期ベクトルが悪いと $\rho$ の値が跳ぶので注意して制御を行なう. 同時逆反復
では $\rho$ の値を共用すると $LU$-分解が節約できるが収束が遅いので, 線形方程式が容易に解ける Hessenberg
形などの場合には, 節約の効果よりも反復回数が増してむしろ損になることがある.
以降で説明する 「フィルタ対角化法」 [19] を用いて, 指定した位置付近に固有値を持つ固有対 (複数) に

対する一様に品質の良い近似対を求めて, その近似対を逆反復法や同時逆反復法の初期値とするならば, ご

く少ない反復回数で収束すると期待できる.
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2 フィルタ対角化法

2.1 フィルタ対角化法の概要

フィルタ対角化法の概要を説明する. 行列 $A$ の「選択したい固有値」 を持つ固有ベクトル成分は通すが,

その他の固有ベクトル成分は相対的に強く減衰させる「線形フィルタ」 $\mathcal{F}$ を構成する. そのフィルタに「 -

般的なベクトル」 $x$ を通すと, 性質から出力 $y=\mathcal{F}x$ は「選択したい固有成分」の近似的な線形結合とな
り, それ以外の固有成分の割合は微小となる. いま $S$ を「選択したい固有値」 を持つ固有ベクトルの張る

部分空間とする. フィルタの出力を十分集めて分析して, $S$ を近似する部分空間 $S’$ の基底の組を構成する.

複数の固有部分空間の直和である $S$ は $A$ の不変部分空間である. Rayleigh$\cdot$Ritz 法を $S$ に適用すれば, $S$

内の $A$ の固有ベクトルが全て求まる. 実際には $S’$ に適用するので, 近似固有ベクトルが得られる.

2.2 不変部分空間内の固有ベクトルの決定 (Rayleigh-Ritz法)

$Y$ が $A$ の右不変部分空間を張る基底の組ならば, $A$ $Y=YC$ を満たす正方行列 $C$ がある. $C$ は $AY$ の

各ベクトルを $Y$ の各ベクトルで再展開した係数である. 予め基底の組 $Y$ が正規直交 $Y^{*}Y=I$ になってい

れば, $C=Y^{*}AY$ として $C$ (Rayleigh商の行列) が求まる. (残差AY-YC は, (右) 不変部分空間からの
$Y$ のズレを表す)

いま $Y^{*}Y=I$ で, $Y$ が $A$ の不変部分空間の基底の組 $AY=YC$ とするとき :

Jordan分解で $C$ を Jordan形 $J$へ相似変換して $CW=WJ$ とし, $Z\equiv YW$ と置くと $AZ=ZJ$
だから, $J$ の対角の値と対応する $Z$ の列ベクトルは $A$ の固有値と (一般) 固有ベクトルである.

計算の安定性からは, 以下の固有値と Sdhurベクトルを求める方法の方が良い :

Schur分解で $C$ を三角行列 $T$ヘユニタリ変換して $CU=UT$ とし, $Z\equiv YU$ と置くと $AZ=ZT$
だから, $T$ の対角の値と対応する $Z$ の列ベクトルは $A$ の固有値と Schur ベクトルである.

小規模な非対称行列 $C$ の相似変換による対角化する場合には (数値的には Jordan標準形は安定には求め
られないが), 複素 Jacobi 回転を用いる [1] の方法が使用できる. $C$ をユニタリ変換で三角化する場合は,

複素 Householder 変換で Hessenberg化の後に, 複素 $QR$反復法を用いることができる. $C$ が実行列であれ

ば, Hous-eholder変換後の実 Hessenberg行列には double QR 法を用いるのが効率的である.

2.3 賭注意

フィルタの入力の組 $X$ に乱数を用いる場合には, 組 $X$ の独立性が低いと組 $Y$ の独立性も低くなり無駄

が多いので, $X$ をあらかじめ正規直交化 $(XrX=I)$ しておく. 但し, 高い直交化精度は必要としない.
フィルタを通した直後の出力の組 $Y$ の各ベクトルのノルムが (途中の計算で生じる数値誤差程度で) ど

れも極端に小さい場合は, 1) 行列 $A$ の固有値がフィルタの通過域には存在しない, 2) 選出したい固有

ベクトル成分を入カベクトルの組 $X$ が欠いている, のいずれかである. 場合 1に対してはフィルタ特性を

変えてみる. 場合 2については, 初期ベクトルの組 $X$ としてある程度十分な個数の乱数ベクトルをとれば

まず生じない (必要なら $X$ を取り換えてみる).

$Y$ の正規直交化には特異値分解 (SVD) の使用が理論上最も明解である (列交換を伴う Householder-QR
分解 [15] も利用できる). SVD の特異値 (列交換 Householder-QR分解のピボット値) は,「近似的な $A$ の

不変部分空間」 $S’$ を張る直交基底でフィルタの出力を説明する尺度である. 直交化の際には相対的な閾値
を設けて特異値 (ピポット値) の切断を行い, 数値独立性の小さい成分を棄てて誤差の拡大を防ぎ計算の安
定性を保つ. フィルタが不用な固有成分を明瞭に遮断できる場合は, フィルタの出力 $Y$ の特異値を大きい

側から順に並べると, ある所から先で急に小さい値 (相対的な零) になる. フィルタの能力が不十分で不用
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な固有ベクトル成分が十分に遮断できない場合は, 特異値分布は緩やかに減少する. 切断後の特異値の個数
が (近似) 不変部分空間 $S’$ の階数となり, 不用な固有ベクトル成分の混入した個数分だけ階数が増加する.
行列 $A$ が実の場合に, フィルタ $\mathcal{F}$ を線形作用素として実 $(\overline{\mathcal{F}}=\mathcal{F})$ となるように選ぶならば, 入力の組 $X$

を実にとれば出力の組 $Y=\mathcal{F}X$ もまた実になる. あるいは入力 $X$ を複素に選んで得た出力 $Y$ の実部と虚部

はそれぞれ $X$ の実部と虚部に対する出力の組になる. このことを利用すると, フィルタの作用を計算する演

算量が半減できる. 他にも利点として, 出力ベクトルの基底を実にとると, $A$ が実なので Rayleigh-Ritz 法
の Rayleigh 商の行列 $C$ も実行列となり, 複素共役対称性を保つ算法を Jordan分解 (固有値分解) や Schur
分解に用いれば, フィルタ対角化法の出力も複素共役対称性を保ったものになる.

3 レゾルペント (resolvent) の線形結合によるフィルタ

3.1 準備

$N$ 次行列 $A$ の Jordam 標準形を $J$ とし, $A$ を $J$ へ相似変換する正則な行列を $U$ とすると $A$ $U=UJ$ で
ある. そのとき, シフト量 $\rho$ の $A$ のレゾルベント $R(\rho)\equiv(A-\rho I)^{-1}$ についても $R(\rho)U=U(J-\rho I)^{-1}$

が成立する. 同様に $k$ 個のシフト量 $\rho_{l}$ の $A$ のレゾルベントの線形結合 $\mathcal{F}\equiv\sum_{\ell=1}^{k}\omega\ell R(\rho_{\ell})$ についても, 線

形性から $\mathcal{F}U=UF$ が成立する. 但し, $F \equiv\sum_{\ell=1}^{k}\omega_{\ell}\cdot(J-\rho_{l}I)^{-1}$ は, $\mathcal{F}$ を $U$ で相似変換した行列. $U$

の列ベクトル $u^{(\mu)},$ $\mu=1,2,$ $\ldots,$
$N$ は $A$ と $\mathcal{F}$ に共通の右 (一般) 固有ベクトルである.

$A$ の Jordan標準形 $J$ が番号 $\nu$ で織別される Jordan細胞 $J_{p_{\nu}}(\lambda_{\nu})$ (固有値 $\lambda_{\nu}$ , サイズ $p_{\nu}$ を持つ) の対角プ

ロックに分かれるとき, 逆行列 $(J-\rho I)^{-1}$ も対応して対角ブロックに分かれ, $(J- \rho I)^{-1}=\bigoplus_{\nu}\{J_{p_{\nu}}(\lambda_{\nu}-\rho)\}^{-1}$

となる. Jordan 細胞 $J_{p}(a)$ の逆行列の例を $p=1,2,3,4$ について示引 但し $b\equiv-a^{-1}$ .

$[a]^{arrow 1}=-[b],$ $\{\begin{array}{ll}a l0 a\end{array}\}=-\{\begin{array}{ll}b b^{2}0 b\end{array}\},$ $\{\begin{array}{lll}a l 00 a 10 0 a\end{array}\}=-\{\begin{array}{lll}b b^{2} b^{3}0 b b^{2}0 0 b\end{array}\},$ $\{\begin{array}{llll}a 1 0 00 a 1 00 0 a 10 0 0 a\end{array}\}$

$=-\{\begin{array}{llll}b b^{2} b^{3} b^{4}0 b b^{2} b^{S}0 0 b b^{2}0 0 0 b\end{array}\}\cdot F$ も $J$ の Jordan 細胞分割 $J_{p}(\lambda)$ と対応して対角ブロック $F_{p}(\lambda)$ に分かれて.

$F_{p}( \lambda)\equiv\sum_{\ell=1}^{k}\omega\ell$ . $\{J_{p}(\lambda-\rho_{\ell})\}^{-1}$ で. $F_{p=1}( \lambda)=\sum_{\ell=1}^{k}\frac{l}{\lambda-\rho\ell}[1],$ $F_{p=2}( \lambda)=\sum_{\ell=1}\neq-\rho\ell-\{\begin{array}{ll}1 \frac{-1}{\lambda-\rho\ell}0 l\end{array}\}$

$F_{p=3}( \lambda)=\sum_{\ell=1\tilde{\lambda-\rho\ell}}^{k_{\omega}}[001$ $\frac{-1}{\lambda-\rho\ell,01}$
$\dagger_{\frac{\Gamma_{-\rho}^{1}\ell\gamma-1}{\lambda-\rho\ell 1}}]$ , などとなる. $f( \lambda)\equiv\sum_{\ell=1}^{k}\neq^{\omega}-$ と置くと, $f’(\lambda)=$

$\sum_{l=1\sigma_{-\rho_{l}}^{-}}^{k\omega}\dashv 1*\frac{f’’(\lambda)}{2!}=\sum_{\ell=1}^{k}\frac{\ell}{(\lambda-\rho\ell)^{S}},$ $\#_{3}^{\prime J;_{\lambda}}=\sum_{l=1}^{k}\frac{-\omega\ell}{(\lambda-\rho\ell)^{*}}$ . などから, $F_{p=1}(\lambda)=[f(\lambda)]F_{p=2}(\lambda)=$

$\{\begin{array}{ll}f(\lambda) f’(\lambda)0 f(\lambda)\end{array}\}\cdot F_{p=3}(\lambda)=\{\begin{array}{lll}f(\lambda) f’(\lambda) L_{2}’’.\lambda\mu 0 f(\lambda) f’(\lambda)0 0 f(\lambda)\end{array}\}$ $F_{p=4}(\lambda)=[f(\lambda)000$ $f’(\lambda)f(\lambda)00$
$f’(\lambda)\#_{2^{\lambda}}’’f(\lambda)0$

$1”’f’(\lambda)\#^{t^{\lambda}}f(\lambda)+_{\lambda}’]$ .

3.2 フイルタ $\mathcal{F}$の構成

以降では簡単の為, $A$ の Jordan標準形が対角になる場合だけを説明する (Jordan標準形が対角になら
ない場合の解析は式が多少複雑となるが, 分割されたブロックに基づき同様の結果を導ける).
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$A$ の右固有対を $(\lambda^{(\mu)}, u^{(\mu)})$ とする. いま $k$ 個の相異なるシフト量 $\rho_{i}$ の $A$ のレゾルベント $R(\rho_{i})$ を係
数 $\omega_{i}$ で線形結合した作用素 $\mathcal{F}\equiv\sum_{=1}^{\dot{k}}\omega_{i}R(\rho_{i})$ と, 有理関数 $f( \lambda)\equiv\sum_{i=1}^{k}\omega_{i}/(\lambda-\rho_{i})$ を定義すると,
$\mathcal{F}u^{(\mu)}=u^{(\mu)}f(\lambda^{(\mu)})$ で, $u^{(\mu)}$ は $\mathcal{F}$ の右固有ベクトルでもあり, 対応する $\mathcal{F}$ の固有値は $f(\lambda^{(\mu)})$ となる.

3.3 フィルタ $\mathcal{F}$の透過特性 $f(\lambda)$

$\mathcal{F}$ をフィルタとみなす場合, $f(\lambda)$ はフィルタの透過特性で, $u^{(\mu)}$ 成分が $f(\lambda^{(\mu)})$ 倍になることを表す.
有理関数 $f(\lambda)$ を多項式の商で表すと, 分母は丁度 $k$ 次で $c_{k}$ を定数として $\varphi(\lambda)\equiv ck\prod_{1=1}^{k}(\lambda-\rho_{\{})$ とな
り, 分子の次数は分母よりも常に低い ($k’(<k)$ 次とする). よって $f(\lambda)$ は遠方囚 $arrow\infty$ では減衰し 1

$f(\lambda)=O(\lambda^{-(k-k’)})$ である. ($f(\lambda)$ の $\ell(>0)$ 階の導関数では $o(\lambda^{-(k-k’+\ell)})$ で, 減衰がより速くなる.)
$f(\lambda)$ の遠方での減衰が最も速いのは分子が定数の場合である. そこで以下では, 分子を定数 1に限定し,
$f(\lambda)\equiv 1/\varphi(\lambda)$ とする. $1/ \varphi(z)=\sum_{i=1}^{k}\omega_{i}/(z-\rho_{i})$ から, $\omega_{i}=1/\varphi_{k}’(\rho_{i})$ . よって $k$ 個の相異なる分点 $\{\rho_{\{\dot{f}}\}$

を指定すると, 定数倍を除いて $\mathcal{F}$ が完全に決まる.
フィルタを用いて 「固有値が領域 $\mathcal{D}$ の外にある固有ベクトル」 の成分だけをなるべく減衰させたい. そ

のためには $|f(\lambda)|$ の値は領域 $\mathcal{D}$ の内では小さくなく, 外ではなるべく小さくなるようにする. 言い替えれ
ば $|\varphi(\lambda)|$ の値は領域 $\mathcal{D}$ 内では大きくなく, 外ではなるべく大きくなるようにする. $\cdot$ $f(\lambda)$ の分母に「絶対値
が領域内 $\mathcal{D}$ でだけなるべく小さい」性質を持つ多項式 $\varphi(\lambda)$ を採用すれば良い. 実区間の近傍でそのような
性質を持つ典型的な多項式としては, 関数の最良近似理論で良く知られた Chebyshev 多項式がある.

例 (Chebyshev 多項式) $\varphi(\lambda)=T_{k}(t)$ ( $k$ 次 Chebyshev 多項式) にとる. 但し $t$ は $\lambda$ の実区間 $\mathcal{I}=[\alpha_{\dagger}/?]$

に対する 「相対座標」 $(2\lambda-\alpha-\beta)/(\beta-\alpha)$ (区間中心で $0$ , 両端で士 1) である. $\lambda\in \mathcal{I}$ の場合は $|f(\lambda)|\geq 1$

で, $\lambda\not\in I$ の場合 $|t|\gg 1$ で $|f(\lambda)|\approx 2^{-(k-1)}|t|^{-k}$ となる. 零点の相対座標は $t\ell=\cos\theta\ell,$ $\ell=1,2,$
$\ldots,$

$k$ , 但 1,
$\theta_{\ell}=(2\ell-1)\pi/(2k)$ で, その位置にフィルタの透過特性 $f(\lambda)=1/T_{k}(t)$ の極がある (図 1).

図 l;Chebyshev 多項式を分母にもつフィルタ特性 $|f(\lambda)|$ (実軸上, 相対座標).
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3.4 共鳴の引き起こす数値計算上の困難
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分母 $\varphi(\lambda)$ が固有値と一致もしくは極めて近接する零点を持っと, フィルタの出力の中で共鳴した固有ベ
クトル成分だけが支配的となり, 他の固有ベクトル成分の精度は丸め誤差で失われる. その結果, 部分空間
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$S$ の近似品質が劣化する. そこで, 演算精度が限られている計算の場合には, 領域 $\mathcal{D}$ 内で $|f(\lambda)|$ の最大と

最小の比 (一種の条件数) を抑えることが必要になる.
実軸上に於いて, 分母が Chebyshev 多項式のフィルタの透過特性は, 指定した実区間の外では急減衰で,

不要な成分の除去性能は良好だが, 固有値と実区間内の極が共鳴するリスクがある.
実対称な固有値問題では固有値は必ず実数なので, 実数の零点がない多項式をフィルタの分母に用いれ

ば共鳴を避けられる. ところが非対称問題では行列が実でも固有値は一般には複素数なので, 固有値の分布
状況を知らない段階で事前に分母の多項式の零点を設定して固有値と近接がないことを保証することは難
しい. 実数の零点がない多項式を用いれば実固有値との共鳴は回避できても, 複素固有値と一致または近
接する零点が共鳴を起こすリスクは残る. 以下で「実数の零点を持たない多項式」 を 2種類例示しておく.

例 1(円分多項式) 円分多項式 $\varphi(\lambda)\equiv 1+t^{k}$ をとる (但し $k$ は偶数). 実区間 [-1, 1] 内では $1\leq\varphi(\lambda)\leq 2$

で最大と最小の比は 2である. 零点は複素平面上の原点を中心とする半径 1の円周上の $k$ 等分点である. 零
点の相対座標 : $t_{l}=\cos\theta\ell+$ isin $\theta\ell,$ $\ell=1,2,$

$\ldots,$
$k$ . 但し, $\theta\ell=(2\ell-1)\pi/k$ . フィルタ特性を図 2,3に示す.

図 2: 例 1(円分多項式) フィルタ特性 $f(\lambda)$ (実軸上, 相対座標).
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図 3: 例 1(円分多項式) $1og_{10}|f(\lambda)|$ の等高線 (複素平面上, 相対座標).
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例 2(値シフト Chebyshev 多項式) 多項式は $\varphi(\lambda)\equiv(T_{k}(t)+1+2\gamma)/(2\gamma)$ $(k$ は偶数, $\gamma>0)$ で, 実

区間 [-1, 1] 内で $1\leq\varphi(\lambda)\leq 1+\gamma^{-1}$ を満たし, 最大と最小の比は $1+\gamma^{-1}$ である. フィルタの不要成分の

漏出は $\gamma$ に比例するので, 部分空間の構成用には $\gamma\approx 1$ が適切である. 零点は複素平面上の実区間の両端
を焦点とする楕円の周上にある. 零点の相対座標は $t_{\ell}=\cosh\tau$ .coe $\theta_{\ell}+$ isinh $\tau\cdot\sin\theta_{\ell}$ . $\ell=1,2,$

$\ldots,$
$k$ . 但

し, $\tau=(1/k)coeh^{-1}(1+2\gamma),$ $\theta\ell=(2\ell-1)\pi/k$ である. $\gamma=1$ の場合のフィルタ特性を図 4,5に示す.

図 4; 例 2(値シフト Chebyshev 多項式 $(\gamma=1)$ ) フィルタ特性 $f(\lambda)$ (実軸上, 相対座標).
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図 5: 例 2(値シフト Chebyshev 多項式 $(\gamma=1)$ ) $\log_{10}|f(\lambda)|$ の等高線 (複素平面上, 相対座標).
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35 複素平面上での分点の一般的な配置と共鳴の困難の事後の回避の処方

分点 $\rho_{i}$ の配置は比較的自由であり, 必ずしも線分や円, 梢円などの曲線上に分布させなくてもよい. 固
有値を求めたい領域を $\mathcal{D}$ とするとき, 関数げ $(\lambda$ $)|$ の値が, $\mathcal{D}$ の内では相対的に大きく, $\mathcal{D}$ の外では極めて

小さくなれば良い. (演算精度が限られている数値計算では, 分点の配置はフィルタの出力ベクトルの数値

誤差の特性にも影響がある. この観点からの望ましい分点の配置の理論については今後の課題である)

複素平面上でフィルタの分点 $\rho_{i},$ $i=1,2,$ $\ldots$ , $k$ 全体を並行移動, 拡大縮小, 回転で座標変換すると, 線

形結合の係数 $\omega\iota$ は高々一斉に定数倍される. 分点の組と重み $\rho_{i},$ $\omega_{i},$ $i=1,2,$ $\ldots,$
$k$ を標準的な座標で用意
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しておけば, 座標の複素線形変換で移動し利用できる.
共鳴の困難を事後に避けるには, 共鳴に近いレゾルベントだけを分点をずらし再計算すれば簡単だが, 並

列処理では不利なので, 共鳴に近いレゾルベントだけを除去して, フィルタの係数を作り直す方法を述べる.
いま除去前のフィルタの特性関数を $f(x) \equiv\sum_{i=1}^{k}\omega_{i}/(x-\rho_{1})$ とすると, $f(x)$ は多項式の商の形で,

$f(x)=\psi(x)/\varphi(x)$ と書けて, 分母は $\varphi(x)\equiv\prod_{i=1}^{k}(x-\rho_{i})$ となる. 遠方国 $arrow\infty$ で最も強く減衰する条件
を課すと分子 $\psi(x)$ は定数で, それを 1と置くと係数 $\omega$i $=$ l/$\varphi$ ’( $\rho$のである. 分点 $\rho_{i}$ の添字集合を $\mathcal{G}$ と書

くとき, $\varphi(x)=\prod_{i\in Q}(x-\rho_{i})$ で, 係数は $\omega\iota=1/\varphi’(\rho_{i})=1/\prod_{j\in Q-\{i\}}(\rho_{i}-\rho j)$ と決まるのであった.

共鳴の困難の回避の為に, ある閾値以上の増幅率を持ったレゾルベントをフィルタの構成から除外する方法
で, シフト量の分点の添字集合 $\mathcal{G}$ から除外する分点の添字集合を $\mathcal{E}$ と書き, $\hat{f}(x)=\sum_{i\in Q-\epsilon^{\hat{\omega}}:}/(x-\rho_{i})$ とす

れば遠方で最も強く減衰するように, $\hat{f}(x)=1/\hat{\varphi}(x)$ とすると, $\hat{\varphi}(x)=\prod_{i\in \mathcal{G}\sim \mathcal{E}}(x-\rho_{i})$ . 添字 $i\in \mathcal{G}-\mathcal{E}$での

係数 $\hat{\omega_{i}}=1/\hat{\varphi}’(\rho_{i})$ が $\omega_{*}\cdot=1/\varphi’(\rho:)$ を用 V $|$て $\hat{\omega}_{i}=1/\hat{\varphi}’(\rho_{i})=1/\prod_{j\in \mathcal{G}-\mathcal{E}-\{i\}}(\rho\iota-\rho_{j})=\omega_{\dot{*}}\prod_{j\in \mathcal{E}}(\rho_{i}-\beta j)$

と決まる. これは, 分点を除去する前のフィルタの係数に補正項をかけた形になっている.

4 係数 $A-\rho I$の線形方程式の解法について

レゾルベントの線形結合を用いたフィルタによる固有値解法では, 係数 $A-\rho I$ を持つ線形方程式が高速
に能率良く解けることが本質的に重要である. 一変数方程式の場合の Frobenius の随伴行列や一般化随伴行
列は, 帯行列に列を 1つ付け加えた構造を持ち, 帯行列用の $LU$-分解法 [6] と類似した能率的な $LU$-分解法
がある.

$LU$-分解で $N$ 次行列 $A-\rho I$ の線形方程式を解く演算量は :. $A$ の Hessenberg性だけで疎性を仮定しない場合は, 行交換付きの $LU$-分解は $O(N^{2}),$ $LU$-分解後の
方程式の解法は $O(N^{2})$ である.. $A$ が一変数多項式の Frobenius の随伴行列の場合は, 行交換付きの $LU$-分解は $O(N),$ $LU$-分解後の
方程式の解法は $O(N)$ である.. $A$ が一変数多項式の直交多項式表現による一般化随伴行列の場合は, 行交換付きの $LU$-分解は $O(N)$ ,

$LU$-分解後の方程式の解法は $O(N)$ である.

(注 : これら $LU$-分解による解法では, 誤差による数値安定性までが保証されているわけではない)

多変数方程式系の随伴行列でも疎性を活かした $LU$-分解はある程度実施可能であろう. しかし, 行列 $A-\rho I$

の線形方程式を直接法で解く際に大規模疎行列 $A$ の構造が十分活用出来ない場合には, 消去過程での fill-in
による非零要素の増加から実施が困難となり, 行列の変形を伴わない反復法系の解法がおそらく必要にな
るであろう. 例えば CG 法などの Krylov部分空間法の系統の方法を用いれば, 行列の変形なしで, 非零要

素が 1行あたり平均 $f$ 個の $N$ 次行列の線形方程式を 1回当たり実数演算量 $O(fN)$ の処理を $N$ 回繰り返す

と, 正確な解が得られる. すなわちトータルの演算量 $O(fN^{2})$ で解ける. 実際は演算には数値誤差が入る
ため, 解法は繰り返し $N$ 回では正解に到達せず, 必要な精度に到達するまでには反復がより多く必要, も

しくは収束しない. 反復法により疎行列の線形方程式を解く技術は現在も発展の途上であり, 収束性を高め
る為の前処理法や, Krylov部分空間法の系統で対角シフトが異なる複数の問題を能率良く解く方法 [18] な
どが開発されつつある.

例: 一変数方程式の Robenius随伴行列の場合 右 Hessenberg形の「nobenius 随伴行列」の形と, 行交

換を行う $LU$-分解を用いる場合の $A-\rho I$ の $LU$-分解の記憶箇所を $\cross$ 印で示す. 最後の列以外は帯三重対角

形である (随伴行列 $A$ に balancingが施されていても同様). $LU$-分解の記憶に用いる非零要素数は $4N-4$
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である.

$\{\begin{array}{lllll}0 -a_{0}1 0 -a_{1} l . -a_{2} \ddots 0 | 1 -aN-1\end{array}\},$ $\{\begin{array}{lllll}\cross \cross \cross\cross \cross \ddots \cross \cross \ddots \cross \cross \ddots \cross | \cross \cross\end{array}\}$

例: 一変数方程式の一般化随伴行列の場合 右 Hessenberg形の「一般化随伴行列」の形と, 行交換を行う
LU$arrow$分解を用いた場合の, $A-\rho I$ の $LU$-分解の記憶箇所を $\cross$ 印で示す (一般化随伴行列 $A$ に balancing が
施されていても同様). 最後の列以外は, 対角線の下側 1本, 上側 2本の帯行列である. $LU$-分解の記憶に
用いる非零要素の数は $5N-7$ になる.

$\{\begin{array}{llllll}0 l/2 \gamma_{0}1 0 1/2 \gamma_{1} 1/2 0 \ddots \gamma_{2} 1/2 \ddots l/2 \vdots \ddots 0 \vdots 1/2 \gamma_{N-1}\end{array}\},$ $\{\begin{array}{llllll}\cross \cross \cross \cross\cross \cross \cross \ddots \cross \cross \cross \ddots \cross \cross \cross \ddots \cross \vdots \ddots \cross \vdots \cross \cross\end{array}\}$

例: $LU$-分解 (行列 $A$ は必要な要素だけを記憶). 分解後の $LUx=b$ の解法 ( $x$ と $b$ は記憶を共用).

$|$ 右 $Ii$.ssenberg形の随伴行列専用 LU-分解 :1 前進消去:Ly. $b$ .
lA $–>$ LU, (行ピボット交換). do $k\cdot 1$ . n-l
$|$ 右半帯幅 $rh\cdot 0$ は $r_{FrobonlusJ}$ , $ip-$ipiv(k)
$|rh\cdot 1$ は「 $=$般化」 の随伴行列. $t-x(ip);z(ip)-x(k);z(k)$ 碗鴎 t

do $k\cdot 1,$ $n-1$ $x(k*1)\cdot x(k+1)-A(k+1,k)*t$

$amx\cdot abs(A(k,k))$ ; $ip\cdot k$ enddo
if $($abs $(A(k*1.k))>anx)$ then 1 後退代入 :U $X$ $y$ .

$amx\cdot ab\iota(A(k*l,k))_{j}$ $ip\cdot k*1$ do $k\cdot n$ . $1,$ $-1$

endif $t-x(k)/A(k,k);r(k)-t$
ipiv(k) $-$ ip if $(k\cdot-n)$ then
if (ip /$\cdot$ k) then do $i\cdot n-1.1$ . $-1$

do $j$ . $k$ , $\min$ $(k*1*rh$ . $n-1)$ 罵 (1) $\cdot x(i)-A(1,$ $n)*t$

$t\cdot A(k,j):A(k.j)\cdot A(lp.j):A(lp.j)\cdot t$ enddo
enddo else
$t\cdot A(k,n):A(k,n)-A(1_{P^{n)}:}A(lp.n)arrow$ do $i\cdot k-1$ . $\max(k-1-rh. 1)$ . $-1$

endi$f$ $x(i)-x(i)-A(i,k)*t$
A $(k*1,k)-A(k*1,k)/A(k,k)$ enddo
do $j\cdot k*1$ . $n\ln(k*1*rh. n-1)$ .ndif

A $(k*1.j)\cdot A(k*1.j)-A(k*1,k)*A(k.j)$ .ロ ddo

enddo
A $(k*1,n)\cdot A(k*1 ,n)-A(k*l,k)*A(k,n)$

enddo

例: モニックな行列多項式の方程式と随伴行列 $A_{i}$ は $p$次の正方行列で $A_{n}=I_{p}$ . $P(x)\equiv A_{0}+A_{1}x+\cdots+$

$A_{n-1}x^{n-1}+I_{p}x^{n}$ とする. $\det P(x)=0$ の解は, Robenius類似の $n\cross p$ 次行列 $C$ の固有値であり, $(C-\lambda I)$

を係数とする線形方程式は, 通常の Frobenius 随伴行列の LU-分解法と同様にブロック単位の消去法で効
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率良く行える.

$C=\{\begin{array}{llll}0 -A_{0}I_{p} \ddots | \ddots 0 -A_{n-2} I_{p} -A_{n-1}\end{array}\}$

5 数値計算例

200次方程式を $P(z)=z^{n}+c_{2}z^{2}+c_{1}z+c0=0$ とする. 但し, $n=200,$ $c_{2}=-0.81078,$ $c_{1}=-9.0617301$ ,

$c0=10.53771414908$ . $P(z)$ の恥 obenius 随伴行列を balancingせずに固有値を求めた. フィルタを 「値シ
フト Chebyshev」型で, 次数 $k=30$ , パラメタ $\gamma=1$ とし, 実軸に近い $z=1$ 付近の零点を求めるべく区

間を [0.8, 1.2] に設定した. 複素乱数から作り Hermite 直交化した初期ベクトルの個数を 20とし, 特異値
切断の相対閾値は $10^{-6}$ とした. フィルタ出力の組 $Y=\mathcal{F}X$ の特異値分解で得た 20個の特異値の例を表 1
に掲げる. 相対閾値 $10^{-6}$ での $Y$ の有効階数 $r’$ は 6で, 切断後に残った 6個の特異ベクトルの組が張る部
分空間に対して Rayleigh-Ritz の方法で近似固有対を求めた. その Rayleigh 商を表 2に掲げる.

フィルタ対角化法の近似固有対を初期値とする (各対で独立の) 逆反復法による改良過程を表 3に示す. 表
中で $Q$ は近似固有ベクトルの Rayleigh 商を, RES は 2-ノルムで規格化した近似固有ベクトルの残差を表す.
フィルタ対角化法の与えた初期近似対は固有値が実軸から遠いほど残差 (逆反復法の初期値は表中で反復回

数 $0$ の行, その $RES$ の値 $)$ が大きい傾向がある. これは固有値が実軸から離れると, 値シフト Chebyshev 多
項式フィルタの透過率が減少し, 出力中の固有ベクトル成分の有効桁が丸め誤差の影響で減るからである.
本計算では行列が実であることを全く利用していない. また, レゾルベントの作用や逆反復法で必要な線

形方程式は, 上述の対角シフト付き随伴行列用の高速な解法を用いたが, 行列や $LU$-分解に必要な非零要
素だけを記憶する最適化は (行列の次数が大きいと極めて重要になるが) 施していない. この例の経過時間

は, intel Core2Duo E66002.$4GHz4MB$ L2のシステムの CPU コア 1個を用いて IEEE $64bit$ 浮動小数

点数により, フィルタ対角化で 6個の近似固有対を求めるまでの時間が 106 ミリ秒, その後に 6個の近似

固有ベクトル全てに逆反復を 2回ずつ適用して改良を施す時間が 22 $\overline{\neg\backslash }|)$秒であった.

$\sigma 1=4.9E-01$ $\sigma 1.7E$

表 $1:Y$ の特$I$値分布の例-. 09 $\sigma 16=4.0E-09$

$\sigma a=2.8E-01$ $\sigma 7=3$.lE–07 $\sigma 12=6.4B-09$ $\sigma_{17}=3.2E-09$

$\sigma s=2.2E-03$ $\sigma s=2$ .OE -07 $\sigma 1S=5.8E-09$ $\sigma 1S=2.8E-09$

$\sigma 4=1.3E-03$ $\sigma 0=1.6E-08$ $\sigma 14=5.3E-09$ $\sigma 19=2.2E-09$

$\sigma_{5}=2.4E-05$ $\sigma 10=1$ .OE -08 $\sigma_{15}=4$.lE–09 $\sigma_{2}0=l.5E-09$
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表 3: 逆反復法 (Rayleigh 商シフト) による近似固有対の改良.
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