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1 有限体上の第一原始多項式
$p\neq 0$ を素数、 $k,$ $K$ を有限体 $GF(p),$ $GF(p^{m})$ とする。 この場合、乗法群 $K\backslash \{0\}$ の生成元 (複数) を

$K$ の原始元と呼ぴ、原始元を根にもつ $k$ 上の多項式を原始多項式 (prinitive polynomi-al) という。 ところ

で原始多項式は複数個存在する。 そこでこれら複数の原始多項式にどのように番号を付けるかがこの発表
の出発点である。
一つの原始多項式 ($m$ 次の既約多項式でもある) を

$f(x)=x^{m}-a_{marrow 1}x^{m-1}-a_{m-2}x^{m-2}-\cdots-a_{0}\in k[x]$ (1)

とする。 $a_{i}\in k=GF[p)\simeq Z/(p)$ であるから、 $0\leq b_{i}\leq p-1$ で $a:\equiv b_{i}mod p$ なる整数 $b_{i}$ が一意的に存
在する。 そこで、 $n_{f}:=b_{m-1}p^{m-1}+\cdots+b_{0}\in Z$ を $f(x)$ の番号としようというのが我々の提案である。
更にこの番号付けは $m$ 次の全ての (既約とは限らない) $k$ 上多項式 $(p^{m}-1$ 個 $)$ に対しても適用する。
集合 $\{0,1, \cdots,p^{m}-1\}$ の部分集合 { $n_{f}|f(x)$ は原始 $t$ 多項式} を $\Sigma$ と置く。 そして、 $\Sigma$ の中で最小の

$n_{f}$ を番号にもつ原始多項式を $K$ の第一原始多項式 (lst primitive polynomial, 略して lst pp) と呼ぶこ

とにするのである。

予想 1

充分大なる $m$ に対し集合 $\Sigma$ は集合 $\{1, \cdots,p^{m}-1\}$ の中で at ra dom に分布している。

注意 1

原始多項式は擬似乱数 (閃 eudo random numbers) の作成に利用されているが、その集合は $\Sigma$ とは異なる。
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この予想 1が成立すると仮定すると次の結果を導くことができる。
$\alpha$ を一つの原始元とすれば、Galois 理論から $K=\{\alpha,\alpha^{2}.\cdots, 1(=\alpha^{p^{m}-1}), 0\}$ としてよい。 更に $\alpha^{r}$ を

abel 乗法群 $K\backslash \{0\}$ の生成元とすれば、 $gcd(k,p^{m}-1)=1$ . 従って $K$ の原始元の個数は $\varphi(p^{m}-1)$ , 但し
$\varphi$ は Euler 関数である。そのうち $m$ 個の共役元が一つの原始多項式を形成するから、異なる原始多項式の

個数は $\frac{\varphi[p^{m}-1)}{m}$ となる。

従つて予想 1が正しいと仮定すれば $\grave$ 第一原始多項式 $f(x)$ に対して $nf \approx\frac{}{\frac{\varphi(p^{m}-1)p^{m}-1}{m}}=\frac{m(p^{m}-1)}{\varphi(p^{m}-1)}$ と $\neq$

想される。 実は表題の the lst presupposed primitive polynomial(略して lst PPP) はこのような多項式を
指す。
ここで lst PP と lst PPP を比較する為に $p=2$ の場合ではあるが、 34次までの殆ど全ての既約多項式が

載っている Peterson,W.W. and Weldon, E.J.: Error-Correcting Codes, 2nd ed. MIT Press (1972) [9] を
選ぶことにしよう (次頁表 1)。

ところで、表 1の中で $m=14$,lst pp $=63(43)$ と記しているところは、数式処理システム GAL (General
Algebraic Language/Laboratory) で記述した自作の procedure を使って計算した結果、 63は真の lst PP
でないことが判明し、 43に修正したものである。 このような修正が 8例もあったことは大変意外であった。
この表で、不等式 lst pp $<1$st ppp の成立している場合は $16$

、 等式 lst pp $=lst$ PPP の成立している
場合は 2、不等式 lst pp $>1$st ppp の成立している場合は 15である。我々の予想 1がほぼ成立していると
判断できそうな結果である。

2 第一原始多項式を求めるアルゴリズム

ここで簡単な procedure を作るための algoritlu の説明に入ろう。所謂 Shift Register Algoritlhm([5], [7])
と呼ばれているものの典型的な一つで、番号付 $nf$ を採用する根拠の一つを与えるものである。
式 (1) に戻ろう。 このとき同形

$\epsilon:K=k\alpha^{m-1}\oplus k\alpha^{m-2}\oplus\cdots\oplus k\simeq k[x]/(f(x))=k^{m}$

が存在している。 ここでは、 $k[x]/(f(x))$ を $k$ 上 $m$ 次元空間と見倣している。 又、 1対 1写像

adic: $Z\ni n=a_{m-1}p^{m-1}+a_{m-2}p^{m-2}+\cdots+a_{0}\mapsto(a_{m-1},a_{m-2}, \cdots, a_{0})\in k^{m}$ ,
$0\leq a_{i}\leq p-1,i=1,2,$ $\cdots,m-1$

も定義しておく。
そして、 対応 $Karrow^{\epsilon}k^{m}$ ( $k$ 上の $m$ 次元ベクトル空間) $arrow madic$ 桁の ?進数の集合:

$u_{m-1}\alpha^{m-1}+u_{m-2}\alpha^{m-2}+\cdots+u_{0}\mapsto^{\epsilon}(u_{m-1},u_{marrow 2}, \cdots,u_{0})^{\underline{adlc}}u_{m-1}p^{m-1}+u_{m-2}p^{m-2}+\cdots+u_{0},$ $u_{i}\in k$

を考えることができる。
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$\frac{m1stpp2^{m}-1\frac{A^{Ii}-1}{\varphi(2^{m}-.1)150}1stppp}{2333}$

33
4 3
5 5
6 3
7 3
8 29

7 1.17 4
3.5188 8

31 103 5
$3^{2}\cdot 7$ 1.75 11

127 101 7
$3\cdot 5\cdot 17$ 199 16

9 $7\cdot 7$ 1ユ 18 11
10 $3\cdot 11\cdot 31=1023$ 1.71 17
11 5 $23\cdot 89=2047$ 106 12
12 83 $3^{2}\cdot 5\cdot 7\cdot 13=4095$ 237 28
13 8191 100 13
14 3 $\cdot 43\cdot 127=16383$ 154 22
15 $7\cdot 31\cdot 151=32767$ 121 18
16 3 $\cdot 5\cdot 17\cdot 257=65535$ 200 32
17 131071 100 17
18 129(39) $3^{s}\cdot 7\cdot 19\cdot 73$ 187 34
19 524287 100 19
20 9 $3\cdot 5^{2}\cdot 11\cdot 31\cdot 41$ 218 44
21 5 $7^{2}\cdot 127\cdot 337$ 118 25
22 $3\cdot 23\cdot 89\cdot 683$ 159 35
23 33 $47\cdot 178481$ 1.02 23
24 135(27) $3^{2}\cdot 5\cdot 7\cdot 13\cdot 17\cdot 241$ 253 61
25 931 $\cdot 601\cdot 1801$ 104 26
26 3 $\cdot 2731\cdot 8191$ 150 39
27 7 $\cdot 73\cdot 262657$ 118 32
28 $3\cdot 5\cdot 29\cdot 43\cdot 113\cdot 127$ 202 57
29 5 $233\cdot 1103\cdot 2089$ 1.01 29
30 8388615(83) $3^{2}\cdot 7\cdot 11\cdot 31\cdot 151\cdot 331$ 2.01 60
31 2147483647 100 31
32 300811(175) $3\cdot 5\cdot 17\cdot 257\cdot 65537$ 2.00 64
33 7 $\cdot 23\cdot 89$ .599479 123 41
34 3 $\cdot 43691$ .131071 150 51

表 1; lst PP と lst PPP の表 (Peterson, W.W. and Weldon, E.J. [9]).
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特に上の対応で

$1\mapsto^{\epsilon}(0,0, \cdots, 0,0,1)^{\underline{adic}}1$ ;
$\alpha\mapsto^{\epsilon}(0,0, \cdots, 0,1,0)^{\underline{u1ic}}p$ ;

$\alpha^{2}\mapsto^{\epsilon}(0,0, \cdots, 1,0,0)^{\underline{adlc}}p^{2}$ ;

$\alpha^{m-1}\mapsto^{\epsilon}(1,0, \cdots,0,0,0)^{\underline{adic}}p^{m-1_{i}}$

$\alpha^{m}\mapsto^{\epsilon}(a_{m-1},a_{m-2}, \cdots,a_{0})^{\underline{adlc}}a_{m-1}p^{m-1}+a_{m-2}p^{m-2}+\cdots+a_{0}$;
$\alpha^{m+1}\mapsto^{\epsilon}(a_{marrow 1}^{2}+a_{m-2}, a_{m-1}a_{m-2}+a_{m-S}, \cdots,a_{m-1}a_{1}+a_{0},a_{marrow 1}a_{0})$

$\underline{adlc}(a_{m-1}^{2}+a_{m-2})p^{m-1}+(a_{m-1}a_{m-2}+a_{m-3})p^{m-2}+\cdots+(a_{m-1}a_{1}-a_{0})p+a_{m-1}a_{0}$ ;

である。 一般に $\alpha^{i}=k_{marrow 1}\alpha^{m-1}+k_{m-2}\alpha^{m-2}+\cdots+k_{1}\alpha+k_{0},1\leq i\leq p^{m}-1$ に対して

$\alpha^{i+1}=\alpha(k_{m-1}\alpha^{m-1}+k_{m-2}\alpha^{m-2}+\cdots+k_{1}\alpha+k_{0})$

$=k_{m-1}\alpha^{m}+k_{m-2}\alpha^{m-1}+\cdots+k_{1}\alpha^{2}+k_{0}\alpha$

$=k_{m-1}(a_{m-1}\alpha^{m-1}+a_{m-2}\alpha^{m-2}+\cdots+a_{1}\alpha+a_{0})+k_{m-2}\alpha^{m-1}+\cdots+k_{1}\alpha^{2}+k_{0}\alpha$

$=(k_{m-1}a_{m-1}+k_{m-2})\alpha^{m-1}+(k_{m-1}a_{m-2}+k_{m-3})\alpha^{m-2}+\cdot\cdot\cdot$ $+(k_{m-1}a_{1}+k_{0})\alpha+(k_{m-1}a_{0})$

であるから、 $\alpha^{i+1}$ の銑進数表示は

$(k_{m-1}a_{m-1}+k_{m-2}, k_{m-1}a_{m-2}+k_{m-3}, \cdots, k_{m-1}a_{1}+k_{0}, k_{m-1}a_{0})$

である。

そこで、ベクトル空間の間の関数 $\tau_{f}$ を

$\tau_{f}((k_{m-1}, k_{m-2}, \cdots, k_{0}))=(k_{m-1}a_{m-1}+k_{m-2},k_{m-1}a_{m-2}+k_{m-3}, \cdots, k_{m-1}a_{1}+k_{0},k_{m-1}a_{0})$

で定義する。 $\tau_{f}$ は $\tau_{A}$ と記すこともある、但し $A$ は $(a_{m}, a_{m-1}, \cdots, a_{0})=$ adic $(n_{f})$ のことである.

この関数 $\tau f$ は procedure の中に implement することは容易である。また、上の解説の第 $m$行は $\alpha^{m}\mapsto^{e}$

$(a_{m-1}, a_{m-2}, \cdots, a_{0})=\tau_{f}^{m}(adic(1))$ であることを注意しておく。
ところで、 $\alpha$ が原始根であるための必要十分条件は、等式 $K-\{0\}=\{\alpha, \alpha^{2}, \cdots,$ 班 $- 1(=1)\}$ の成立す

ることである。従って上の $\alpha^{i}$ に対応する $\tau_{f}^{1}$ (adic(1)) が重複無く現れてくる必要がある。その個数は $p^{m}-1$

で、 又その時に限り $f(x)$ は原始多項式になるといえる。
さて、 ここで一般の $m$ 次多項式 $g(x)\in k[x]$ を考えてみる。

$g(x)=x^{m}+c_{m-1}x^{m-1}+c_{m-2}x^{m-2}+\cdots+c_{0}$ (2)

とおく。前述の記号を拡張して踏襲すれば $\tau_{g}=\tau_{adlc(n_{g})}$ であり、 adic$(n_{g})=(c_{m-1}, c_{m-2}, \cdots , c_{0})$ である。

又前述の a出$c$ の定義から明らかに adic(1) $=(0,0, \cdots, 1)$ である。

$g(x)=0$ の根を $\beta$ とすれば、 $f(x)$ の場合と全く同様に $\{\beta,\beta^{2}, \cdots, \beta^{p^{m}-1}\}$ に対応する $m$ 次のベクト
/1/の列

$\tau_{g}$ (adic(1)), $\tau_{g}^{2}$ (adic(1)), $\cdots,$
$\tau_{g}^{p^{m}-1}$ (adic(1)) が現れてくるが、 $g(x)$ が原始で無いとすれば、適当な

$1\leq i<i\leq p^{m}-1$ で $\tau_{g}^{i}$ (adic(1)) $=\tau_{g}^{j}$ (adic(1)) となる。 このとき $s= \min\{j-i\}$ を $g$ (或いは adic $(n_{g})$ )
の周期 (period) と呼ぶ。再び原始多項式 $f(x)$ にもどれば $\tau_{f}$ の周期は $p^{m}-1$ であると言える。 Cf. [2].
周期に関して計算の時間を短縮する都合の良い次の補題がある。
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補題 1

$g$ の周期を $s=k-j$ とするとき、 $1\leq l\leq m$ なる整数 $l$ が一意的に存在して $\tau_{g}^{i}(adic(1))=\tau_{g}^{j}$ (adic(1)) $=$

$\tau_{g}^{l}$ (adic(1)) が成立する。

そこで、我々の lst pp を求めるアルゴリズムは $\tau_{adic(1)}$ の周期 $\rangle$ $\tau_{adic(2)}$ の周期, ... と進んで行き, 初め
に $\tau_{u11c(n)}$ の周期が $p^{m}-1$ となったとき、ベクトル adic $(n)$ の座標を $m-1$ 次以下の項としてもつ $m$ 次

monomial な多項式が lst pp” と言える。 従って $n$ を求める procedure はアルゴリズム 1のようになる。
( $\{\}$ の中の文はコメントを表す。)

アルゴリズム 1(lst pp の計算)
Input: $p,$ $m$

Output: $n$ {lst PP $f$ の番号 $n_{f}$ }
1: for all $i=1,$ $\ldots,p^{m}-1$ do $\{i=n_{f},$ $f:\alpha\in K$ の定義多項式 $\}$

2: for all $j=m+1,$ $\ldots,p^{m}-$ ldo{ $\alpha^{j}$ を計算}
3: if $\tau_{u1ic(i)}$ (adic$(j)$ ) $\in$ {adic(1), adic(2), . .. , adic$(m)$ } then
4: $narrow j$ ;{補題 1がみたされるならば, $\alpha$ の周期は $j$ }
5: for ループから出る;
6: end if
7: end for
8: if $n=p^{m}-$ lthen{ $\alpha$ の周期が $p^{m}-1\Leftrightarrow\alpha$は原始元のとき}
9: $narrow i;$ {$n_{f}=i$ なる $f$ が $k$ 上の lst pp}

10: for ループから出る;
11: end if
12: end for
13: retum $n$ ;

3 第一原始多項式の時間計算量に関する予想

ところで、 $n$ は上に紹介した procedure で原始多項式に到達する最小の時間を与えることになる。 従っ
て、 この時間が $m$ の多項式で近似できるかどうかが、第一原始多項式の Complexity 問題と言うことがで
きる。 つまり、若し我々の予想 1が正しいとして

問題 1
$C=m hmm\frac{p^{m}-1}{\varphi[p^{m}-1)}$ は $m$ の多項式で近似できるか ?

$p=2$ の場合であるが、表 1の $\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}$ はかなり小であるので、 $\lim_{marrow\infty}\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}<\infty$ ではないだろう

か ? という疑問が湧く。若し正しいとすれば、第一原始多項式 lst pp の Complexity が $m$ に関して linear,
即ち, $C\sim O(m)$ , であると言うことになる。然しそれは次の定理 1によって否定される。

定理 1
$L= \lim_{marrow\infty}\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}$ は有界とは限らなし $a_{0}$

証明 整数 3からはじまり次々に素数をならべて $r$ 番目が $q_{r}$ であるとする。即ち $3=q_{1}<q_{2}<\cdots<q_{r}$

は素数の列とする。
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更に $m$ は等式 $m=(q_{1}-1)(q_{2}-1)\cdots(q_{r}-1)$ を満たす整数とする。 $rarrow\infty$ のとき、 勿論 $marrow\infty$ で

ある。 このような $marrow\infty$ に対し、 極限 $\lim_{marrow\infty}\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}$ を計算してみよう。

$q_{j}\neq 2$ であるから Fermat の小定理により $q_{j}|2^{q_{j}-1}-1$ for $i=1,2,$ $\cdots,$ $r$ 更に $2^{q_{f}-1}-1|2^{m}-1$ for
$j=1,2,$ $\cdots,$ $r$ であるから $q_{j}-1|m$ ならば $q_{j}|2^{m}-1$ 従って $2^{m}-1=q_{1^{1}}^{c}q_{2^{2}}^{c}\cdots q_{r}^{c_{r}}q_{r+1}^{c_{r+1}}\cdots q_{s}^{c}$ for $r\leq S$ ,
しかも $1\leq\alpha$ for $1\leq i\leq r$ が成立する。故に

$\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}=\{\frac{11}{(1-\frac{1}{q\iota})(1-\frac{1}{q_{2}})}\cdots\frac{1}{(1-\frac{1}{q_{r}})}\}\{\frac{1}{(1-\frac{1}{q_{r+1}})}\cdots\frac{1}{(1-\frac{1}{q})}\}$

$\geq\frac{11}{(1-\frac{1}{q_{1}})(1arrow\frac{1}{q_{2}})}\cdots\frac{1}{(1-\frac{1}{q_{r}})}$

$=(1+ \frac{1}{q_{1}}+\frac{1}{q_{1}^{2}}+\cdots)(1+\frac{1}{q_{2}}+\tau_{2}^{1}q+\cdots)\cdots(1+\frac{1}{q_{r}}+\frac{1}{q_{r}^{2}}+\cdots)$

$= \sum_{(a1,a_{2},..,a_{r})}.\frac{1}{q_{1}^{a_{1}}q_{2}^{a_{2}}\cdots q_{r^{f}}^{a}}$

そこで

$\lim_{marrow\infty}\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}=farrow\infty\lim_{(a_{1}=0,a_{2}}\sum_{=0_{1}\cdot,a_{r}=0)}^{(\infty,\infty,\cdots}.\frac{1}{q_{1}^{a_{1}}}\frac{1}{q_{2^{2}}^{a}}\ldots\frac{1}{q^{a_{f}},}.’\infty)$

を一時的に $L$ と置いてみよう 1 。 任意の正の整数 $n$ は
$\text{適_{}1}$

当な $s,$ $r$ に対 1して一意的に $n=2^{t}q_{1^{1}}^{a}q_{2_{1}^{2}}^{a}\cdots q_{r}^{a_{r}}$
と

表されるから $1+ \frac{1}{2}+\cdots+\frac{1}{n}+\cdots=L+\frac{1}{2}L+\cdots+\frac{1}{2^{l}}L+\cdots=\frac{1}{1-\frac{1}{2}}L=2L$. $1+ \frac{1}{2}+\cdots+\overline{n}+\cdots$ が

有界で無いから、 $L=$ $\lim$$m arrow\infty\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}$ も有界ではない。 1

さて $L= \lim_{marrow\infty}\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}$ が有界である場合として $2^{m}-1$ が素数である場合が考えられる。有名な

Mersenne 素数の場合である。 Mersenne 素数が無限個存在することは未だ証明されていない。従って $L$ の

素数 $(2^{m}-1)arrow\infty$ に対する極限を考えることは無意味である。 然し Merseme 数なら、即ち $L$ の素数
$marrow\infty$ に対する極限を考えることは意味がある。 そして次の定理を得る。

定理 2
$L= \lim_{*\Re marrow\infty}\frac{2^{m}-1}{\varphi(2^{m}-1)}=1$ , 即ち、 素数 $marrow\infty$ に対し $C\sim O(m)$ .

証明 $p$ を 2と異なる素数とする。更に Mersenne数 $M_{p}=2^{p}-1$ の任意の素数因子を $q$ とする。 $q|2^{p}-1$ ,
即ち $2^{p}\equiv 1mod q$ . そこで、乗法群 $Z/(q)\backslash \{0+(q)\}$ の元 2 $mod q$ の位数を $h$ とすれば $h|p$ , 然し $P$ は素

数であるから $h=p$. さて、 フェルマーの小定理から $2^{q-1}\equiv 1mod q$ , 従って $p|q-1$ , 故に $k’= \frac{q-1}{p}$ と

おけば $q-1=k’p_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$一方、 $q-1$ $|$は偶数であり 、 $p\neq 2$ であるから整数 $k$ が存在して $q=2kp$
カ

1となる。

次に
$2^{p}-1= \prod_{i=1}q_{1}^{r_{\ell}}$

, 但し $q_{i}$ は素数とする。 勿論 $q_{i}\neq 2$ . このとき
$\varphi(2^{p}-1)=\prod_{i=1}\varphi(q_{1}^{r\iota})=$

$\prod_{\dot{1}\overline{arrow}1}^{t}q_{i^{i}}^{r}(\begin{array}{l}1-\underline{1}q_{|}\cdot\end{array})\cdot q_{1}<q_{2}<\ldots<q_{t}$ と仮定すれば、前述の説明から $q_{i}=2k_{i}p+1$ と置ける。従つて

$(2p+1)^{t} \leq(2k_{1}p+1)^{t}\leq\prod_{\dot{*}+1}^{t}(2k_{1}p+1)^{r}‘=2^{p}-1$ .

これ $B_{1}$ ら
$\tau$ Neに $(2p)^{t}<2^{p}$ としてav $a_{\text{。}}$ oeって $t< \frac{p}{1+\log_{2}p}$ .

そこで $\lim_{*\Re parrow\infty}\frac{2^{p}-1}{\varphi(2P-1)}=\prod_{1=1}^{t}(1-\frac{1}{q_{*}})^{-1}<(1arrow\frac{1}{q_{1}})^{-t}=(1+\frac{1}{2k_{1}p})^{t}<(1+\frac{1}{2p})^{\frac{}{1+I\text{。}*2P}}$ .
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計算のため $s$ $:=\log_{2}p$ とおけば $(1+ \frac{1}{2p})^{\frac{}{\iota+1\circ\iota 2p}}=(1+\frac{1}{2^{\epsilon+1}})$拍であり、 $Parrow\infty$ ならば $sarrow\infty\neg_{\backslash }^{\eta}$

ある o 従つて素数 lipm$arrow\infty$

$\frac{2^{p}-1}{\varphi(2^{p}-1)}=\lim_{earrow\infty}(1+\frac{1}{2^{s+1}})^{ffi_{\urcorner}^{+1}}=\lim_{*arrow\infty}e^{*}*=1$. I

次に、 Conway $[$4$]$ の代数閉体 $on_{2}$ の部分体 $GF(2^{2^{1}})$ に対し $\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{2^{2^{t}}}\frac{2^{2^{\iota}}-1}{\varphi(2^{2^{2}}-1)}$ を計算してみよう。

定$g$ $

$t arrow\infty hm\frac{1}{2^{2^{l}}}\frac{2^{2^{\ell}}-1}{\varphi(2^{2^{t}}-1)}=0$ , 即ち、 体 $On_{2}$ の部分体達に対し $C\sim o(m^{2})$ である。

証明 先ず因数分解 $2^{2^{t}}-1=(2^{2^{(t-1)}}-1)(2^{2^{(t-1)}}+1)$ が成立する。 次に $2^{2^{\langle t-1)}}-1$ と $2^{2^{(t-1)}}+1$ との共通

素因子は存在しない。 何故なら, $c$ を一つの共通素因子とすれば $2^{2^{(t-1)}}\equiv 1mod c$, 且つ $2^{2^{(t-1)}}\equiv-1mod \iota,$.
従って $1-(-1)=2\equiv 0mod c$ . 故に $c=2$ より矛盾。
さて $2^{2^{(t-1)}}+1$ の因子となる一つの素数 $q$ をとると、初の因数分解から $q$ は $2^{2^{1}}-1$ の因子であり、

$2^{2^{t}}\equiv 1mod$
$q$ が成立。 一方、乗法群 $Z/(q)\backslash \{0+(q)\}$ の元 $2+(q)$ の位数を $g$ とすれば $g|2^{t}$ であるか

ら、 或る $1\leq i\leq t$ に対して $g=2^{i}$ が成立。 同様に、 若し $q$ が $2^{2^{\langle\ell-1)}}-1$ の素因子であれば、或る
$1\leq j\leq t-1$ が存在して、 $g=2^{j}$ が成立する。従って、 $2^{2^{t}}-1$ の素因子で $2^{2^{(t-1)}}-1$ の素因子でない、
即ち $2^{2^{(tarrow 1)}}+1$ の素因子である為}こ 12 $g=2^{t}$ となる。 他方 Fermat の小定理から $g|(q-1)$ , 従って整数 $k$

が存在して $q=kg+1=k2^{t}+1$ .
初めの因数分解より、 このような $q$ は $2^{2^{(t-1)}}+1$ の素因子でなければならないし、逆に $2^{2^{(t-1)}}+1$ の素
因子はこのような表現 $k2^{t}+1$ を持つ。
ここで $2^{2^{(t-1)}}+1$ の素因子を次のように取る。 $2\neq q_{1}<q_{2}<\cdots<q_{*}$ . このとき、 $\epsilon\geq i\geq 1$ に対し、

$2^{2^{(\iota-1)}}+1=q_{1}^{r_{1}}q_{2^{2}}^{r}\cdots q_{*}^{r}\cdot,$ $r_{i}\geq 1$ , とおける。
前述の結果より、任意の $i$ に対し $2^{t}+1\leq q_{i}$ , 故に $(2^{t}+1)^{t1+’+\cdots+r}2\cdot\leq 2^{2^{(\ell-1)}}+1$ が成立。

$r=r_{1}+r_{2}+\cdots+r_{\iota}$ とおけば $(2^{t})^{r}\leq 2^{2^{(t-1)}}$ . 故に $tr \log_{2}2\leq 2^{(t-1)}\log_{2}2\Rightarrow r\leq\frac{2^{(t-1)}}{t}\Rightarrow s\leq-$

$\underline{2^{(t-1)}}$ .
翫

$\frac{2^{2^{\langle l-1)}}+1}{\varphi(2^{2}(t-1)+1)}=\prod_{1=1}^{*}\frac{q_{1}}{q_{i}-1}\leq\{\frac{1}{1-\frac{1}{q_{1}}}\}^{*}\leq\{\frac{1}{1-\pi^{1}}\}^{\epsilon}\leq\{\frac{1}{1_{2}^{1}-\urcorner}\}^{L^{\langle t\underline{arrow 1)}}}\leq ea\star^{L^{(l\underline{arrow 1)}}}=e^{*}$ .

従つて $\frac{2^{2^{l}}-1}{\varphi(2^{2^{l}}-1)}=\prod_{uarrow 0}^{t-1}\frac{2^{2^{u}}+1}{\varphi(2^{2^{u}}+1)}\leq e^{w^{()}}11+1I^{+}I1+\cdots+\iota u$, 故に

$t arrow\infty hm\frac{1}{2^{t}}\frac{2^{2^{t}}-1}{\varphi(2^{2^{l}}-1)}\leq\lim_{tarrow\infty}e^{-t\log 2\}(1+4+1+\cdots+:)}e$

$= \lim_{tarrow\infty}e^{1}e=\lim_{tarrow\infty}e\}(\gamma+(\log t-2t\log 2))$ .

ここで $\gamma$ は Eul-er の定数である。 ところで $\lim_{tarrow\infty}(1Ogt-2t\log 2)=-\infty$ , (何故なら $f(t)=\log t-2t\log 2$

に対し, $f(1)=-2\log 2<0,$ $f’(t)= \frac{1}{t}-2\log 2<0$ for $1<t$ であるから), $\#\ovalbox{\tt\small REJECT} tarrow 1\dot{m}_{\infty}\frac{1}{2^{\text{カ}}}\frac{2^{2^{1}}-1}{\varphi(2^{2^{l}}-1)}=0.1$

上の証明で Euler の定数 $\gamma=\lim_{tarrow\infty}1+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{t}-\log t$が登場してくるところは興味深 $A\searrow$ Cf. 高
木貞治著: 解析概論 (岩波書店) [15, p. 150].
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又、 定理 3は
$\grave$ 任意の素数 $q$ に対して $\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{q^{t}}\frac{2^{q^{t}}-1}{\varphi(2^{q^{t}}-1)}=0$ の成立という形で拡張される $\circ$

追記本稿表 1は Peterson-Weldon [9] から引用したものであるが、 多項式の表記は各項の位置を three
binary digits で記述してあるので、我々の記述に直すにはとても時間を要した。調べて行くうちに、文献
([1], [3], [6], [8], [10], [11], [13], [14]) のように非常に次数の高い原始多項式の載っているデータが多数存在
することが分ったが、その中に今回発表している数字 $n_{f}$ で多項式を表記する試みは一つもなかった。 多
分 N. Zierler and J. Brillhart ([13], [14]) の影響か、 3項 (trinomial) の原始多項式、 あるいは、符号理論
([2], [9]) の影響か、項の少ない (weight の低い) 原始多項式が調べられていた。勿論、殆どが lst PP でな
い、 これが今回の発表を促すことに繋がった。
既に注意したように、原始多項式が擬似乱数の作成に利用されている。 $\alpha\in GF(2^{m})$ を一つの原始多項

式 $x^{m}-c_{m-}ix^{m-2}-\cdots-$ co $\in GF(2)$ の根とするとき、列 $\epsilon(\alpha),$ $\epsilon(\alpha^{2}),$
$\cdots,$

$\epsilon(\alpha^{2^{m}-1})$ を raiidom bit と呼
んでいる。 $\Sigma$ は原始多項式達の分布であるから random bit とは異なる。

4 今後の研究課題

1. 予想 1の成立を検討するために $\Sigma$ の分布を研究する。一つの試みとして、 より高次な第一原始多項
式を求めてゆく必要がある。従って、 より計算時間の少ない procedure の開発、研究を行うつもりで
ある ([2], $[7|)$

。

2. 定理 2は、 $p\neq 2$ の場合、 $\lim_{\text{素数}marrow\infty}\frac{p^{m}-1}{\varphi[p^{m}-1)}=1$ と拡張される。 この発表で述べた予想, 問題, 定

理を標数 $p\neq 2$ の場合に拡張したい [12]。
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