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1 はじめに

$\mathcal{L}$ を定数記号 0,1, 関数記号 $\cap,\cup^{-}$ , 述語記号 $\subseteq$ を定めた一階述語言語とする. TSkolem は $\mathcal{L}$ の一階述話
論理式が決定可能であることを示した. しかし TSkolem の限定記号消去の方法は 1 っ $1$ っの限定記号を段
階的に消去するために非常に重い計算となる. 本研究では包括的プーリアングレブナ基底を使った新しい限
定記号消去法を紹介する.

2 ブーリアングレブナ基底

ブーリアングレブナ基底を次のように定義する.

定義 1全ての要素が寡等であるような、単位元をもつ可換環 $B$ をブール環とよぶ. ブール環 $B$ を係数と
する多項式環 $B[X_{1}, \ldots,X_{n}]$ のイデアル $\langle X_{1}^{2}-X_{1},$

$.$ . ., $X_{n}^{2}-X_{n}\rangle$ による剰余環をブール多項式環とよび、
$B(X_{1}, \ldots,X_{n})$ で表す. プール多項式環におけるグレブナ基底をプーリアングレブナ基底とよぷ.

プール多項式についての単項式簡約は次のように定義する.

定義 2 ブール多項式 $f=a\alpha+$ んによる単項式簡約 $arrow f$ を

$b\alpha\betaarrow_{f}b(1+a)\alpha\beta+ba\beta h$

と定義する (ただし $ab\neq 0$ とする)

体を係数とする多項式環と違う点は、項として簡約できたとしても係数によっては簡約できないことである.
例えば $\{1\}*X*Y$ を $\{2\}*Y+\{1,2\}$ て簡約を試みても $\{1\}(1+\{2\})*X*Y+\{1\}*\{2\}*\{1,2\}*X=\{1\}*X*Y$

となり元の式と変わらない. また簡約が成功したしても必ず次数が下がるとは限らない.例えば $\{$ 1, $2\}*X*Y$
を $\{2\}*Y+\{1,2\}$ で簡約すると $\{1\}*X*Y+\{2\}*X$ となる. 先頭項は共に $X*Y$ となっている. しか

し簡約前と簡約後の先頭項が同じ場合でも係数は必ず小さくなる. よって簡約が無限に行われることはない.
この現象は係数のプール環が整域ではないために生じる. また多項式 $\{1\}*X+\{2\}$ にたいして定数 {2} を
掛ける。すると多項式は {2} となり先頭項が変化する. このためにプール多項式環では同値関係 $rightarrow Fr$ とイデ
アル $\langle F\rangle$ による同値関係は一般に一致しない. これらを解決するために次の用語を導入する.
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定義 3 プール多項式 $f$ が $lc(f)f=f$ を満たすとき $f$ はブー/レ閉であるという. $lc(f)f$ を $f$ のブーノレ閉包
とよび、 $bc(f)$ で表す.

以上の定義により与えられた多項式に対して先頭項の係数が $0$ になり、 先頭項が変化することはなくなる.
プール閉を用いることによってブーリアングレブナ基底の定義に必要な次に定理が成り立つことが示せる.
定理 1 $F$ をブール閉であるブール多項式の集合とする. 同値関係 $rightarrow F*$ はイデアル $\langle F\rangle$ による同値関係と一
致する. つまり任意のブール多項式 $f,g$ に対して $frightarrow Fg*\Leftrightarrow f-g\in\langle F\rangle$ が成り立っ.

以上より先ほどの単項式簡約を用いてブーリアングレブナ基底を定義することができる.

定義 4多項式の有限集合 $G$ が以下の 2っの性質を満たすとき、 $G$ はブーリアングレブナ基底であるとよぶ.. 任意のブール多項式 $f,g$ に対して $frightarrow Gg*\Leftrightarrow f-g\in\langle G\rangle$ が成り立っ.
$arrow G$ がチャーチ. ロッサー性をもっ. つまり任意のプール多項式 $f,g$ ,んに対して

$frightarrow cg*\Leftrightarrow$ ョ$hfarrow\sigma^{h},g*arrow ch*$

が成り立っ.

定理 2 $G$ をブール閉である多項式の有限集合とする. このとき $G$ がブーリアングレブナ基底であることは
任意の多項式 $f,$ $g\in G$ にたいして $SP(f,$ $g)arrow G*0$ が成り立っことと一致する.

上記の定理はブーリアングレブナ基底の計算も係数が体のときと同じようにできることを示している.注意
しなければならないことは計算途中に現われたプール多項式をプール閉としなければならないことである.
また簡約ブーリアングレブナ基底は一意に定まらない. しかし次にような性質を持つ.

定理 3 $G$ を簡約ブーリアングレブナ基底とする. このとき $G$ の任意の要素はブール閉である.

ブーリアングレブナ基底の一意性を得るために次の定義を行う.

定義 5 $G$ を簡約ブーリアングレブナ基底とする. 任意の異なる多項式 $f,$ $g\in G$ にたいして $LT(f)\neq LT(g)$

が成り立つとき $G$ は分層プーリアングレブナ基底であるとよぶ.

例として 2つのイデアル $\langle\{1,2\}*X\rangle$ と $\langle\{1\}*X,$ $\{2\}*X\rangle$ を考える. これらは同じイデアルの簡約プーリ
アングレブナ基底となっている. しかし前者は分層ブーリアングレブナ基底となるが、後者はならない. こ
のような条件を加えることによりブーリアングレブナ基底の一意性が得られる.

定理 4 $G,$ $H$ は $(G\rangle=\langle H\rangle$ を満たす分層ブーリアングレブナ基底であるとする. このとき $G=H$ が成り
立つ.

ブール多項式に関しては以下の 2つの定理が成り立っ.

定理 5零点定理
$I$ をブール多項式環 $B(\overline{X})$ のイデアルとする. このとき

$V(I)=\emptyset\Leftrightarrow$ ョ$a\in B$ $a\in I$ $\omega \mathfrak{g}$形の零点定理)

が成り立っ. また $I$ が有限生成であると仮定する. このとき

$f(X)\in I\Leftrightarrow\forall a\in V(I)f(\overline{a})=0$ (強形の零点定理)

が成り立っ.
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定理 6拡張定理
$I$ をブール多項式環 $B(\prime i,\overline{X})$ のイデアルとする. このとき任意の $\overline{a}\in V(I\cap B(X))$ にたいして $(\overline{a}, \overline{b})\in V(I)$

となる $\overline{b}$ が存在する.

拡張定理は本研究で重要な役割を果たす. また包括的グレブナ基底を次のように定義する.

定襲 6 $I$ を係数が環 $R$ である多項式環 $R[\lrcorner 4,\overline{X}]$ のイデアルとする. このとき有限集合 $G\subseteq I$ が包括的グ
レブナ基底であるとは、 $R$ の拡大環 $R’$ の任意の要素あにたいして、 $G(\overline{a})=\{g(\overline{a},\overline{X})|g\in G\}$ が $I(\overline{a})=arrow-$

$\{f(\overline{a},X)|f\in I\}$ のグレブナ基底となることと定義する.

プール多項式環のイデアルにおける包括的グレブナ基底を包括的ブーリアングレブナ基底と呼ぶ.

3 包括的ブーリアングレブナ基底を使った計算方法

与えられた論理式をプール多項式で表現にするために新しい記号を導入する. 述語記号 $sgl(X)$ は集合 $J_{t}’$

が singlton set であることを意味する. 定数記号 $s_{1},$ $s_{2},$ $\ldots$ は singlton set を表す. また $i\neq j$ ならば $s_{i}\neq Sj$

とする. 定数記号 $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots$ は singlton set の要素を表す. 以上の記号を使えば $s_{2}\cup s_{5}=\{a_{2},a_{5}\}$ と表すこ
とができる.

要素に関係する限定記号として $\text{ョ_{}1}$ と $\forall_{1}$ を使用する. $\text{ョ_{}1}xP(\{x\})$ と $\forall_{1}Q(\{x\})$ はそれぞれ $\exists X(sgl(X)\wedge P(X))$

と $\forall X(sgl(X)arrow Q(X))$ を意味する. また記号 $\in$ を使用する.x $\in$ A は $\{x\}\cap A=\{x\}$ を表す. $A\neq B$ は

$A+B\neq 0$ と等しい. よって $\exists_{1}x(x\in A+B)$ と表すことができる.

これらの記号を使用して, 与えられた論理式から存在記号の消去を行う. 次のような論理式を与える.

$\text{ョ_{}1}z_{1}\ldots \text{ョ_{}1}z\iota$ョ$Y_{1}\ldots$ ョ$Y_{m}\Phi(\{z_{1}\}\ldots\{z_{1}\},Y_{1}, \ldots Y_{m},X_{1}\ldots,X_{n})$

始めにこの論理式を次のような形に変換する. ここでゐはプール多項式とする.

$\text{ョ_{}1}z_{1}\ldots \text{ョ_{}1}z_{l}$ョ$Y_{1}\ldots$ ョ$Y_{m}( \bigwedge_{1=1}^{k}f_{1}(\{z_{1}\}\ldots\{z_{l}\},Y_{1}, \ldots Y_{m},X_{1}\ldots,X_{n})=0)$

次に $\{z_{1}\}\ldots\{21\}$ を $A_{1}\ldots A_{t}$ に置き換える. そして $Y_{1},$ $\ldots Y_{m},$ $X_{1}\ldots,X_{n}$ を変数,A$\sim$ .. $A\downarrow$ をパラメータと

し, ブロックオーダー $Y_{1},$ $\ldots Y_{m}\gg X_{1}\ldots,$ $X_{n}$ でのイデアル $\langle fi\cdots f_{k}\rangle$ の包括的ブーリアングレブナ基底を
計算する. このグレブナ基底は一般的に次のような形になる.

$p_{1}(Y_{1}, \ldots Y_{m},X_{1}\ldots,X_{n}, A_{1}\ldots A_{l})$ ,

$p_{r}(Y_{1}, \ldots Y_{m}, X_{1}\ldots,X_{n}, A_{1}\ldots A_{l})$ ,
$g_{1}(X_{1}\ldots,X_{n}, A_{1}\ldots A_{l})$ ,

$g_{\iota}(X_{1}\ldots,X_{n}, A_{1}\ldots A_{1})$ ,
$h_{1}(A_{1}\ldots A_{1})$ ,

$h_{t}(A_{1}\ldots A_{l})$

拡張定理から 2つの論理式
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$\text{ョ_{}1^{Z}1}\ldots \text{ョ_{}1}z\iota$ ョ$Y_{1}\ldots\exists Y_{m}(p_{1}=0\wedge\ldots\wedge p_{r}=0\wedge g\iota=0\wedge\ldots\wedge g_{s}=0\wedge h_{1}=0\wedge\ldots\wedge h_{t}=0)$

と

$\text{ョ_{}1^{Z}1}\ldots \text{ョ_{}1^{Z}t}(g_{1}=0\wedge\ldots\wedge g_{s}=0\wedge h_{1}=0\wedge\ldots\wedge h_{t}=0)$

は等しい. さらに拡張定理を適用することで次の論理式を得る.

$\text{ョ_{}1}z_{1}\ldots \text{ョ_{}1}z_{l}(h_{1}(\{z_{1}\}, \ldots, \{z\iota\})=0\wedge\ldots\wedge h_{t}(\{z_{1}\}, \ldots, \{z\iota\})=0)$

このとき $h_{1}(\{a_{n1}\}, \ldots, \{a_{nl}\})=0,$
$\ldots,$

$h_{t}(\{a_{n\text{、}}\}, \ldots, \{a_{n\iota}\})=0$を満たす $a_{n_{1}},$ $\ldots$ , 向に対して,

$\{g_{1}(X_{1}\ldots,X_{n},$ $\{a_{n_{1}}\},$
$\ldots,$

$\{a_{n\iota}),$ $\ldots,g_{*}(X_{1}\ldots,X_{n},$ $\{a_{n_{1}}\},$
$\ldots,$

$\{a_{n\iota})\}$

はブーリアングレブナ基底になる. よって $g_{1}=0\wedge\ldots\wedge g_{l}=0\wedge h_{1}=0\wedge\ldots\wedge h_{t}=0$ は論理式

$\text{ョ_{}1}z_{1}\ldots \text{ョ_{}1}z_{\iota}$ョ$Y_{1}\ldots$ ョ$Y_{m}( \bigwedge_{i=1}^{k}f_{i}(\{z_{1}\}\ldots\{z\iota\},Y_{1}, \ldots Y_{m},X_{1}\ldots,X_{n})=0)$

の解をパラメータを使って表している. これはグレブナ基底を使うことで得られる特徴の 1つである.

4 まとめ

包括的ブーリアングレブナ基底を使用することで, 限定記号消去の高速計算が可能になった. しかし本研
究で成功しているのは存在記号の消去だけである.今後は全称記号を含む論理式や. 集合の濃度に関する論
理式も扱えるようにしていきたい.
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