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1 はじめに

近似代数計算の応用として, ハイブリッド積分アルゴリズム [1, 2] が提案され, その有効性が確認されて
いる. 一般に, 被積分関数が有理関数で与えられる場合には数式処理による不定積分のアルゴリズムを用
いることができるが, 工学上の応用では, 有理関数の係数が定数で与えられるとは限らず, パラメータを含
む場合が多く考えられる. そのため, ハイブリッド積分の応用として, 本研究では不定積分に対するバイ
ブリッド計算の適用範囲を, 1変数有理関数からパラメータを持つ 1変数有理関数に拡張することを検討し
た. 本研究では, ヘンセル構成によるべき級数根を用いてハイブリッド積分を拡張する. 本研究の提案法に
よる不定積分の計算は, 工学や物理に現れるパラメータの微小摂動に関する計算に応用可能であり, 科学技
術計算において意義があると考えられる.

2 ハイブリッド積分
よく知られているように, 5次以上の多項式の根は一般に根号を用いては表せないため, 不定積分を陽的

な式で得ることは一変数有理関数の場合でさえ難しい. 不定積分が求められる場合でも代数的な数を含ん
だ計算は時間がかかる. また, 有理関数近似のような係数に浮動少数を含む場合, 代数的なアルゴリズムは
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適用できない. このような問題に対して, 近似代数の応用の一つとして一変数有理関数の近似不定積分を
求めるアルゴリズムが提案された. このアルゴリズムをハイブリッド積分と呼ぶ. ハイブリッド積分のアル
ゴリズムの概略は以下の通りである.

入力実係数の一変数有理関数 $P(x)/Q(x)$

出力 入力関数の近似不定積分

Stepl 入力関数の不定積分を有理関数項と超越関数項に分離する.

$\int\frac{P(x)}{Q(x)}$面 $= \frac{n(x)}{d(x)}+\int\frac{p(x)}{q(x)}$面

ここで, 近似 GCD を用いた近似Horowitz のアルゴリズムを適用する. もし AppGCD$(Q(x), Q’(x);\epsilon)=$

1ならば $n/d=0$ となる.

Step2超越関数項の積分を行う. まず, $q(x)$ の零点を Durand-Kemer 法で求める. $q(x)$ の係数は全て

実数なので, 零点は実数または共役複素対となる. $m$ を実根の数及び $n$ を共役複素根の数とすると

$\deg(q(x))=m+2n$ である. ここで, $q(x)$ の根を,

実の零点 : $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$ $a_{m}$

共役複素零点 : $b_{1}\pm ic_{1},$
$\ldots,$

$b_{n}\pm ic_{n}$

と表す.

Step3 $p(x)/q(x)$ の部分分数分解を計算する.

$\frac{p(x)}{q(x)}=\sum_{k\vec{-}1}^{m}\frac{e_{k}}{x-a_{k}}+\sum_{k=1}^{n}\frac{2(f_{k}x-b_{k}f_{k}-c_{k}g_{k})}{x^{2}-2b_{k}x+b_{k}^{2}+c_{k}^{2}}$

Step2で求めた零点から, 分母の各係数 $ek,$ $f_{k},$ $9k$ は留数定理により得られる. すなわち $r(x)–\overline{-}$

$p(x)/q’(x)$ としたとき, $ek,$ $f_{k},$ $g_{k}$ を次式で計算する.

$e_{k}$ $=$ $r(ak)$

$f_{k}$ $=$ ${\rm Re}\{r(b_{k}+ic_{k})\}$

$g_{k}$ $=$ ${\rm Im}\{r(b_{k}+ick)\}$

Step4積分公式を用いて解を得る.

$\int\frac{p(x)}{q(x)}dx$ $=$ $\sum_{k=1}^{m}ck\log|x-a_{k}|$

$+$ $\sum_{k\vec{-}1}^{n}f_{k}\log|x^{2}-2b_{k}x+b_{k}^{2}+c_{k}^{2}|-2g_{k}$arctan $( \frac{x}{c_{k}}-\frac{b_{k}}{c_{k}})$

例として, 次の有理関数の不定積分を求める.

$\frac{P(x)}{Q(x)}=\frac{1.1x^{2}.+x+0.001}{x^{S}+0001x^{2}+1.001}$
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ハイブリッド積分のアルゴリズムを適用すると, 近似的な不定積分は次の式になる.

$\int\frac{P(x)}{Q(x)}dx$ $=$ 0.69986675 $\log|x-1.0|+2.000666\log|x^{2}+1.001x+1.001|$

0.$5763499\arctan(1.1543160x+0.5777352)$

このように実係数の一変数有理関数の場合は結果を得ることができるが, ここで次式の Fatema の例題 [4]
について考える.

$\int\frac{1}{1+5x+ax^{2}+10x^{3}+5x^{4}+x^{6}}dx$ (1)

この場合, 分母の係数にパラメータを持つため Durand-Kerner 法が使えない. 係数にパラメータを持つ問
題は工学など応用問題に表れる. そこで, パラメータをもつ有理関数にもハイブリッド積分のアルゴリズム
が適用できるように拡張を考える.

3 ヘンゼル構成によるハイブリッド積分の拡張
3.1 ヘンゼル構成による多項式のべき級数根の計算
本研究では, 多項式の零点を近似的に得るために, 文献 [3] のヘンゼル構成の応用を検討した.
例として 2変数多項式 $f(x,u)=x^{2}-1-u$ を考える. $f(x,u)=0$ を $x$ について解けば, $x=\mapsto^{1+u}$

が解として得られる. この根を展開点 $u=s$ についてべき級数として表現できる. $s=0$ の場合, 次のよう
なべき級数根になる.

$\sqrt{1+u}=1+\frac{1}{2}u-\frac{1}{8}u^{2}+\frac{1}{16}u^{3}-\frac{5}{128}u^{4}+\cdots$

べき級数根を用いて次のように因数分解できる.

$x^{2}-1-u=(x-1- \frac{1}{2}u+\frac{1}{8}u^{2}-\frac{1}{16}u^{3}+\frac{5}{128}u^{4}+\cdots)(x+1+\frac{1}{2}u-\frac{1}{8}u^{2}+\frac{1}{16}u^{3}-\frac{5}{128}u^{4}+\cdots)$

この計算にはヘンゼル構成を用いることができる. ヘンゼル構成では、展開点 $s$ に対して,

条件 1: $f(x,u)$ の主係数 $f_{n}(u)$ にっいて $f_{n}(s)\neq 0$ である.

条件 2: $f(x, s)$ が無平方である.

という 2つの条件を仮定する. またこのような条件を満足しない展開点でもヘンゼル構成を計算する方法
が提案されており, これを拡張ヘンゼル構成と呼ぶ. これに対し, 上の条件を満足する展開点におけるもの
を一般ヘンゼル構成と呼ぶ. 1 パラメータの場合について述べると, ヘンゼル構成により得られるべき級数
は, 収束半径内で収束する.

3.2 ハイブリッド積分の拡張

例として, (1) 式の例題を考える. 分母の多項式は代数的に無平方である. 展開点を原点としたときの分
母のべき級数根はそれぞれ,

$-01879265880+0.00595254667Sa+\cdots$
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$\pm 2.607204659\pm 1.974492568i\pm(0.03964679224+0.06081333465i)a+\cdot\cdot\cdot$

$\pm 0.2011679530\pm 0.6760340071i\pm(0.03667051S92+0.01463027495i)a+\cdots$

のような 1つの実数根と 4つの複素数根が得られる. 近似 GCD のパラメータを $\epsilon=10^{-8}$ とし, これらの

根を用いてハイブリッド積分を求めると以下の式が得られる.

$\int\frac{1}{1+5x+ax^{2}+10x^{3}+5x^{4}+x^{5}}$ de

$=$ $\frac{\log|x+0.188+0.0059a|}{5.93-0.321a}+\frac{-12.4+0.307a}{159-11.7a}\log|x^{2}-2(0.201-0.0367a)x+0.497+0.00502a|$

$+ \frac{-4.98+1.\cdot 67a}{159-117a}\arctan\frac{x-0.201+0.0367a}{-0.676-0.0146a}$

$+ \frac{141+14.9a}{21709-4760a}\log|x^{2}-(5.21-0.0792a)x+10.7-0.447a|$

$+ \frac{-88.0+13.2a}{21709-4760a}\arctan\frac{x+2.61-0.0396a}{-1.97+0.0608a}$

べき級数の次数を大きくすることにより近似不定積分から値代入により求めた定積分が真の解に近づく. 但
し, べき級数根の収束範囲内に限られる. 収束半径は 1 パラメータの場合は根は 1変数べき級数になるの
で収束領域は円になる. これは, べき級数根の展開点から最も近い特異点までの距離となる. 従って, べき

級数根により構成された近似的ハイブリッド積分の収束半径はべき級数根の収束半径のうち最も展開点に
近い距離のものに制限される. 2 パラメータ以上になると, 多変数べき級数になるため, 収束領域は円でな
くなる領域になる.
ハイブリッド積分では, 近似 Horowitz のアルゴリズムにより有理関数項と超越関数項に分解される. こ

のとき超越関数項の分母は代数的に無平方である. 従って, 通常, パラメータに展開点を代入しても無平方
である. しかし, パラメータに展開点を代入したとき無平方にならない場合もある. 無平方にならない場合
は, 一般ヘンゼル構成によるべき級数展開が計算できない.
このような点はあらかじめ計算できる. 分母の多項式とそれを微分した多項式の終結式が零になる点を

求めることにより計算できる. この例では, 終結式の値は,

$108a^{5}-2275a^{4}-17000a^{3}+795000a^{2}-7100000a+20450000$

となり, 零点を求めると $a=10,$ $a=-2045/108$ が得られる. $a=10$ の時, ハイブリッド積分は次のよう
になる.

$\int\frac{1}{(1+x)^{5}}dx=\frac{-.0.250}{4.00x^{3}+0.999+399x+5.99x^{2}+1.00x^{4}}$

また, $a=-2045/108$ の時は次のような結果になる.

$\int\frac{108}{(2x^{3}+76x^{2}+216x+27)(3x-2)^{2}}$面 $=$ $\frac{-0.0576}{-0.666+0.999x}-0.0922\log|x-0.667|$

$+0.0959\log|x+0.131|+0.00175\arctan(0.363x+1.13)$

$-0.00187\log(x^{2}+6.20x+17.2)$

このように, 無平方にならない点では, 主変数 $x$ に関する積分の形が大きく異なる. よってこのような点
での積分は特別に扱う必要があると考えられる.
以上よりハイブリッド積分のアルゴリズムは, 以下のようにまとめられる.

入力 1 パラメータを持つ有理関数 $P(x, a)/Q(x, a)$ , 展開点 $s$ , べき級数根の次数
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出力 $a=s$ 近傍での $P(x, a)/Q(x, a)$ の近似不定積分

Stepl近似 Horowitz のアルゴリズムを行い, 有理関数項と超越関数項に分解する.

Step2展開点 $s$ に値を代入した超越関数項の分母の多項式が無平方でないなら, その展開点でのハイブリッ
ド積分を計算する. 特別な点であることを表示し, アルゴリズムを終了する.

Step3展開点 $s$ でのべき級数根をヘンゼル構成で求め, 超越関数項部分の近似不定積分を計算する. その
結果と有理関数項との和が近似解である.

4 ハイブリッド積分の誤差

4.1 絶対誤差による評価

本節では, ハイブリッド積分により得られた近似不定積分に値を代入することにより得られた定積分値
の誤差評価を数値的に行う.

1. Fateman の例題

$\int_{0}^{1}\frac{1}{1+5x+ax^{2}+10x^{3}+5x^{4}+x^{6}}dx$ (2)

2. 乱数によって係数を生成した関数

$\int_{0}^{1}\frac{-a^{2}+(53+23a^{3})x+(94+83a)x^{2}-86x^{3}+x^{4}}{-42-76a^{4}-65a^{3}x+(88a+25a^{2})x^{2}+28x^{4}+x^{6}}$面 (3)

これらの関数について, 展開点 $a=0$, べき級数の次数 $k=10$ , 近似 GCD のパラメータ $\epsilon=10^{-8}$ , 有効
桁数 15桁として Maple10で計算を行った. 真の値が不明であるが, パラメータの値があらかじめ決まっ
ている場合は, そのパラメータの値を代入し十分な有効桁数を取って数値積分すれば高精度の結果を得る
ことができる. それを真の値として Maple10の数値積分で行った結果を表にあわせて表示する. その値と
ハイブリッド積分との誤差は絶対誤差により評価した. 例に挙げた 2 っの問題について, 収束半径につい

ては正確に評価できないが, $a=0$ をべき級数の展開点に近い範囲において高精度で定積分値を求めること
ができた.
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表 2: (3) のハイブリッド積分の評価

4.2 拡張ヘンゼル構成を用いた不定積分の誤差

次式は, $a=0$ において分母の多項式が無平方ではなくなるため原点では積分の形式が異なりヘンゼル構
成が適用できない.

$\int_{0}^{0.1}\frac{75x-50+23a}{x^{2}-a-a^{3}}$血 (4)

従って, 前節のアルゴリズムでは, 特別な点として評価されてしまう. この周辺の振る舞いをみるために
は, この周辺の展開点で不定積分を計算する必要があり, 展開点の周辺の振る舞いはみることが困難にな
る. しかし, 拡張ヘンゼル構成を用いれば, 他の点と同様にべき級数根を求めることができる. 複数パラ
メータをもつ場合も同様に拡張ヘンゼル構成を用いれば可能である.
しかし, 無平方でない点とその周辺では主変数に関する不定積分の式の形が大きく具なるため, 得られた

近似不定積分を用いて定積分を求めた場合の誤差が問題になる.
つまり拡張ヘンゼル構成を用いた場合は, 次のようなより単純なアルゴリズムになる.

入カ パラメータを持つ有理関数 $P(x, a)/Q(x, a)$

出力入力関数の近似不定積分

Stepl拡張ヘンゼル構成を用いて, 分母の多項式のべき級数根を求める.

Step2 ハイブリッド積分を用いて不定積分を求める.

本論では数値的にこの方法で高精度な解が求まるかどうか数値的に確認する. 分母の多項式のべき級数根
は以下の通りである.

$\pm a^{1/2}+\frac{1}{2}a^{5/2}-\frac{1}{8}a^{9/2}+\cdots$

$a\geq 0$ のとき, このべき級数根を用いてハイブリッド積分のアルゴリズムにより不定積分を求めると以下の
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式が得られる.

$\int\frac{75x-50+23a}{x^{2}-a-a^{3}}dx$ $=$ $\frac{1}{2}(75a^{1/2}+\frac{75a^{5/2}}{2}-\frac{75a^{9/2}}{2}+\frac{75a^{13/2}}{2}-\frac{375a^{17/2}}{128}$

$+ \frac{525a^{21/2}}{256}-50+23a)x$

$\frac{\log|x-a^{1/2}arrow\frac{a^{b/2}}{2}\frac{a^{\mathfrak{g}/2}}{8}-\frac{a^{1S/2}}{16}+\frac{5a^{17/2}}{128}-\frac{7a^{21/2}}{/a266}|}{a\iota+\frac{a^{g/*}}{2}-\frac{a^{9/2}+}{8}+--+}$

$+$ $\frac{1}{2}(75a^{1/2}+\frac{75a^{5/2}}{2}-\frac{75a^{9/2}}{2}+\frac{75a^{1S/2}}{2}-\frac{375a^{17/2}}{128}$

$+ \frac{525a^{21/2}}{256}+50-23a)\cross$

$\frac{\log|x+a^{1/2}+\frac{a^{6/2}}{2}-\frac{a^{9/2}}{8}\frac{a^{1S/2}}{16}-\frac{6a^{17/2}}{128}\frac{7a^{21/2}}{/a266}|}{a^{1}+-\underline{O}^{9/2}}$

数値積分は前節の例と同様にパラメータがあらかじめ分かっているとして十分な精度で計算している. こ

れを真の値とし絶対誤差を示している. 表に示す通り, この例では展開点の近傍では十分な精度が得られて
いる. この方法では, 積分の形が変化するような特殊な点でも同じ手続きが取れるため, 計算がより単純に

なる. 精度や計算コストについてのアルゴリズムの比較を, 今後検討する必要がある.

5 結論

本稿では, 工学の応用上で重要な, パラメータを持つ有理関数の不定積分を求める方法として, ハイブ
リッド積分の適用範囲を拡張しヘンゼル構成を用いる方法を検討した. 提案法を数式処理システム MaplelO
上で実装し, パラメータに値を代入して数値計算により求めた定積分の近似値を真の値とし, 提案法によ
り得られる近似不定積分より求めた定積分値との比較を行った. その結果, べき級数の展開点に近い範囲に
おいて高精度の近似不定積分が求められることを示すことができた. また, 展開点での多項式が重根を持
つ場合にも適用可能な拡張ヘンゼル構成を用いてハイブリッド積分を求める方法を検討した. 本研究で行っ
た数値実験では拡張ヘンゼル構成を用いたハイブリッド積分により精度の高い近似不定積分を得ることが
できた. 今後, これら 2っの方法の比較を行っていく必要がある.
さらに, 解への収束がべき級数根の収束半径に依存することから, 近似値の精度とべき級数根の収束半径

の関係の理論的な検討も必要と考えられる. また本手法をより実用に近づけるために, 収束領域を数値的
に示す方法の検討も必要である.
本論の例題では 1 パラメータのみを扱ったが, 同様の検討を複数のパラメータを持つ有理関数の積分で

行わなければならない. また, 多重積分への拡張も検討課題としてあげられる.
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