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概要

2元 3次形式の空間に付随するゼータ関数は, 概均質ベクトル空間のゼータ関数
の本質的な初めての例として, 1970年頃に新谷卓郎氏により導入された. 1995年頃
になって, 大野泰生氏は, ゼータ関数の係数表を書き出すことで, これらの間に極
めて簡単な関係式があることを予想した. これは中川仁氏によって証明された. 本
稿では, これらの結果の紹介と, この関係式の類似についての, 大野泰生氏・ 若槻
聡氏との共同研究の解説を行う. また関連する話題, 特に類体論との関係について
も触れる.

1 主定理

まず大野泰生氏・ 若槻聡氏との共同研究 [OTW], [OT] によって得られた定理の紹介
から始める. $V(\mathbb{Q})$ を有理数体 $\mathbb{Q}$ 上の 2変数 3次形式のなすベクトル空間とする :

$V(\mathbb{Q})$ $:=\{x(u, v)=au^{3}+bu^{2}v+cuv^{2}+dv^{3}|a, b, c, d\in \mathbb{Q}\}$ .

本稿では $V(\mathbb{Q})$ の元を $x=x(u, v)=au^{3}+bu^{2}v+cuv^{2}+dv^{3}$ と表す. $V(\mathbb{Q})$ と $\mathbb{Q}^{4}$ を,
$V(\mathbb{Q})\ni x\mapsto(a, b, c, d)\in \mathbb{Q}^{4}$ によって同一視し, $x=(a, b, c, d)$ と表す. $x\in V(\mathbb{Q})$ の判
別式は

$P(x):=b^{2}c^{2}+18abcd-4ac^{3}-4b^{3}d-27a^{2}d^{2}$

となる. $V(\mathbb{Q})$ には $G(\mathbb{Q}):=$ GL2 $(\mathbb{Q})$ による次の “twist された作用” を考える :

$g \cdot x(u, v)=\frac{1}{\det g}\cdot x(pu+rv, qu+sv)$ , $x\in V(\mathbb{Q})$ , $g=(\begin{array}{ll}p qr s\end{array})\in G(\mathbb{Q})$ .

このとき $P(gx)=(\det g)^{2}P(x)$ が成り立つ. $\Gamma:=$ SL2 $(\mathbb{Z})$ と表す. $\Gammaarrow$不変な格子の分類
$[$OTW$]$ を思い出しておく. $V(\mathbb{Q})$ の格子を以下のように定める :

$L_{1}:=\{x\in V(\mathbb{Q})|a, b, c;d\in \mathbb{Z}\}=\mathbb{Z}^{4}$ , $L_{1}^{\vee}:=\{x\in V(\mathbb{Q})|a, d\in \mathbb{Z}, b, c\in 3\mathbb{Z}\}$ ,

$L_{2}:=\{(a, b, c, d)\in L_{1}|a+b+d, a+c+d\in 2\mathbb{Z}\}$ ,
$L_{3}:=\{(a, b, c, d)\in L_{1}|a+b+c, b+c+d\in 2\mathbb{Z}\}$ ,
$L_{4}:=\{(a, b, c, d)\in L_{1}|b+c\in 2\mathbb{Z}\}$ ,
$L_{5}:=\{(a, b, c, d)\in L_{1}|a, d, b+c\in 2\mathbb{Z}\}$ ,
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$L_{2}^{\vee}:=L_{1}^{\vee}\cap L_{3}$ , $L_{3}^{\vee}:=L_{1}^{\vee}\cap L_{2}$ , $L_{4}^{\vee}:=L_{1}^{\vee}\cap L_{5}$ , $L_{5}^{\vee}:=L_{1}^{\vee}\cap L_{4}$ .

包含関係を図に示すと次のようになる.

$\mathbb{Q}^{\cross}$ -倍を除き, $\Gamma$ 不変な格子はこれらで尽くされることが示される. $x\in V(\mathbb{Q})$ に対し,

$\Gamma_{x}=\{\gamma\in\Gamma|\gamma x=x\}$ とおき, $\#\Gamma_{x}$ でその位数を表す. これは 1か 3のいずれかであ

る. 以上の準備のもとで, ゼータ関数は次のように定義される. $x\in L_{i}^{\vee}$ のときは $P(x)$

は 27の倍数となることに注意.

定義 1(新谷 [Sh]) $1\leq i\leq 5,1\leq i\leq 2$ について $i$

$\xi_{i,j}(s):=$
$\sum_{x\in\Gamma\backslash L_{i}}$

$\frac{(\neq\Gamma_{x})^{-1}}{|P(x)|^{8}}$ ,

$(-1)^{j-1}P(x)>0$

$\xi_{i,j}^{\vee}(s);=(-1)^{j-1}P(x)>0\sum_{x\in\Gamma\backslash L_{i}^{\vee}}\frac{(\neq\Gamma_{x})^{-1}}{|P(x)/27|^{s}}$

,

$\xi_{i}(s):=(\xi_{i,1}(s), \xi_{i2})(s))$ ,

$\xi_{i}^{\vee}(s):=(\xi_{i,1}^{\vee}(s),\xi_{i,2}^{\vee}(s))$

と定め, $L_{i}$ または $L_{i}^{\vee}$ に付随するゼータ関数と呼ぶ.

$\xi_{i}(s),$ $\xi_{i}^{\vee}(s)$ はベクトル値であることに注意しよう. このゼータ関数は概均質ベクトル空
間のゼータ関数 [SS] の具体例として, 新谷氏 [Sh] によって導入された. 新谷 [Sh] によ
り, これらのゼータ関数は $s=1,5/6$での一位の極を除き全複素平面に正則に解析接続
され, $\xi_{i}(1-s)=\xi_{i}^{\vee}(s)\Lambda I_{i}(s)$の形の関数等式を持つことが示された. ここに $M_{i}(s)$ は行

列値の $\Gamma$-因子である. $\Gamma$ 関数と指数関数の積によって表されることは一般のゼータ関数
と同様だが, $\Gamma$ 関数の部分が $\Gamma(s)^{2}\Gamma(2-1/6)\Gamma(s+1/6)$ であり, 通常見かけない形であ
ることは大きな特徴の一つである. $(s=5/6$ に極があることも珍しいと言えるだろう.
この留数もなかなか不思議な値である. ) $M_{i}(s)$ 及び留数の明示公式などは 2節を参照
されたい.

以下の $\xi_{1}(s)$ と $\xi_{1}^{\vee}(s)$ の間の極めて簡単な関係式は係数表をもとに大野泰生氏 [O] に
よって予想され, 中川仁氏 $[$Nl $]$ によって証明された.

定理 2 $($予想 $[$O$]$ , 証明 $[$Nl$])$

$\xi_{1}^{\vee}(s)=\xi_{1}(s)A$ , ここに $A=(\begin{array}{ll}0 31 0\end{array})$ .

本稿では, このような関係式を仮に代数的関数等式と呼ぶ. これに対し, 新谷氏によっ

て証明された通常の関数等式 $\xi_{i}(1-s)=\xi_{i}^{\vee}(s)M_{i}(s)$ を解析的関数等式と呼ぶことにす
る. 今回の主結果は, $2\leq i\leq 5$ についての以下の代数的関数等式である.
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定理 3(主定理-代数的関数等式 [OTW], [OT]) (1) $i=2,3$ に対し

$\xi_{2}^{\vee}(s)=\xi_{2}(s)A$ , $\xi_{3}^{\vee}(s)=\xi_{3}(s)A$ .

(2) $i=4,5$ に対し

$\theta(s):=\xi_{1}(s)-2\xi_{3}(s)-\xi_{4}(s)+4\xi_{5}(s)$ ,
$\eta(s):=\xi_{4}(s)-\xi_{2}(s)-\xi_{5}(s)+2^{1-4s}\xi_{1}(s)$ ,

$\theta^{\vee}(s):=\xi_{5}^{\vee}(s)-\xi_{3}^{\vee}(s)-\xi_{4}^{\vee}(s)+2^{1-4s}\xi_{1}^{\vee}(s)$ ,
$\eta^{\vee}(s):=\xi_{1}^{\vee}(s)-2\xi_{2}^{\vee}(s)-\xi_{5}^{\vee}(s)+4\xi_{4}^{\vee}(s)$

とおくと次が成り立つ.

$\theta^{\vee}(s)=2^{-2s}\theta(s)A$ , $\eta^{\vee}(s)=2^{2s}\eta(s)A$ .

任意の $SL_{2}(Z)$-不変な格子に付随するゼータ関数は, この意味で代数的関数等式を満た
すのである. 中川氏の定理 2の証明は精巧で複雑だったが, 定理 3はその定理 2に帰着
することで証明される.
代数的関数等式の重要な応用として, 解析的関数等式 $\xi_{i}(1-s)=\xi_{i}^{\vee}(s)M_{i}(s)$ を次の
ように自己双対的な形に書きなおすことができる. $\gamma_{\pm}(s)$ を

$\gamma_{+}(s):=\frac{2^{s}3^{3s/2}}{\pi^{2s}}\Gamma(s)\Gamma(\frac{s}{2}-\frac{1}{12})\Gamma(\frac{s}{2}+\frac{1}{12})$ ,

$\gamma_{-}(s);=\frac{2^{s}3^{3s/2}}{\pi^{2s}}\Gamma(s)\Gamma(\frac{s}{2}+\frac{5}{12})\Gamma(\frac{s}{2}+\frac{7}{12})$

とし, 各符号士について, 完備化されたゼータ関数を以下で定めよう.

$\Lambda_{i,\pm}(s):=2^{a_{i^{3}}}\gamma\pm(s)(\sqrt{3}\xi_{i,1}(s)\pm\xi_{i,2}(s))$ , $i=1,2,3$ ,

$\Theta_{\pm}(s):=2^{s}\gamma_{\pm}(s)(\sqrt{3}\theta_{1}(s)\pm\theta_{2}(s))$ ,

$H_{\pm}(s):=2^{3s},)’\pm(s)(\sqrt{3}\eta_{1}(s)\pm\eta_{2}(s))$ .

ただし $a_{1}=0,$ $a_{2}=a_{3}=2$ とし, また $\theta(s)=(\theta_{1}(s), \theta_{2}(s)),$ $\eta(s)=(\eta_{1}(s), \eta_{2}(s))$ とする.
定理 2, 3を新谷の関数等式に適用すると, 関数等式は以下のように書き直される.

定理 4(関数等式の自己双対化) 各符号に対し

$\Lambda_{i,\pm}(s)=\Lambda_{i,\pm}(1-s)$ , $(i=1,2_{\dagger}3)$ ,
$\Theta_{\pm}(s)=\Theta_{\pm}(1-s)$ , $H_{\pm}(s)=H_{\pm}(1-s)$ .

この意味で, $SL_{2}(Z)$-不変な格子に対しては, 付随するゼータ関数は必ず自己双対的な関
数等式をみたすことが分かる.
本稿では, 2節で, 新谷 [Sh] によって明らかにされたゼータ関数の解析的性質につい

て復習し, 3節で, 定理 3を定理 2に帰着する方針について簡単に説明する. 4では, 中
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川氏 [Nl] によって明らかになった代数的関数等式と類体論の関係について述べ, 特に 3
元 2次形式のペアの空間について触れる.

謝辞. 今回の研究に関して, 有益な助言をいただいた伊吹山知義氏, Don Zagier 氏,

Manjul Bhargava 氏に感謝します. また, ゼータ関数の係数表を計算する C$++$プログ

ラムを書いていただいた阿部紀行氏にも感謝します.

2 ゼータ関数の解析的性質

ゼータ関数の解析的性質は新谷氏 [Sh] によって明らかにされた. [Sh] では主に $i=1$ の

場合が扱われているが, 一般の $1\leq i\leq 5$ でも同様の方法で計算ができ, 次が成立する.

定理 5(1) ゼータ関数 $\xi_{i,j}(s)f\xi_{i,j}^{\vee}(s)$ は $s=1,5/6$での一位の極を除き, 全平面に正則
に解析接続される. さらに, 次の関数等式をみたす.

$\xi_{i}(1-s)=2^{2a_{i}s}[L_{1}:L_{i}]^{-1}\xi_{i}^{\vee}(s)M(s)$ ,

ただし $a_{1}=0,$ $a_{2}=a_{3}=a_{4}=a_{5}=1$ とし, $M(s)$ は以下の 2 $\cross 2$ 行列である.

$M(s):= \frac{3^{3s-2}}{2\pi^{4s}}\Gamma(s)^{2}\Gamma(s-\frac{1}{6})\Gamma(s+\frac{1}{6})(\begin{array}{ll}si_{I1}2\pi s 3sin\pi s\cdotsin\pi s s^{\backslash }in2\pi s\end{array})$ .

(2) 定数 $\alpha,$ $\beta$ を

$\alpha:=\frac{\pi^{2}}{9}$ , $\beta:=\frac{3^{1/2}(2\pi)^{1/3}}{18}\zeta(\frac{2}{3})\Gamma(\frac{1}{3})\Gamma(\frac{2}{3})^{-1}$ ,

と定めると, ゼータ関数のそれぞれの留数

$\alpha_{i_{1}j}:={\rm Res}_{s=1}\xi_{i,j}(s)$ , $\beta_{i,j}:={\rm Res}_{s=5/6}\xi_{i,j}(s)$ , $\alpha_{i,j}^{\vee}:={\rm Res}_{s=1}\xi_{i,j}^{\vee}(s)$ , $\beta_{i,j}^{\vee}:={\rm Res}_{s=5/6}\xi_{i,j}^{\vee}(s)$ ,

の値は以下の表のようになる.
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この証明について簡単に述べる. ゼータ関数の解析的性質を調べるためには積分表示が
出発点になるが, $\xi_{i}(s)$ の場合, それは

$Z( \Phi_{\infty}, L_{i}, s)=\int_{G(\mathbb{R})/G(\mathbb{Z})}|\det g|^{s}\sum_{x\in L_{i},P(x)\neq 0}\Phi_{\infty}(gx)dg$

になる. ただし $\Phi_{\infty}$ は $V(\mathbb{R})$ の急減少関数であり, $dg$ は $G(\mathbb{R})$ の不変測度である. Archi-
median 因子 $\Gamma(\Phi_{\infty}, s)$ を

$\Gamma(\Phi_{\infty}, s):=(^{\int_{\int_{x\in V(\mathbb{R}),P(x)<0}}}x\in V(\mathbb{R}),P(x)>0|\begin{array}{l}P(x)P(x)\end{array}|s_{\Phi_{\infty}(x)dx})$

とおく. $dx$ は $V(\mathbb{R})\cong \mathbb{R}^{4}$ の Lebesgue測度である. 通常の “unfolding” のテクニックに
よって (適切な $dg$ の正規化のもとで) 次の $\xi_{i}(s)$ の積分表示を得る.

$Z(\Phi_{\infty}, L_{i}, s)=\xi_{i}(s)\Gamma(\Phi_{\infty}, s)$

このことから, $\xi_{i}(s)$ の研究は $Z(\Phi_{\infty}, L_{i}, s)$ と $\Gamma(\Phi_{\infty}, s)$ の研究に帰着する. $Z(L_{i}, s)$ に関
しては, 調和解析 (特に Poisson の和公式) によって

$Z(\Phi_{\infty}, L_{i}, 1-s)=[L_{1};L_{i}]^{-1}2^{2a_{i^{S}}}Z(\hat{\Phi}_{\infty}, L_{i}^{\vee}, s)$

が分かる. 一方, $\Gamma(s)$ に関しては, 概均質ベクトル空間の理論によって,

$\Gamma(\Phi_{\infty}, 1-s)=M(s)\Gamma(\hat{\Phi}_{\infty}, s)$

なる関数等式が導かれる. これから $\xi_{i},$ $\xi_{i}^{\vee}$ の間の関数等式が得られる. また積分 $Z(\Phi, s)$

の主要部の緻密な計算から, 留数の値も計算できる. 詳細は [Sh] を参照されたい.
このように一般の $i$ で $\xi_{i}(s),$ $\xi_{i}^{\vee}(s)$ を調べるには, ゼータ関数をアデール化しておくと

便利である. アデール化した大域理論は Wright 氏 [W] によってなされた. これについ
て簡単に述べよう. A を $\mathbb{Q}$ のアデール環とすると大域ゼータ関数は次で与えられる.

$Z^{*}( \Phi, s):=\int_{G(A)/G(\mathbb{Q})}|\det g|_{A}^{2s}\sum_{x\in V(\mathbb{Q}),P(x)\neq 0}\Phi(gx)dg$

ここに $\Phi$ は $V(A)$ 上の Schwartz-Bruhat 関数である. A$f=\hat{\mathbb{Z}}\otimes \mathbb{Q}$ を $\mathbb{Q}$ の有限アデール
環とし, $V(Af)$ 上の Schwartz-Bruhat 関数 $\Phi_{f,i}$ を $L_{i}\otimes\hat{\mathbb{Z}}$の定義関数とする. すると, 適
切な測度の正規化のもとで (具体的には $G(A)=G(\mathbb{R})\cross G(A_{f})$ の測度を, $G(A_{f})$ の極大
開コンパクト部分群 $G(\hat{\mathbb{Z}})$ の測度が 1となる測度と $G(\mathbb{R})$ との直積測度と取る)

$Z^{*}(\Phi_{\infty}\otimes\Phi_{f_{t}i}, s)=Z(\Phi_{\infty}, L_{i}, s)$

が成り立つ. したがってアデール化したゼータ関数 $Z^{*}(\Phi, s)$ は $Z(\Phi_{\infty}, L_{i}, s)$ を含む.
ゼータ関数をアデール化するメリットとしては, 異なる $L_{i}$ に対する計算を統一的に行

いやすいことや, 大域的な問題と局所的な問題を系統的に分離して扱えることが挙げら
れる. この恩恵は, Dirichlet 指標で捻った $L$ 関数を考えるときや, 一般の代数体でゼー
タ関数を扱うときにはより大きなものとなる. 岩澤-Tateのときと状況は同じである.
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3 主定理の証明

定理 3を定理 2に帰着する方針について述べよう. $l,$ $N\in \mathbb{Z}$ に対し

$L_{1}^{\equiv l(N)}.=\{x\in L_{1}|P(x)\equiv l(N)\}$ , $(L_{1}^{\vee})^{\cong l(N)}:=\{x\in L_{1}^{\vee}|P(x)/27\equiv l(N)\}$ .

とおく. するとまず $i=2,3$ のときは $L_{i},$ $L_{i}^{\vee}$ について次が成り立つ.

命題 6 ([OTW] Propositions 3.5, 3.7)

$L_{2}=2L_{1}\coprod L_{1}^{\equiv 5(8)}$ ,
$L_{2}^{\vee}=2L_{1}^{\vee}\coprod(L_{1}^{\vee})^{\cong 3(8)}$ ,

$L_{3}=2L_{1}\coprod L_{1}^{\equiv 1(8)}$ ,
$L_{3}^{\vee}=2L_{1}^{\vee}\coprod(L_{1}^{\vee})^{\cong 7(8)}$ .

このことより, $i=2,3$ に対する $\xi_{i}(s)$ は $\xi_{1}$ とその部分ゼータ関数

$\xi_{1,j}^{\equiv l(N)}(s)=(-1)^{j-1}P(x)>0\sum_{x\in\Gamma\backslash L_{1}^{\equiv l(N)}}\frac{(\# G_{\mathbb{Z},x}^{1})^{-1}}{|P(x)|^{s}}$

, $\xi_{1}^{\equiv l(N)}(s)=(\xi_{1,1}^{\equiv l(N)}(s), \xi_{1,2}^{\equiv l(N)}(s))$.

を用いて, 例えば $\xi_{2}(s)=2^{-4s}\xi_{1}(s)+\xi_{1}^{\equiv 5(8)}(s)$ のように表される. $\xi_{i}^{\vee}(s)$ についても同様
である. 定理 2の公式 $\xi_{1}(s)=\xi_{1}^{\vee}(s)A$は部分ゼータ関数の等式 $\xi_{1}^{v\cong l(N)}(s)=\xi_{1}^{\equiv-l(N)}(s)A$

を導くことに注意しよう. $lmod N$ が一$lmod N$ に変わるのは, $A$ が正の判別式と負
の判別式を入れ替えるからである. したがって命題 6を用いると

$\xi_{2}^{\vee}(s)=2^{-4s}\xi_{1}^{\vee}(s)+\xi_{1}^{\vee\cong 3(8)}(s)=2^{-4s}\xi_{1}(s)A+\xi_{1}^{\equiv 5(8)}(s)A=\xi_{2}(s)A$ ,

$\xi_{3}^{\vee}(s)=2^{-4s}\xi_{1}^{\vee}(s)+\xi_{1}^{\vee\cong 7(8)}(s)=2^{-4s}\xi_{1}(s)A+\xi_{1}^{\equiv 1(8)}(s)A=\xi_{3}(s)A$ .

となり, 定理 3(1) は定理 2からしたがう. 命題 6自体は, 判別式 $P(x)$ の合同条件と係

数 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ の合同条件の関係を調べることで示される.
$i=4,5$ に対しても $L_{i}$ を $L_{1}^{\equiv l(N)}$ を用いて表すことができれば, 代数的関数等式が得ら
れるが, そのような表示はない. 実際には次の関係式が成立する. なお, $\xi_{i}(s)$ や $\xi_{1}^{\equiv l(N)}(s)$

などの式で $s$ を省略して $\xi_{i},$
$\xi_{1}^{\equiv l(N)}$ などと書いた.

命題 7 ([OTl Theorem 3.8)

$\xi_{1}^{\equiv 4(32)}=3\cdot 2^{-2s}(\xi_{5}-2^{-4s}\xi_{1})$ ,
$(\xi_{1}^{\vee})^{\cong-20(32)}=3\cdot 2^{-2s}(\xi_{4}^{\vee}-2^{-4s}\xi_{1}^{\vee})$ ,

$\xi_{1}^{\equiv 20(32)}=(\xi_{4}-\xi_{2}-\xi_{5}+2^{1-4s}\xi_{1})+2^{-4s}(\xi_{1}-\xi_{4}-2\xi_{3}+4\xi_{5})$

$-2^{-2s}(\xi_{1}-\xi_{3}-2\xi_{2}+5\cdot 2^{-4s}\xi_{1})$ ,
$(\xi_{1}^{\vee})^{\cong-4(32)}=(\xi_{5}^{\vee}-\xi_{3}^{\vee}-\xi_{4}^{\vee}+2^{1-4s}\xi_{1}^{\vee})+2^{-4s}(\xi_{1}^{\vee}-\xi_{5}^{\vee}-2\xi_{2}^{\vee}+4\xi_{4}^{\vee})$

$-2^{-2\epsilon}(\xi_{1}^{\vee}-\xi_{2}^{\vee}-2\xi_{3}^{\vee}+5\cdot 2^{-4s}\xi_{1}^{\vee})$ .
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この証明はやや複雑であり, 証明の途中で合同部分群

$mod 2\}$ ,$\Gamma(2)=\{(\begin{array}{ll}p qr s\end{array})\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ $(\begin{array}{ll}p qr s\end{array})\equiv(\begin{array}{ll}1 00 1\end{array})$

などが自然に現れる. 詳細は [OT] を参照されたい. 命題 7を用いれば, 同様の計算に
よって定理 2から定理 3(2) が導かれる.
関数等式の自己双対化は, 定理 5(1) の右辺に, 定理 2, 3を代入して計算することで

証明される. 具体的には,

$\gamma(s)=(\begin{array}{ll}\gamma+(s) 00 \gamma_{-}(s)\end{array})$ , $T=(\begin{array}{ll}\sqrt{3} \sqrt{3}1 -1\end{array})$

とおくと, $M(s)\cdot T\cdot\gamma(1-s)=A^{-1}\cdot T\cdot\gamma(s)$ が分かる. この $M(s)$ の対角 {5 $F$は Datskovsky-
Wright [DW] による. よって例えば $i=1$ なら $\xi_{1}(1-s)\cdot T\cdot\gamma(1-s)=\xi_{1}(s)\cdot T\cdot\gamma(s)$ が
得られる. これは $\Lambda_{1,\pm}(1-s)=\Lambda_{1,\pm}(s)$ に他ならない. 他の場合も同様.

4 類体論との関係
まず, 中川氏による証明 [Nl] について簡単に触れておこう. 中川氏は, ゼータ関数

$\xi_{1}(s)$ と $\xi_{1}^{\vee}(s)$ の各係数を直接比較し, それらが一致することを示した. それは純代数的
な方法であり, 類体論が用いられる. 一方の軌道の集合 $\Gamma\backslash L_{1}$ は, Delone-Faddeev対応と
呼ばれる $\mathbb{Z}$ 上の 3次環の同形類のなす集合との自然な対応がある. ただし $\mathbb{Z}$ 上の 3次環
とは, 単位的可換環であって, $\mathbb{Z}$ 加群として階数 3の自由加群であるもののことを言う.
3次体の整数環や整環がその例である. また, もう一方の軌道の集合 $\Gamma\backslash L_{1}^{\vee}$ は, Hessian
による 2元 2次形式の空間への同変写像を通して, 2次環のイデアル類群の 3-torsion の
集合と対応する. 各判別式ごとにこれらの個数が一致することを, 類体論を用いて示す
のが [Nl] における基本的な証明方針である. 実際には極大整環とは限らない環を扱うの
でかなり緻密で複雑な議論が必要となる.
このように類体論と関わる概均質ベクトル空間は, 2元 3次形式の空間 Sym$3\mathbb{Q}2$ 以外

にもあることが明らかになっている. その最も典型的な場合が, 3元 2次形式のペアの
空間

$G(\mathbb{Q})=GL_{3}(\mathbb{Q})\cross GL_{2}(\mathbb{Q})$ , $V(\mathbb{Q})=Sym^{2}\mathbb{Q}^{3}\otimes \mathbb{Q}^{2}$

である. これは 4次拡大の族を記述する空間だが, 整軌道を考えると, $G(\mathbb{Z})\backslash V(\mathbb{Z})$ は 4
次環を分類し, また $G(\mathbb{Z})\backslash V(\mathbb{Z})^{\vee}$ は 3次環の 2-torsion の集合と対応する. このような
整軌道の数論的解釈はWright-雪江 [WY] の仕事を引き継いで, 近年 Bhargavaの高次合
成則 (Higher Composition Laws) の理論として結実した. このうち上記の 3元 2次形式
の対の空間については, [B] で扱われている. $G(\mathbb{Z})\backslash V(\mathbb{Z})$ については, 中川氏 [N3] に
よっても独立に結果が得られている.
このことから, 3元 2次形式の対の空間に付随するゼータ関数についても, 定理 2と類

似の代数的関数等式が成り立つことは相当に確からしいと考えられている. 中川氏はこ
の場合についても, 多くの係数について, その予想が正しいことを確かめている ([N2]).
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現在のところ, 定理 2は (したがって定理 3も) 類体論が唯一の解釈である. これらの

代数的関数等式の解析的な証明がある力 $\backslash$ , あるいは代数的としても類体論を用いない証

明がある力 $\backslash$ , などは興味深い問題であると思われる.
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