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1 イントロダクション
形式的 KZ 方程式は $P^{1}$ の $n$, 点の配置のモジュライ空間上の形式的な微分方程式であ

り, 適当な変数変換によって $n-3$ 変数の Fuchs型方程式と見なすことが出来る. 特に
1変数の場合について, その解が 1変数多重対数関数の形式的級数として, 接続係数が
Drinfel’d associator と呼ばれる多重ゼータ値の自然な母関数で書かれることから数論
幾何の分野で深く研究されている.
一方で 1変数形式的 KZ 方程式は $P^{1}$ 上 $0,1,$ $\infty$ に確定特異点を持っ Fuchs型の最も普

遍的な方程式と考えることが出来る. 従ってその表現を考えることにより個々の Fuchs
型方程式に関する解析的な性質が形式的 KZ 方程式の持つ代数構造と結びつき, Fuchs
型微分方程式の研究において整数論との関係などの新しい視点をもたらす.
本稿ではまず 1変数形式的 KZ方程式の持つ代数構造について解説する. その後 $G\gamma,11kSS$

の超幾何微分方程式に対応する表現を求め, そこから導かれる多重ゼータ値の関係式,
多重対数関数の関数等式を紹介する. 本稿の内容は大井 ([O]) を元にしており, 定理の
証明の詳細などはそちらを参照していただきたい.

2 1変数形式的KZ方程式の代数構造
まず, 1変数形式的 KZ 方程式とその解の満たす代数構造について説明する. これに

関しては Reutenauer([R]), 奥田-上野 $([OkU1])$ , 井原金子-Zagier([IKZ]) 等に詳しいが,
ここでは特に奥田-上野の定式化に則って説明する.
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2.1 1変数形式的 KZ 方程式

$X=X(X_{0}, X_{1})=C\{X_{0}, X_{1}\}$ を非可換な形式元 $X_{0},$ $X_{1}$ で生成される $C$ 上の自由 Lie
環, $\mathcal{U}(X)=C\langle X_{0},$ $X_{1}\}$ をその普遍展開環, すなわち $X_{0},$ $X_{1}$ を変数とする非可換多項式
環とする. 鴬は次数付き Lie環であり, $\mathcal{U}(-\mathfrak{T})$ もその次数を継承して次数付き代数となる
($\mathcal{U}(X)$ の次数は通常の語の長さに関するものである). また, め $=\hat{\mathcal{U}}(X)=C\langle\langle X_{0},$ $X_{1}\rangle\}$

を $\mathcal{U}(\sim \mathfrak{T})$ の通常の次数に関する完備化, すなわち $X_{0},$ $X_{1}$ を変数とする非可換形式的ベキ
級数環とする.
実に値を持つ, $P^{1}$ 上 $0,1,$ $\infty$ に確定特異点を持つ Fuchs型微分方程式

$\frac{dG}{dz}=(\frac{X_{0}}{z}+\frac{X_{1}}{1-z})G$ (1)

を (1変数) 形式的 KZ 方程式と呼ぶ.
この微分方程式の解はめに値を持つ $P^{1}-\{0,1, \infty\}$ 上の多価解析関数となる.

2.2 自由シャッフル代数

形式的 KZ 方程式の解を反復積分を用いて構成するため, めの双対である微分形式の
なす代数 $\mathfrak{h}$ を考える. $\mathfrak{h}=C\langle x_{0},$ $x_{1}\}$ を文字 $x_{0},$ $x_{1}$ で生成される非可換多項式環とする.

$\mathfrak{h}$ の通常の連結による積を $\circ$ で表す (場合によっては省略する) し, 単位元 (空語) を 1と
する. また, $\circ$ とは異なる $\mathfrak{h}$ 上のシャッフル積 $u!$ を以下で定める.

1山 $w=w$ 山 $1=w$ ,

$(a_{1}\circ w_{1})$ 山 $((\iota_{2}\circ w_{2})=a_{1}\circ(\uparrow v_{1}$ 山 $(a_{2}ow_{2}))+r\iota_{2}\circ((a_{1}ow_{1})$ 山 $w_{2})$ .

このとき $(\mathfrak{h}, \iota u)$ は可換結合的代数であることが示される. これを恥, $x_{1}$ で生成される自
由シャッフル代数と呼ぶ.
りの $\circ$ に関する部分代数 $\mathfrak{h}^{0}=$ Cl $+\mathfrak{h}x_{1},$ $\mathfrak{h}^{10}=$ Cl $+x_{0}\mathfrak{h}x_{1}$ を考える. すなわち $\mathfrak{h}^{0}$ (は

$\mathfrak{h}$ のうち窺で終わらない元全体, $\mathfrak{h}^{10}$ は $x_{1}$ で始まらず $x_{0}$ で終わらない元全体であるが,
これらは共に $\mathfrak{h}$ の $u!$ -部分代数になっている. このり, $\mathfrak{h}^{0},$ $\mathfrak{h}^{10}$ の間には次の構造定理が
成立することが知られている.

$\mathfrak{h}=\bigoplus_{n=0}^{\infty}\mathfrak{h}^{0}u!x_{0}^{\iota un}(=\mathfrak{h}^{0}[x_{0}])$ , (2)

$= \bigoplus_{m,n=0}^{\infty}\mathfrak{h}^{10}$ 山 $x_{0}^{11!m}$ 山 $x_{1}^{u!n}(=\mathfrak{h}^{10}[x_{0}, x_{1}])$ . (3)

即ち $\mathfrak{h}$ は $\mathfrak{h}^{0}$ 係数の $x_{0}$ の $u|$-多項式環, $\mathfrak{h}^{10}$ 係数の $x_{0},$ $x_{1}$ の $\iota u$-多項式環と同型である. そ
れぞれの同型に対し, 定数項を取り出す写像を正則化写像と呼び, $reg$ , reg$1$ で表す.

reg*(w) $=$ 分解 (2),(3) における定数項 $(*=0,10)$
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特に, reg に対して次が成立することが知られている.

$w \circ x_{0}^{n}=\sum_{j=0}^{n}reg^{}(w\circ x_{0}^{n-j})u\rfloor X_{0}^{j}$
$w\in \mathfrak{h}^{0}$ , (4)

$reg^{0}(w\circ x_{1}\circ x_{0}^{n})=(-1)^{n}(wuIx_{0}^{n})\circ x_{1}$ $n\geq 0,$ $w\in \mathfrak{h}$ . (5)

なお, このシャッフル代数 $\mathfrak{h}$ には Hopf代数構造が入り, めの次数付き双対 Hopf代数と
なっている.

2.3 反復積分と多重対数関数

次に, $\mathfrak{h}$ の元に対して反復積分を定義する. $D=\{z=0\}\cup\{z=1\}\cup\{z=\infty\}\subset P^{1}$

とする. 同一視
$x_{0}= \frac{dz}{z}$ , $x_{1}= \frac{dz}{1-z}$

によって恥, $X_{1}\in\Omega_{P^{1}}$ (lOg $D$ )( $=D$ に極を持つ対数 1次微分形式全体) とみなす. この
同一視のもと, $\mathfrak{h}$ の元 $w=\omega_{0}0\cdots\circ\omega_{s)}$ $\omega_{i}=x_{0}$ or $x_{1}$ に対して反復積分 $\int w$ を

$\int_{a}^{b}\omega_{0}0\cdots 0\omega_{s}=\int_{a}^{b}\omega_{0}(t)\int_{a}^{t}\omega_{1}\circ\cdots 0\omega_{s}$ (6)

で定める. 但し $\omega_{i}(t)$ は $\omega_{i}$ における $z$ を $t$ に置き換えた $t$ に関する 1次微分形式である
とし, $\int 1=1$ (定数関数) とする. 反復積分の値は明らかに積分路のホモトピー類にの
み依存し, $P^{1}-D$ 上の多価解析関数を定める. 特に $\varphi$ がり 0に属する時は積分の始点を
$0$ にすることが出来る. また, 反復積分は $\iota u$ 準同型, すなわち $\int w_{1}\lfloor uw_{2}=(\int u\prime_{1})(\int w_{2})$

を満たす.

$\mathfrak{h}^{0}$ の語 $w=x_{0^{1}}^{k-1}x_{1}\cdots x_{0^{r}}^{k-1}x_{1}$ に対し, (1変数) 多重対数関数 (multiple polyloga-
rithm, MPL) Li$(w;z)$ を以下の反復積分で定義する.

$Li(w;z)=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)=\int_{0}^{z}x_{0^{1}}^{k-1}\circ x_{1}\circ\cdots\circ x_{0^{r}}^{k-1}\circ x_{1}$ . (7)

一般の $\mathfrak{h}^{0}$ の元に対しては線型に拡張する. Li$(w;z)$ は $P^{1}-D$ 上の多価解析関であり,
$z=0$ で正則でその近傍で

$Li(w;z)=\sum_{m_{1}>m_{2}>\cdots>m_{r}>0}\frac{z^{m_{1}}}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r^{r}}^{k}}$ (8)
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と級数展開される分枝を持つ. この展開の右辺の級数は $|z|<1$ で絶対収束する. $w\in$

$\mathfrak{h}^{10}\Leftrightarrow k_{1}\geq 2$のとき, $zarrow 1-O$ で収束し, 多重ゼータ{直 (multiple zeta value, MZV)

$\zeta(w)=\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})=\lim_{zarrow 1-0}Li(w;z)=m>m_{2}>\cdots>m_{f}>0\sum_{1}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r^{r}}^{k}}$ (9)

$= \int_{0}^{1}x_{0^{1}}^{k-1}\circ x_{1}\circ\cdot\cdot\cdot$ $\circ x_{0}^{k_{f}-1}\circ x_{1}$

を定める.
低次の場合の多重対数関数は次のような関数である.

$Li(1;z)=1$ ,

Li$(x_{1};z)=$ Lil $(z)= \int_{0}^{z}\frac{dz}{1-z}=-\log(1-z)=\sum_{m=1}^{\infty}\frac{z^{m}}{m}$ ,

Li $(x_{0}x_{1};z)= Li_{2}(z)=\int_{0}^{z}\frac{dt}{t}\int_{0}^{t}\frac{dz}{1-z}=\sum_{m=1}^{\infty}\frac{z^{m}}{m^{2}}$ , Euler $\sigma$) dilogarithm

Li $(x_{0}^{n-1}x_{1};z)= Li_{n}(z)=\sum_{m=1}^{\infty}\frac{z^{m}}{m^{n}}$ , polylogarithm

Li $(x_{1}x_{1};z)=$ Lil,1 $(z)= \int_{0}^{z}\frac{dz}{1-z}$ Li $(x_{1};z)= \frac{\log^{2}(1-z)}{2}=m_{1}>m>0\sum_{2}\frac{z^{m_{1}}}{m_{1}m_{2}}$ ,

$Li(x_{1}^{ll};z)=Li_{1,\ldots,1}(z)\tilde{n}=\frac{(-\log(1-z))^{n}}{n!}=\sum_{m_{1}>\cdots>m_{n}>0}\frac{z^{m_{1}}}{m_{1}\cdots m_{n}}$ .

一般のりの語 $wx_{0}^{7l},$ $w\in \mathfrak{h}^{0}$ に対して多重対数関数を

Li $(wx_{0}^{n};z)= \sum_{j=0}^{n}$ Li $( reg^{}(wx_{0}^{n-j});z)\frac{\log^{j}z}{j!}$ (10)

と定める. この定義は $Li(x_{0};z)=\log z$ とし, $ul$ -準同型 $Li(wu!w’;z)=Li(w;z)Li(w’;z)$
で $\mathfrak{h}$ 全体に拡張することに等しい. このとき, 多重対数関数は語 $w\in \mathfrak{h}$ に対しても次の
微分漸化式を満たす ( $w\in \mathfrak{h}^{0}$ に対して満たすことは定義より明らか).

$\frac{dLi(x_{0}w;z)}{dz}=\frac{1}{z}Li(w;z)$ , (11)

$\frac{dLi(x_{1}w;z)}{dz}=\frac{1}{1-z}Li(w;z)$ . (12)

語 $w\in \mathfrak{h}$ に対して Li$(w;z)$ は $P^{1}-D$上の多価解析関数である. 以下のようにカットを
入れると単連結領域で一価正則で, 分枝が Li $(w;z)= \sum\frac{z^{m}1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{n}^{k_{n}}},$

$\log z=-\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(1-z)^{n}}{n}$

の展開を持つ区間 $0$ を含む領域が存在する. そこでの値を主値と考える.
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多重対数関数の解析接続について, 以下の命題が成立する.

命題 1. $K$ を $P^{1}-\{0,1, \infty\}$ の普遍被覆空間のコンパクト部分集合とする. このとき $K$

にのみ依存する定数 $ill_{K}$ が存在し, 任意の語 $w\in \mathfrak{h}$ に対し

$|Li(w;z)|<\Lambda l_{K}$ $\forall z\in K$ (13)

となる.

2.4 語の重み, 深さ, 高さ

りの語 $w$ の重み $|w|$ , 深さ $d(w)$ , 高さ $h(w)$ を次で定める.

$|w|=w$ の文字数, (14)

$d(w)=w$ の中の銑の数, (15)
$h(w)=(W$ の中の $x_{1}x_{0}$ の数 $)$ $+1$ . (16)

重み, 深さ, 高さを固定した $\mathfrak{h}^{*}(*=0,10)$ の語全体の和を $g_{*}$ , 対応する多重対数関数を
G、で表すことにする. すなわち

$g_{*}(k, n, s)=$
$\sum_{w\in \mathfrak{h}^{*}l\mathfrak{F},|w|=k,d(w)=n,h(w)=s},$

$w$ , (17)

$G_{*}(k,n, s;z)=Li(g_{*}(k, n, s);z)=$
$\sum_{w\in \mathfrak{h}_{p}^{*:}8,|w|=k,d(w)=n,h(w)=s},$

$Li(w;z)$ . (18)

このとき, 容易に分かるとおり

$z \frac{d}{dz}G_{10}(k, n, s;z)=G_{0}(k-1, n, s;z)$ (19)
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が成立する.
語の高さは大野-Zagier([OZ]) によって導入された概念で, 本来の定義は

$w=x_{0}^{k_{1}-1}x_{1}\cdots x_{0^{f}}^{k-1}x_{1}\in \mathfrak{h}^{10}$ に対して $h(w)=\#\{i|k_{i}\geq 2\}$ と定める. 上記の定義は
$w\in \mathfrak{h}^{10}$ においてはこの定義と一致する. また, $h(w)=$ ( $w$ の中の $x_{0}x_{1}$ の数) と定めて
も計算上の手間が増えるだけで上記の定義との間に本質的な差はない.

2.5 形式的 KZ方程式の基本解

以上の準備のもと, 形式的 KZ 方程式

$\frac{dG}{dz}=(\frac{X_{0}}{z}+\frac{X_{1}}{1-z})G$

の基本解を構成する. 巧値解析関数 $H_{0}(z)$ を

$H_{0}(z)= \sum_{w}$ Li $(\uparrow v;z)W$ (20)

で定める. ここで和は $\mathfrak{h}$ の語全てに渡って取り, $W$ は $w$ の $x_{0},$ $x_{1}$ を $X_{0},$ $X_{1}$ で置き換え
ための語とする. このとき $H_{0}(z)$ は形式的 KZ 方程式の漸近挙動 $H_{0}(z)z^{-X_{0}}arrow I(zarrow$

$0$ in 3) を満たす唯一の解であり, 反復積分解とみなすことが出来る (形式的 KZ 方程式
は Fuchs型なので, 確定特異点の近傍での漸近挙動を指定すれば解は一意的に定まる).
さらに

$H_{0}(z)^{-1}= \sum_{w}Li(S(w);z)W$ (21)

が成立する. ここで $S$ はりの $\circ$-反自己同型 $S(x_{0})=-x_{0},$ $S(x_{1})=$ 一絢であり, りの Hopf
代数としての対合射に相当する.

さらに, $H_{1}(z)$ を形式的 KZ 方程式の漸近挙動 $H_{1}(z)(1-z)^{X_{1}}arrow I(zarrow 1$ in J $)$ を

満たす唯一の解とする. このとき $\tau$ : $\mathfrak{h}$ の $\circ$-自己同型を $\tau(x_{0})=x_{1},$ $\tau(x_{1})=x_{0}$ で定め

ると,

$H_{1}(z)= \sum_{w}Li(\tau(w);z)W$

と書くことが出来る. $H_{0}(z)$ と $H_{1}(z)$ の間の接続係数を Drinfel’d associator と呼び,
$\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})$ と表記する. 即ち

$\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})=H_{1}^{-1}(z)H_{0}(z)$ (22)

である. この Drinfel’dassociator $\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})$ は次のように正則化写像を用いて多重
ゼータ値の形式的な級数として表示される事が知られている.

$\Phi_{KZ}(X_{0},X_{1})=\sum_{w}\zeta(reg^{10}(w))W$ (23)
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2.6 正規化された基本解, 多点の場合

1変数形式的 KZ 方程式の一般論に関して, 最後に多変数化を睨んで正規化された基
本解という概念と, 特異点を $0,1,$ $\infty$ より増やした多点の場合について紹介する. 2変数
形式的 KZ方程式については本講究録収録の大井-上野 $[OiU]$ $2$ 変数 KZ 方程式の接続
問題と 2変数多重対数関数の調和積”にて詳しく扱っている.

26.1 形式的 KZ 方程式の正規化された基本解

1変数形式的 KZ方程式の場合, 値を持つ Lie環は自由 Lie環であり, その双対である
微分形式のなす代数も自由シャッフル代数であった. そのため自由シャッフル代数の構
造定理と正則化写像を用いて形式的 KZ 方程式の基本解を簡単に構成することが出来
たが, 一般に多変数になると Lie環も微分形式のなす代数も自由ではなくなり, 構造定
理を使用することが出来ない. そこで, 自由シャッフル代数の構造定理を用いずに形式
的 KZ方程式の解を構成する方法として, 原点で正規化された基本解という概念を紹介
する.
形式的 KZ 方程式 (1) が

$\mathcal{L}(z)=\hat{\mathcal{L}}(z)z^{X_{0}}$ ,

$\hat{\mathcal{L}}(z)=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{8}(z)$ , $\hat{\mathcal{L}}_{0}(z)=I$ ,

$s>0$ に対し $\hat{\mathcal{L}}_{s}(z)$ は $\mathcal{U}(\sim \mathfrak{T})$ の斉 $s$ 次パートに値を持つ多価解析関数で, $z=0$ で正則で
$\hat{\mathcal{L}}_{s}(0)=0$ を満たす, という形の解が存在するとする. このとき $\hat{\mathcal{L}}(z)$ は方程式

$\frac{d}{dz}\hat{\mathcal{L}}(z)=\frac{[X_{0},\hat{\mathcal{L}}(z)]}{z}+\frac{X_{1}\hat{\mathcal{L}}(z)}{1-z}$

を満たす (ブラケット [, ] は $\hat{\mathcal{L}}(z)$ の幻のパートに関して取るものとする). 従って, $z=0$
での特異性に注意して $\hat{\mathcal{L}}_{0}(z)=I$から順に

$\hat{\mathcal{L}}_{s+1}(z)=\int_{0}^{z}(\frac{dz}{z}[X_{0},\hat{\mathcal{L}}_{s}(z)]+\frac{dz}{1-z}X_{1}\hat{\mathcal{L}}_{8}(z))$

によって順次 $\hat{\mathcal{L}}_{s+1}(z)$ を定めていくことにより, $\hat{\mathcal{L}}(z)$ を一意に定める事が出来る. この
$\mathcal{L}(z)$ を形式的 KZ 方程式の原点で正規化された基本解と呼ぶ. この正規化された基本
解は 2変数以上の形式的 KZ 方程式に対しても同様に求めることが出来る.
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262 多点の場合

次に, 形式的 KZ 方程式を普遍的な Fuchs型微分方程式と見て, 特異点を増やす形で
の拡張を考える. この場合も特異点が $0,1,$ $\infty$ の場合とほぼ同様に解を構成することが
出来, 超対数関数 (hyperlogarithm) を用いて記述される. この場合も特異点を 1の原始
$n$ 乗根にとれば Dirichlet の $L$ 関数と対応して整数論との関係があり (多重 $L$ 値), また
特に $0,1,$ $\frac{1}{w},$ $\infty$ に特異点を持つ場合 ( $w$ はパラメータ) が 2変数形式的 KZ 方程式を考え
る場合に本質的である. ここでは正規化された基本解の形での記述を与えるが, この場
合も考える Lie環や微分形式のなす代数は自由 Lie 環、 自由シャッフル代数であり, 構
造定理を用いた解の構成も可能である.

$a_{1},$
$\ldots,$ $a_{n}\in C-\{0\}$ を相異なる複素数, め $(X_{0}, X_{1}, \ldots, X_{n})$ を $X_{0},$ $X_{1},$

$\ldots,$
$X_{n}$ で生成

される自由 Lie環の普遍展開環 (の完備化) とし, $\mathfrak{H}(X_{0}, X_{1}, \ldots, X_{n})$上の方程式

$\frac{dG}{dz}=(\frac{X_{0}}{z}+\frac{a_{1}X_{1}}{1-a_{1}z}+\cdots+\frac{a_{n}X_{n}}{1-a_{n}z})G$ (24)

を考える. この方程式の原点で正規化された基本解は

$\mathcal{L}(z)=\hat{\mathcal{L}}(z)z^{X_{0}}$ , $\hat{\mathcal{L}}(z)$ は原点で正則, $\hat{\mathcal{L}}(0)=I$ ,

$\hat{\mathcal{L}}(z)=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{s}(z)$ , $\hat{\mathcal{L}}_{0}(z)=I$ ,

$\hat{\mathcal{L}}_{s+1}(z)=\int_{0}^{z}(\frac{dz}{z}[X_{0},\hat{\mathcal{L}}_{s}(z)]+\sum_{i=1}^{n}\frac{a_{i}dz}{1-a_{i}z}X_{i}\hat{\mathcal{L}}_{s}(z))$

により与えられる. $X\in\{X_{0}, \ldots, X_{n}\},$ $W\in$ 巧に対し, ad$(X)(W)=[X, W],$ $\mu(X)(W)=$
$XW$ とすると, $\hat{\mathcal{L}}_{s}(z)$ は

$\hat{\mathcal{L}}_{8}(z)=i_{1},..,i,\in\{1,,n\}\sum_{k_{1}.+\cdot\cdot+k_{r}.=s}..L(k_{1}a_{i_{1}}\cdot \cdot\cdot k_{r}a_{i_{f}};z)$

ad$(X_{0})^{k_{1}-1}\mu(X_{i_{1}})\cdots$ ad $(X_{0})^{k_{r}-1}\mu(X_{i_{r}})(I)$

(25)
と表示でき, 関数 $L(a_{i_{1}}\cdots a_{i_{f}};z)$ は超対数関数

$L(a_{i_{1}} \cdots a_{i_{f}};z)=\int_{0}^{z}(\frac{dz}{z})^{k_{1}-1}0\frac{a_{i_{1}}dz}{1-a_{i_{1}}z}o(\frac{dz}{z})^{k_{2}-1}0\frac{a_{i_{2}}dz}{1-a_{i_{2}}z}$

. . . $o(\frac{dz}{z})^{k_{r}-1}0\frac{a_{i_{f}}dz}{1-a_{i_{r}}z}$ (26)

である. これは $P^{1}-\{0, \frac{1}{a_{1_{1}}}, \cdots, \frac{1}{a_{l_{f}}} , \infty\}$ 上の多価解析関数で, $|z|< \min\{\frac{1}{|a:_{1}|}, \ldots, \frac{1}{|a:_{f}|}\}$

では

$L(a_{i_{1}} \cdots a_{i_{f}};z)=n_{1}>n\sum_{2>\cdots>n_{f}>0}\frac{a_{i_{1}}^{n_{1}-n2}a_{i_{2}}^{n_{2}-ns}\cdots a_{i,}^{n_{f}}}{n_{1}^{k_{1}}\cdots n_{r^{f}}^{k}}z^{n1}$ (27)

と級数展開される.
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3 形式的KZ方程式の表現
ここからは形式的 KZ方程式の表現について考察する. これまで述べたように形式的

KZ 方程式とその基本解, 解の接続係数である Drinfel’d associator には自由 Lie環の普
遍展開環め, 自由シャッフル代数 $\mathfrak{h}$ に起因する様々な代数構造があり, 多重ゼータ値の
性質と深く関連している. この形式的 KZ方程式に対し, 形式元 $X_{0},$ $X_{1}$ を具体的な行列
で置き換える, すなわち表現を取ることにより具体的な Fuchs型微分方程式が得られる
が, そこには形式的 KZ方程式の持っ代数構造が表現に応じて制限された形で継承され
ている.

さらに, 表現である具体的な Fuchs型微分方程式の解析的な性質がよく知られている
場合, 例えば解が具体的な関数で書かれている, 解の積分表示が分かっている, 解の接
続係数がよく知られているといったときには, それらの性質と形式的 KZ方程式に由来
する代数的な性質を比較することにより Fuchs型方程式の理論に整数論との関係など
の新たな視点での理解を与えることが出来る. また, 逆に多重ゼータ値の研究において
も Fuchs型方程式の立場からのアプローチを与えることになる.
例えば, 解が具体的な関数として書かれることが分かっている場合にはその関数の反

復積分表示が与えられたことになり, 接続公式が具体的に書かれている場合は多重対数
関数の非自明な関数等式, 多重ゼータ値の非自明な関係式が導かれることが期待される.
この形式的 KZ 方程式の表現と Fuchs型微分方程式をめぐる枠組みを簡便に図示す

ると次のようになる.

方程式 解 接続係数

Drinfel’d
Associator

形式的 KZ 方程式 (多重ゼータ値の
形式的母関数)

$\downarrow$表現

多重ゼータ値
の級数

$\Vert$ $\Vert$ 関係式

積分表示など
具体的な関数一– 解の接続係数

そのような形式的 KZ 方程式の表現の顕著な例として, Gauss の超幾何微分方程式に
対応する表現について紹介する. Gauss の超幾何微分方程式とその解である超幾何関
数の性質は詳しく研究されており, 特に接続係数がガンマ関数の比で書かれることか
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ら, 具体的に多重対数関数の満たす関数等式, 多重ゼータ値の関係式を求めることが出
来る. 一方, この表現に対応する代数構造の制限は, 重さ, 深さ, 高さが一定のところ
で和を取った形で現れる. 従って, 特にこの表現から導かれる多重ゼータ値の関係式は

大野-Zagier の関係式と呼ばれる関係式 ([OZ]) そのものであり, 大野-Zagier の関係式に
Fuchs型方程式の接続問題としての解釈を与えることになる.

3.1 形式的 KZ方程式の表現

$\mathcal{U}(-\mathfrak{T})=C\{X_{0},$ $X_{1}\rangle$ の $n$ 次元表現 $\rho$ : $\mathcal{U}(\sim \mathfrak{T})arrow M(n, C)$ が与えられたとき, 方程式

$\frac{dG}{dz}=(\frac{\rho(X_{0})}{z}+\frac{\rho(X_{1})}{1-z})G$ (28)

を形式的 KZ 方程式の ( $\rho$ による) 表現と呼ぶ. また, 形式和

$\rho(H_{0}(z)):=\sum_{w}Li(w;z)\rho(W)$ (29)

を基本解 $H_{0}(z)$ の ( $\rho$ による) 表現と呼ぶ. $\rho(H_{0}(z))$ はあくまで形式和であり, 絶対収束
するとは限らないが, もし収束して $M(n, C)$ 値関数を定めるならば方程式 (28) の基本
解行列の反復積分表示である.

3.2 Gauss の超幾何微分方程式とその解, 接続係数

$\alpha,$ $\beta,$
$\gamma$ を複素パラメータとし, 表現 $\rho_{0}$ : $\mathcal{U}$ (実) $arrow$ M(2, C),

$\rho_{0}(X_{0})=(\begin{array}{ll}0 \beta 0 1-\gamma\end{array}),$ $\rho_{0}(X_{1})=(\begin{array}{llll}0 0 \alpha \alpha+\beta +l- \gamma\end{array})$ (30)

を考える. このとき形式的 KZ 方程式の $p_{0}$ による表現

$\frac{d}{dz}G=(\frac{1}{z}(\begin{array}{lll}0 \beta 0 l- \gamma\end{array})+ \frac{1}{1-z}(\begin{array}{llll}0 0 \alpha \alpha+\beta +1- \gamma\end{array}))G$ (31)

は Gauss の超幾何微分方程式

$z(1-z) \frac{d^{2}w}{dz^{2}}+(\gamma-(\alpha+\beta+1)z)\frac{dw}{dz}-\alpha\beta w=0$ (32)

に他ならない.
以下 $\alpha,$ $\beta,$

$\gamma,$ $\gamma-\alpha-\beta$ は整数ではないとする.
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このとき, Gauss の超幾何微分方程式 (31) の $z=i(i=0,1, \infty)$ の近傍における基本
解行列 $\Phi_{i}$ は以下で与えられる.

$\Phi_{i}=(_{\frac{1}{\beta}z\frac{\varphi_{d}0}{dz}\varphi_{0}^{(i)}}(i)$ $\frac{1}{\beta}z\frac{\varphi_{1}d}{dz}\varphi_{1}^{(i))}(i)$ , (33)

$\{$ $\varphi_{1}^{(0)}(z)\varphi_{0}^{(0)}(z)==F(\alpha,\beta,\gamma;z)z^{1-\gamma}F(\alpha+1=\sum_{-\gamma,\beta+}n\infty=0_{2-\gamma;}\frac{(\alpha)_{n}(\beta)_{n}}{1-\gamma)(\gamma)_{n}n!}z^{n},z)$

超幾何関数

$\{\begin{array}{l}\varphi_{0}^{(1)}(z)=F(\alpha, \beta, \alpha+\beta+1-\gamma;1-z),\varphi_{1}^{(1)}(z)=(1-z)^{\gamma-\alpha-\beta}F(\gamma-\alpha, \gamma-\beta,\gamma-\alpha-\beta+1;1-z),\end{array}$

$\{\begin{array}{l}\varphi_{0}^{(\infty)}(z)--- z^{-\alpha}F(\mathfrak{a}, \alpha+1-\gamma, \alpha-\beta+1;1/z),\varphi_{1}^{(\infty)}(z)=z^{-\beta}F(\beta, \beta+1-\gamma, \beta-\alpha+1;1/z).\end{array}$

基本解 $\Phi_{i}$ 達は以下の接続公式を満たす.

$\Phi_{1}^{-1}\Phi_{0}=C^{01},$ $C^{01}=(\begin{array}{ll}\frac{\Gamma(\gamma)\Gamma(\gamma-\alpha-\beta)}{\Gamma(\gamma-\alpha)\Gamma(\gamma-\beta)} \frac{\Gamma(2-\gamma)\Gamma(\gamma-\alpha-\beta)}{\Gamma(1-\alpha)\Gamma(l-\beta)}\frac{\Gamma(\gamma)\Gamma(\alpha+\beta-\gamma)}{\Gamma(\alpha)\Gamma(\beta)} \frac{\Gamma(2-\gamma)\Gamma(\alpha+\beta-\gamma)}{\Gamma(\alpha+l-\gamma)\Gamma(\beta+l-\gamma)}\end{array})$ , (34)

$\Phi_{\infty}^{-1}\Phi_{0}=C^{0\infty}$ , $C^{0\infty}=(\begin{array}{ll}e^{-\pi i\alpha}\frac{\Gamma(\gamma)\Gamma(\beta-\alpha)}{\Gamma(\beta)\Gamma(\gamma-\alpha)} e^{\pi i(\gamma-\alpha-1)_{\frac{\Gamma(2-\gamma)\Gamma(\beta-\alpha)}{\Gamma(\beta+1-\gamma)\Gamma(1-\alpha)}}}e^{-\pi i\beta_{\frac{\Gamma(\gamma)\Gamma(\alpha-\beta)}{\Gamma(\alpha)\Gamma(\gamma-\beta)}}} e^{\pi i(\gamma-\beta-1)_{\frac{\Gamma(2-\gamma)\Gamma(\alpha-\beta)}{\Gamma(\alpha+1-\gamma)\Gamma(1-\beta)}}}\end{array})$ .

(35)

3.3 超幾何関数の反復積分表示

以上の枠組みより, 超幾何関数の解の反復積分表示を求めることは形式的 KZ方程式
の基本解 $H_{0}(z)$ の $\rho_{0}$ による表現を計算することに他ならない. 実際, $\rho_{0}(H_{0}(z))$ が絶対
収束していればそれは超幾何微分方程式の原点で漸近挙動 $\rho_{0}(H_{0}(z))z^{\rho o(X_{0})}arrow 1$ を満
たす基本解行列なので, $\Phi_{0}$ との間には線型関係が存在する. その線型関係を漸近挙動
を比較することにより求めればよい.

$\rho_{0}(H_{0}(z))$ を求めるためには任意の巧の語 $W$ に対して $\rho_{0}(W)$ を求めればよいが, 直
接計算により次のように求めることが出来る.
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補題 2. 任意の空でない語 $W\in$ ゐに対し,

$\rho_{0}(W)=p^{|W|-d(W)-h(W)}q^{d(W)-h(W)}(\alpha\beta+pq)^{h(W)-1}M$ (36)

$M=\{\begin{array}{ll}[Matrix] (W\in X\text{め}Y), [Matrix] (W\in Y\text{め}Yor W=Y),[Matrix] (W\in X\mathfrak{H}Xor W=X), [Matrix] (W\in Y\mathfrak{H}X).\end{array}$

(37)

但し $p=1-\gamma,$ $q=\alpha+\beta+1-\gamma$ , 巧の語に対しても重み, 深さ, 高さを $\mathfrak{h}$ と同様に定
めるものとする.

命題 1, 補題 2, 重みが $k$ の $\mathfrak{h}$ の語は高々 $2^{k}$ 個しかないことから, $\rho_{0}(H_{0}(z))$ は

$|1-\gamma|,$ $|\alpha+1-\gamma|,$ $|\beta+1-\gamma|,$ $| \alpha+\beta+1-\gamma|<\frac{1}{2}$ のとき $P^{1}-\{0,1, \infty\}$ の普遍被覆空
間上広義一様絶対収束する. また, $p_{0}(H_{0}(z))$ と $\Phi_{0}$ の間の線型関係は次で与えられる.

補題 3.

$\Phi_{0}(z)=\rho_{0}(H_{0}(z))(\begin{array}{ll}1 10 \frac{1-\gamma}{\beta}\end{array})$ . (38)

以上をまとめて, 次の定理を得る. なお, $z=0$ におけるもうひとっの解も同様に計
算することが出来る.

定理 4. $|1-\gamma|,$ $|\alpha+1-\gamma|,$ $|\beta+1-\gamma|,$ $| \alpha+\beta+1-\gamma|<\frac{1}{2}$ とする. このとき超幾何関
数 $\varphi_{0}^{(0)}(z)=F(\alpha, \beta, \gamma;z)\}$は

$F( \alpha, \beta,\gamma;z)=1+\alpha\beta\sum_{n\geq s}G_{0}(k, n, s;z)k,n,s>0k\geq n+s$

$\cross(1-\gamma)^{k-n-s}(\alpha+\beta+1-\gamma)^{n-s}((\alpha+1-\gamma)(\beta+1-\gamma))^{s-1}$ (39)

と表示される. 右辺の級数は $P^{1}-\{0,1, \infty\}$ の普遍被覆空間上広義一様絶対収束する.

同様の方法で $z=1$ の近傍での解を求めることも出来る. ここでは ${}^{t}\Phi_{1}^{-1}$ の反復積分
表示を構成する. $t=1-z$ とし, 表現 $\rho_{1}$ : $\mathcal{U}(X)arrow M(2, C)$ を

$\rho_{1}(X_{0})={}^{t}\rho_{0}(X_{1})=(\begin{array}{ll}0 \alpha 0 q\end{array}),$ $\rho_{1}(X_{1})={}^{t}\rho_{0}(X_{0})=(\begin{array}{ll}0 0\beta p\end{array})$ (40)
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で定める. このとき ${}^{t}\Phi_{1}^{-1}$ は形式的 KZ方程式の $\rho_{1}$ による表現

$\frac{d}{dt}G=(\frac{\rho_{1}(X_{0})}{t}+\frac{p_{1}(X_{1})}{1-t})G$ (41)

の $t=0$ における基本解行列である. 従って $p_{1}(H_{0}(t))$ と線型関係にある. 実際に計算
することで以下の命題を得る. なお, 方程式 (41), 基本解 $\rho_{1}(H_{0}(t))$ は元の超幾何方程式
$|_{\llcorner}’$対し変数を $Zarrow t$ , パラメータを $(\alpha, \beta,p, q)arrow(\beta, \alpha, q,p)$ と置き換えたものに等しい
ことに注意する.

命題 5. $|1-\gamma|,$ $|\alpha+1-\gamma|,$ $|\beta+1-\gamma|,$ $| \alpha+\beta+1-\gamma|<\frac{1}{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対し, $\Phi_{1}^{-1}$ の (1, 1), (1, 2)
成分は次で与えられる.

$( \Phi_{1}^{-1})_{11}=1+\alpha\beta\sum_{n\geq s}G_{10}(k,$

$k-n,$
$s;1-z)k,n,s>0k\geq n+s$

(42)

$\cross(1-\gamma)^{k-n-s}(\alpha+\beta+1-\gamma)^{n-s}((\alpha+1-\gamma)(\beta+1-\gamma))^{s-1}$

$( \Phi_{1}^{-1})_{12}=\beta\sum_{n\geq s}G_{0}(k-1, k-n, s;1-z)k,n,s>0k\geq 7l+S$

(43)

$\cross(1-\gamma)^{k-n-s}(\alpha+\beta+1-\gamma)^{n-s}((\alpha+1-\gamma)(\beta+1-\gamma))^{s-1}$

右辺の級数は $P^{1}-\{0,1, \infty\}$ の普遍被覆空間上広義一様絶対収束する.

なお, $\Phi_{1}^{-1}$ の (2, 1), (2, 2) 成分も求めることが出来るが, 漸近挙動の関係で綺麗な式に
ならないため省略する.
以上の結果を超幾何方程式の解の $z=0,1$ の間の接続公式 (34) の (1,1) 成分

$(\Phi_{1}^{-1})_{11}(\Phi_{0})_{11}+(\Phi_{1}^{-1})_{12}(\Phi_{0})_{21}=(C^{01})_{11}$ (44)

に代入して関数等式を求める $((\Phi_{0})_{11}=F(\alpha,$ $\beta,$ $\gamma;z),$ $( \Phi_{0})_{21}=\frac{1}{\beta}z\frac{d}{dz}(\Phi_{0})_{11}$ であった $)$ .

3.4 ガンマ関数のゼータ値による展開

以上より $(\Phi_{1}^{-1})_{11},$ $(\Phi_{0})_{11},$ $(\Phi_{1}^{-1})_{12)}(\Phi_{0})_{21}$ が全て $p=1-\gamma,$ $q=\alpha+\beta+1-\gamma,$ $r=$

$(\alpha+1-\gamma)(\beta+1-\gamma)$ の級数として表示されているため, 右辺の接続係数に現れるガ
ンマ関数の部分も多重ゼータ値を係数とする $p,$ $q,$ $r$ の級数として表示したい. そのため
には次のガンマ関数の無限積表示による展開を用いる.

$\frac{1}{\Gamma(1-z)}=\exp(-cz-\sum_{n=2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}z^{n})$, (45)
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ただし, $c$ は Euler 定数 $(c= \lim_{narrow\infty}(\sum_{k=1}^{n}\frac{1}{k}-\log n))$ である. また, $a=(a_{1}, a_{2}, \ldots)1$こ

対し, Schur 多項式 $P_{n}(a)$ を

$\exp(\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}z^{n})=\sum_{n=0}^{\infty}P_{n}(a)z^{n}$ で定める. すなわち $P_{0}(a)=1$ , (46)

$\underline{a_{1}^{k_{1}}}\underline{a_{2}^{k_{2}}}\underline{a_{3}^{k_{3}}}\ldots$

$P_{n}(a)= \sum_{k_{1}+2k_{2}+3k_{3}+\cdots=n}k_{1}!k_{2}!k_{3}!.$
. $(n\geq 1)$ . (47)

整数 $N_{i,j}$ を巾和多項式の展開係数とする. すなわち $N_{i_{1}j}=0(i,j<0),$ $N_{00,)}=1$ ,

$a^{n}+b^{n}= \sum_{i_{l}j}N_{i,j}(a+b)^{i}(ab)^{j}$
$($その他 $i+2j=n)$ . (48)

以上の記号のもと, (44) の右辺は次のように展開される.

命題 6. $\zeta=(0, \frac{\zeta(2)}{2}, \frac{\zeta(3)}{3}, \frac{\zeta(4)}{4}, \cdots),$ $p=1-\gamma,$ $q=\alpha+\beta+1-\gamma,$ $r=(\alpha+1-\gamma)(\beta+1-\gamma)$

に対し,

$\frac{\Gamma(\gamma)\Gamma(\gamma-\alpha-\beta)}{\Gamma(\gamma-\alpha)\Gamma(\gamma-\beta)}=$

$\sum_{k,l,m=0}^{\infty}(\sum_{i=0}^{k}\sum_{j=0}^{l}\sum_{\mu=0}^{m}(\begin{array}{ll}i+ ji \end{array})P_{k-i}( \zeta)P_{l-j}(\zeta)P_{\mu}(-\zeta)P_{i+j+2m-\mu}(-\zeta)N_{i+j,m-\mu})$

$\cross p^{k}q^{\iota}r^{m}$ . (49)

3.5 $z=0,1$ の間の接続公式の (1, 1) 成分から導かれる関数等式

以上の結果を超幾何微分方程式の解の接続公式 (34) の (1, 1)成分 (44) に適用し, $p^{k}q^{\iota}r^{m}$

の係数を比較することにより次の関数等式の族を得る.

定理 7. $\overline{G}_{*}(k, n, s;z)=G_{*}(k, n, s;z)-G_{*}(k, n, s+1;z)$ $(*=0,10)$ とする.

$\overline{G}_{10}(k+l+2m,$ $l+m,$ $m;z)+\overline{G}_{10}(k+l+2m,$ $k+m,$ $m;1-z)$

$+ \sum_{k+k=k}(\prime m’$ ,

$m+m”=m!^{+l’’=l}$
’

$+\overline{G}_{0}(k’+\iota+2m^{\llcorner}1,$ $l’+m’,$ $m’;z)G_{0}(k’’+\iota’+2m’’+1,$ $k”+m”+1,$ $m”+1;1-z))$

$= \sum_{i=0}^{k}\sum_{j=0}^{l}\sum_{\mu=0}^{m}(\begin{array}{ll}i+ ji \end{array})P_{k-i}( \zeta)P_{l-j}(\zeta)P_{\mu}(-\zeta)P_{i+j+2m-\mu}(-\zeta)N_{i+j,m-\mu}$. (50)
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定理 7において, $zarrow 1$ の極限を取ることにより多重ゼータ値の関係式を得ることが
出来る.

$\lim_{zarrow 1}G_{10}(k,$ $n,$ $s,$ $z)=G_{10}(k,$ $n,$ $s;1)$ ,

$\lim_{zarrow 1}G_{10}(k,$ $n,$ $s;1-z)=0$ ,

$\lim_{zarrow 1}G_{0}(k, n, s;z)G_{0}(k’,$ $n’,$ $s’;1-z)=0$

に注意すると,

$\overline{G}_{10}(k+l+2m, l+m, m;1)=\overline{G}_{10}(k+l+2m, k+m, m;1)$

$= \sum_{i=0}^{k}\sum_{j=0}^{l}\sum_{\mu=0}^{m}(\begin{array}{ll}i+ \dot{J}i \end{array})P_{k-i}( \zeta)P_{l-j}(\zeta)P_{\mu}(-\zeta)P_{i+j+2m-\mu}(-\zeta)N_{i+j,m-\mu}$ (51)

を得る (この式は大野-Zagierの関係式と同値). この式は Drinfel‘dassociator $\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})$

の $\rho_{0}$ による表現と $C^{01}$ (この両者には線型関係がある) の (1, 1) 成分との比較と解釈す
ることも出来る.
この定理より直接, 間接的に導くことが出来る多重対数関数の関数等式, 多重ゼータ

値の関係式をいくつか紹介する.

$m=0,$ $l=1$ のとき

$(($ 50 $)$ の左辺 $)$ $|_{m=0,l=1}=- Li_{k+1}(z)-Li_{2,1,\ldots,1}(1-z)-\sum_{i=1\check{k-1|\S}}^{k}Li_{i}(z)$ Li
$k\check{-i+1}ffi1,..,1(1-z)$

(52)

$(($ 50 $)$ の右辺 $)|m=0,l=1$

$= \exp(\sum_{n=2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}z^{n})\frac{d}{dz}$ exn $(- \sum_{n=2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}z^{n})$ の $z^{k}$ の係数 $=-\zeta(k+1)$ (53)

従って, この場合は polylogarithm に関する Euler の反転公式

$Li_{k+1}(z)+Li_{2,1,\ldots,1}(1-z)\check{k-1\beta|}+\sum_{i=1}^{k}Li_{1,\ldots,1}=\zeta(k+1)$ (54)

となっている.

$m=0,$ $l=2$ のとき この場合, (50) は次のようになる.

$Li_{k+1,1}(z)+Li_{3_{7}1,1}(1-z)k-1’\check{\beta}+Li_{1}(z)Li_{2_{I}1,.,1}(1-z)k-1^{\cdot}\check{R}+\sum_{i=1}^{k}Li_{i,1}(z)$ Li
$k\check{-:+1}\emptyset 1)..,1(1-z)$

$= \frac{k+1}{2}\zeta(k+2)-\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{k-1}\zeta(i+1)\zeta(k-i+1)$ . (55)
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特に, $zarrow 1$ の極限を取ると Euler による $\zeta(k, 1)$ に関する有名な関係式が得られる.

$\zeta(k+1,1)-\frac{k+1}{2}\zeta(k+2)+\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{k-1}\zeta(i+1)\zeta(k-i+1)=0$ . (56)

多重対数関数の和公式 接続公式 (44) の両辺の $\alpha^{1}$ の係数において, $p=1-\gamma,$ $q’=$

$\beta+1-\gamma$ の係数を比較することにより次の関係式を得る.

命題 8. 任意の整数 $k>n>0$ に対し,

$\sum_{s}G_{10}(k, n, s;z)+\sum_{s}G_{10}(k, k-n, s;1-z)$

$+$

$\sum_{k’+k’’=k,n+n=n}\sum_{s’}G_{0}(k’, n’, s’;z)\sum_{s’’}G_{0}(k’’, k’’-n’’, s’’;1-z)=\zeta(k)$
(57)

特に $zarrow 1$ の極限を取ると Graville-Zagier の和公式

$\sum_{s}G_{10}(k, n, s;1)=\zeta(k)$ (58)

を得る. 従って, この命題は多重ゼータ値の和公式の多重対数関数版である.

3.6 $z=\infty$ における基本解行列

最後に $z=0$ と $z=\infty$ の間の接続公式より導かれる関係式の一部を示す. $u= \frac{1}{z}$ と

し, 表現 $\rho_{\infty}$ : $\mathcal{U}(X)arrow M(2, C)$ を

$\rho_{\infty}(X_{0})=\rho_{0}(X_{1})-\rho_{0}(X_{0})=(\begin{array}{ll}0 \beta\alpha \alpha+\beta\end{array}),$ $\rho_{\infty}(X_{1})=\rho_{0}(X_{1})=(\begin{array}{ll}0 0\alpha q\end{array})$

で定めると, 超幾何微分方程式は

$\frac{d}{du}G=(\frac{\rho_{\infty}(X_{0})}{u}+\frac{\rho_{\infty}(X_{1})}{1-u})G$ (59)

と書き換えることが出来, その基本解は $p_{\infty}(H_{0}(u))$ で与えられる. 漸近挙動を考えると

$\Phi_{\infty}=\rho_{\infty}(H_{0}(u))(\begin{array}{ll}l 1-\frac{\alpha}{\beta} -l\end{array})$
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であるので, $\Phi_{\infty}^{-1}$ は次のように求めることが出来る.

$\Phi_{\infty}^{-1}=\frac{\beta}{\beta-\alpha}(\begin{array}{ll}1 l-\frac{\alpha}{\beta} -1\end{array}) \rho_{\infty}(H_{0}(u))^{-1}$ ,

$p_{\infty}(H_{0}(u))^{-1}= \sum_{w}Li(S(w);u)\rho_{\infty}(W)$ . (60)

一般に $\rho_{\infty}(H_{0}(u))^{-1}$ を計算するのは大変複雑なので, ここでは $\betaarrow 0$ の極限として
計算する. $\betaarrow 0$ の極限では

$\rho_{\infty}(X_{0})\sim(\begin{array}{ll}0 0\alpha \alpha\end{array})$ $\rho_{\infty}(X_{1})\sim(\begin{array}{ll}0 0\alpha \alpha+p\end{array})$ (61)

なので, この場合 $z=\infty$ における基本解行列は次のよう こなる.

命題 9.

$\lim_{\betaarrow 0}\rho_{\infty}(H_{0}(u))^{-1}=(\begin{array}{ll}1 0H_{21} H_{22}\end{array})$ (62)

$H_{21}= \sum_{k=1}^{\infty}(-1)^{k}\frac{\log^{k}u}{k!}\alpha^{k}+\sum_{k\geq n\geq 1}Li_{1_{\check{nM}}1}(u)\frac{\log^{k-n}u}{(k-n)!}\alpha^{k-n}(\alpha+p)\}\iota$

$+p \sum_{k>n\geq 1}(-1)^{k}\sum_{i=0}^{k-n-1}(-1)^{k-n-1-i}Li_{k-n-i+1,1,..,1}(u)\frac{\log^{i}(u)}{i!}\alpha^{k-n}(\alpha\check{n-1m}+p)^{n}$ (63)

$H_{22}= \sum_{k\geq n\geq 0}(-1)^{k}Li_{1_{\check{nM}}1}(u)\frac{\log^{k-n}.u}{(k-n)!}\alpha^{k-n}(\alpha+p)^{n}$ (64)

この式を $z=0,$ $z=\infty$ の問の解の接続公式に代入して $\alpha^{m}(\alpha+1-\gamma)^{n}$ の係数を計算
すると, 以下の多重対数関数の関数等式を得る.

命題 10. 任意の正整数 $m,$ $n$ , $z\in P^{1}-\{0,1, \infty\}$ の普遍被覆空間に対し,

$\frac{\log^{m}\frac{1}{z}}{m!}-\sum_{i=0}^{m-1}(Li_{m-i}(z)+(-1)^{m-i}Li_{m-i}(\frac{1}{z}))\frac{\log^{i}\frac{1}{z}}{i!}=(-1)^{m}B_{m}\frac{(2\pi i)^{m}}{m!}$ , (65)

$\sum_{i=0}^{m-1}(-1)^{n+i+1}Li_{m-i,1_{\check{n\beta}}1}(\frac{1}{z})\frac{\log^{i}\frac{1}{z}}{i!}+\sum_{i=0}^{m-1}))\check{n-1ffi}$

$+ \sum_{i=0}^{m-1}\sum_{j=0}^{n}(-1)^{m+n-j-1}Li_{1,\ldots,1}(\frac{1}{z})\sum_{k=0\check{n-j\emptyset}}^{j}(\begin{array}{l}m-i-1+j-km-i-1\end{array})\sum_{s}G_{0}(m-i+j, k+1, s;z)\frac{\log^{i}\frac{1}{z}}{i!}$

$=m_{1}+m+ms=mn1+^{2}n=n \sum_{2}(\begin{array}{l}m_{1}+n_{1}m_{1}\end{array})(-1)^{m_{1}}P_{m_{1}+n}1(\zeta)P_{m2}(\zeta)\frac{(-\pi i)^{ms}}{m_{3}!}P_{n}2(-\zeta)$
. (66)
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$\lim_{zarrow 1\in 3}Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(\frac{1}{z})=\lim_{zarrow 1\in 3}Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)=\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})$ $(k_{1}\geq 2)$

であるので, $z\in 3$ にて $zarrow 1$ の極限を取ることにより, (65) から

$-2 \zeta(m)=B_{m}\frac{(2\pi i)^{m}}{m!}$ ( $m$ : 偶数) (67)

が得られる. 同様に (66) の $n=1,2$ からは次の命題が得られる.

$2 \zeta(rn, 1)=m\zeta(m+1)-2\sum_{i+2k=m},\zeta(i+1)\zeta(2k)$

命題 11.

$(m+2)\zeta(m+1)=2_{i+,i\text{恕}},$

$\zeta(i+1)\zeta(2k)$ ( $m$ : 奇数)

(68)

($m$ : 偶数)

(69)

$(m+2) \zeta(m+1,1)=-\frac{\pi^{2}}{2}\zeta(m)+\frac{(m+2)(m+1)}{2}\zeta(m+2)$

$- \sum_{i,k\geq 1}(i+1)\zeta(i+2)\zeta(2k)-\sum_{ii+2k=m,+j+2k=m},(i+1)\zeta(i+1)\zeta(j+1)\zeta(2k)$
($m$ : 奇数)

(70)

$2 \zeta(m, 1,1)=-m\zeta(m+1,1)+\frac{\pi^{2}}{2}\zeta(m)-\frac{(m+2)(m+1)}{2}\zeta(m+2)$

$+ \sum_{i,k\geq 1}(i+1)\zeta(i+2)\zeta(2k)+\sum_{ii+2k=m,+j+2k--m},(i+1)\zeta(i+1)\zeta(j+1)\zeta(2k)$
( $m$ : 偶数)

(71)
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