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はじめに

$\mathbb{R}^{2}$ 上の absolute norm 全体は自然な意味で凸構造を持つ。その端点全体の集合を
決定し、端点をなすノルムについて、 James 定数や Von Neumann-Jordan 定数を考
察し、 これまでに部分的ながら具体的な値も計算されている。本稿では、端点に関し
これまでに分かっている結果をまとめ、更に James 定数や Von Neumann-Jordan 定
数のノルムに関する凸性について得られた結果についてまとめる。

1. 序

$\mathbb{R}_{-}^{2}\llcorner$のノルム $\Vert\cdot\Vert h^{\backslash }\backslash$ absolute norm であるとは、 $\Vert(|x|, |y|)\Vert=\Vert(x, y)\Vert(x, y\in \mathbb{R})$

であることとし、 更に $\Vert(1,0)\Vert=\Vert(0,1)\Vert=1$ を満たすとき、 normalize されている
という。 $P_{p^{-}}$ノルム

$\Vert(x, y)\Vert_{p}=\{\begin{array}{ll}(|x|^{p}+|y|^{P})^{1/p}, if 1\leq p<\infty,\max\{|x|, |y|\}) if p=\infty\end{array}$

はその代表的なものである。 $\mathbb{R}^{2}$ 上の absolute normalized norm 全体を $AN_{2}$ によっ
て表記する。 一方、 $[0,1]$ 上の凸関数 $\psi$ で

$\psi(0)=\psi(1)=1$ , niax$\{1-t, t\}\leq\psi(t)\leq 1(t\in[0,1])$

を満たすもの全体を $\Psi_{2}$ とおくと、 対応

$\psi(t)=\Vert(1-t, t)\Vert$ $(t\in[0,1])$

又は、

$\Vert(x, y)\Vert_{\psi}=\{\begin{array}{ll}(|x|+|y|)\psi(\frac{|y|}{|x|+|y|}), if (x, y)\neq(O, 0),0, if (x, y)=(O, 0)\end{array}$
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によって、 $AN_{2}$ と $\Psi_{2}$ とは 1:1に対応している。 $\ell_{p^{-}}$ノルム $\Vert\cdot\Vert_{p}(1\leq p\leq\infty)$ に

対応する凸関数 $\psi_{p}$ は

$\psi_{\rho}(t)=\{\begin{array}{ll}((1-t)^{P}+t^{P})^{1/p}, if 1\leq p<\infty,\max\{1-t, t\}, if p=\infty\end{array}$

で与えられる。
$AN_{2}$ は次の意味で凸構造を備えている。

$\Vert\cdot\Vert$ , $|$鴬’ $\in AN_{2}\Rightarrow(1-\lambda)\Vert\cdot\Vert+\lambda\Vert\cdot\Vert’\in AN_{2}$ $(\lambda\in[0,1])$ .

更に、 対応 $\psiarrow\Vert\cdot\Vert_{\psi}$ は凸結合をとる演算を保つ。 すなわち、

$(1-\lambda)\Vert\cdot\Vert\psi+\lambda\Vert\cdot\Vert_{\psi^{J=}}\Vert\cdot\Vert_{(1-\lambda)\psi+\lambda\psi’}$ $(\psi, \psi’\in\Psi_{2}, \lambda\in[0,1])$ .

この意味で、 $\Psi_{2}$ と $AN_{2}$ は凸構造に関しても同一視できる。
$AN_{2}$ に属するノルム $\Vert$ . I が $AN_{2}$ の端点であるとは、 $\Vert\cdot\Vert=\frac{1}{2}(\Vert\cdot\Vert’+\Vert\cdot\Vert’’)$ ,

$\Vert\cdot\Vert’,$ $\Vert\cdot\Vert^{n}\in AN_{2}$ から $\Vert\cdot\Vert’=\Vert\cdot\Vert’’$ が従うこととする。次節で端点全体の集合を
記述する。 3 $\cdot 4$ 節では、 James 定数および Von Neumann-Jordan 定数の端点に関
する結果と、 これらの定数をノルムの関数と見た時の凸性について考察する。

2. $\Psi_{2}$ および $AN_{2}$ の端点集合

$0 \leq\alpha\leq\frac{1}{2}\leq\beta\leq 1$ とし、 $( \alpha, \beta)\neq(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ の時、

$\psi_{\alpha,\beta}(t)=\{\begin{array}{ll}1-t (t\in[0, \alpha])\frac{\alpha+\beta-1}{(j-\alpha}t+\frac{(j-2\alpha\beta}{\beta-\alpha} (t\in[\alpha, \beta])t (t\in[\beta, 1])\end{array}$

$( \alpha, \beta)=(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ の時、 $\psi_{1/2,1/2}=\psi_{\infty}$ とおく。 $\psi_{\alpha,\beta}$ は $\Psi_{2}$ に属し、 $\psi_{0,1}=\psi_{1}$ となる。

更に、 $\alpha=\frac{1}{2}$ 又は $\beta=\frac{1}{2}$ の時、 $\psi_{\alpha,\beta}=\psi_{\infty}$ である。 $\psi_{0,\beta}$ に対応するノルム $\Vert\cdot\Vert_{\psi_{a,\beta}}$

は、

$\Vert(x_{1}, x_{2})\Vert\psi_{\alpha,\beta}=\{\begin{array}{ll}|x_{1}| (|x_{2}|\leq\frac{\alpha}{1-\alpha}|x_{1}|)f(x_{1}, x_{2}) (\frac{\alpha}{1-\alpha}|x_{1}|<|x_{2}|, \frac{1-\beta}{\beta}|x_{2}|<|x_{1}|)|x_{2}| (|x_{1}|\leq\frac{1-\beta}{\beta}|x_{2}|),\end{array}$

ただし、 $f(x_{1}, x_{2})= \frac{(1-2\alpha)\beta}{\beta-\alpha}|x_{1}|+\frac{(2\beta-1)(1-\alpha)}{\beta-\alpha}|x_{2}|$ $((x_{1}, x_{2})\in \mathbb{R}^{2})$

で与えられる。集合 $E$ を

$E= \{\psi_{\alpha,\beta}|0\leq\alpha\leq\frac{1}{2}\leq\beta\leq 1\}$

とおくと $E\subset\Psi_{2}$ である。 ここで、 端点集合を与える定理を記述する。
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Theorem 2.1. 次の 3条件は、すべて同値である。
(1) $\Vert\cdot\Vert\psi$ は $AN_{2}$ の端点である。
(2) $\psi$ は $\Psi_{2}$ の端点である。
(3) $\psi\in E$ .

(1) と (2) の同値性は、前述のことから自明である。また、 (3) $\Rightarrow(2)$ も容易に示す
ことができる。 したがって、 (2) $\Rightarrow(3)$ が証明の主要部分である。 その証明には 1次
元の凸関数に関する凸解析学的な手法を用いる。

3. $(\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert\psi_{\alpha,\beta})$ の Von Neumann-Jordan 定数

34節では、$AN_{2}$ の端点をなすノルムに関し、Von Neumann-Jordan 定数、James
定数に関し得られた結果をまとめ、更にこれらをノルムの関数と見たときの凸性につ
いて考察する。はじめに Von Neumann-Jordan 定数の基本性質のうち関連するもの
をあげる。 Banach 空間 $(X, \Vert\cdot\Vert)$ に対し、 von Neumann-Jordan定数 (NJ 定数) は

$C_{NJ}((X, \Vert\cdot\Vert))=\sup\{\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{2(||x||^{2}+||y\Vert^{2})}|x,$$y\in X\backslash \{0\}\}$

と定義される。 $1\leq C_{NJ}(X)\leq 2$ が常に成り立ち $C_{NJ}(X)=1$ であることと $X$

が Hilbert 空間であることは同値である。 $1\leq p\leq\infty$ なる $P$ に対し、 $C_{NJ}(L_{p})=$

$2 \frac{2}{mi_{I1}\{p,q\}}1$

$( \frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1, \dim L_{p}\geq 2)$ が成り立つ。更に、 $X$ が uniformly non-
square であることの必要十分条件は $C_{/N.J}(X)<2$ で与えられる。 ここで、 $X$ が
uniformly non-square であるとは、 $\Vert(x-y)/2\Vert\geq 1-\delta,$ $\Vert x\Vert\leq 1,$ $\Vert y\Vert\leq 1$ の時常に
$\Vert(x+y)/2\Vert\leq 1-\delta$ となるような $\delta>0$ が存在することである。 以下、 $AN_{2}$ の場
合を考える。簡単な事実として、 $\psi\in\Psi_{2},\overline{\psi|}(t)=\psi(1-t)$ $(t\in[0,1])$ とするとき、
$C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))=C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))$ であることが言える。NJ 定数を $\psi$ を用いて表
す結果が知られていて、それを以下に示す。

Proposition 3.1 ([10]). $\psi_{2}\leq\psi\in\Psi_{2}$ $($ resp. $\psi_{2}\geq\psi\in\Psi_{2})$ ならば、

$C_{NJ}(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))=0\leq t\leq lrnax\frac{\psi(t)^{2}}{\psi_{2}(t)^{2}}(resp$. $0 \leq t\leq 1\max\frac{\psi_{2}(t)^{2}}{\psi(t)^{2}})$

が成り立っ。

$\psi\in\Psi_{2}$ が $t=2$ で対称であるとは、

$\psi(t)=\psi(1-t)$ $(t\in[0,1])$

を満たすこととする。 これは、 対応するノルム $\Vert\cdot\Vert_{\psi}$ が

$\Vert(x, y)\Vert_{\psi}=\Vert(y, x)\Vert_{\psi}((x, y)\in \mathbb{R}^{2})$

を満たすことと同値である。

Proposition 3.2 ([10]). $\psi\in\Psi_{2}$ が $t= \frac{1}{2}$ で対称であるとする。 $M_{1}=0^{\max_{\leq t\leq 1}\frac{\psi(t)}{\psi_{2}(t)}}$

又は $M_{2}=0 \leq\iota\leq m\prime ax_{1}\frac{\psi_{2}(t)}{\psi(t)}$ が $t= \frac{1}{2}$ で最大値をとるならば

$C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))=M_{1}^{2}\Lambda’I_{2}^{2}$
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が成り立っ。

$C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))$ を $\Psi_{2}$ 上で定義されたノルムの関数と見ることが出来るが、Propo-
sition 3. 1を用いることで、 その凸性を次に示す。

Theorem 3.1. $X=\{\psi\in\Psi_{2}|\psi\leq\psi_{2}\},$ $Y=\{\psi\in\Psi_{2}|\psi\geq\psi_{2}\}$ とおく。 この
とき、 $X,$ $Y$ はそれぞれ $\Psi_{2}$ の凸部分集合で、 $C_{NJ}(X, \Vert\cdot\Vert_{\psi})$ を $\psi$ の関数と見ると
き、 $X,$ $Y$ それぞれにおいて凸である。 すなわち、

$C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{(1-\lambda)\psi+\lambda\psi’}))\leq(1-\lambda)C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))+\lambda C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi’}))$

が、 $\psi,$ $\psi’\in X(\psi, \psi’\in Y)_{J}\lambda\in[0,1]$ に対して成り立っ。

証明 $X_{-}\llcorner$の凸性を示す。 関数 $\pi_{x}^{1}$ は $(0, \infty)$ で凸であることから、

$\frac{1}{((1-\lambda)x+\lambda y)^{2}}\leq\frac{1-\lambda}{x^{2}}+\frac{\lambda}{y^{2}}$ $(x, y\in(0, \infty), \lambda\in[0,1])$

が成り立つ。 よって、 $\psi,$ $\psi’\in X$ をとると Proposition 3.1より、

$C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{(1-\lambda)\psi+\lambda\psi’}))=0^{\max_{\leq t\leq 1}\frac{\psi_{2}(t)^{2}}{((1-\lambda)\psi(t)+\lambda\psi’(t))^{2}}}$

$\leq_{0}\max_{\leq t\leq 1}(\frac{\psi_{2}(t)^{2}(1-\lambda)}{\psi(t)^{2}}+\frac{\psi_{2}(t)^{2}\lambda}{\psi(t)^{2}})$

$\leq_{0}\max_{\leq t\leq 1}\frac{\psi_{2}(t)^{2}(1-\lambda)}{\psi(t)^{2}}+0^{\max_{\leq t\leq 1}\frac{\psi_{2}(t)^{2}\lambda}{\psi’(t)^{2}}}$

$=(1-\lambda)C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))+\lambda C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi’}))$ .

$Y$ 上での凸性は、 関数 $\frac{1}{x}\tau$ のかわりに $x^{2}$ を用いることで同様に示される。

次に、 $(\mathbb{R}^{2}, \Vert . \Vert_{\psi_{\alpha,\beta}})$ における NJ 定数の具体的な値を考える。 $\psi_{\alpha,\beta}$ が $t= \frac{1}{2}$ で対

称 $(\alpha=1-\beta)$ であるとき、 $\psi_{1-\beta,\beta}\leq\psi_{2}$ となるための条件は $\frac{1}{2}\leq\beta\leq$ 毒である。
Proposition 3.2を用いると次の結果が得られる。

Proposition 3.3.

$C_{NJ}^{Y}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi_{1-\beta,\beta}}))=\{\begin{array}{ll}\frac{\beta^{2}+(1-\beta)^{2}}{\beta^{2}} (\beta\in[\frac{1}{2}, \frac{1}{\sqrt{2}}])2(\beta^{2}+(1-\beta)^{2}) (\beta\in[\frac{1}{\sqrt{2}},1]).\end{array}$

t實こ $\beta=\frac{1}{\sqrt{2}}$ の時、 $C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi_{1-+,\tau_{2}^{1}}}2))=4-2$而であり Hilbert 空間でな

いことがわかるが、 James定数は而となる。この時の単位球は正 8角形をなす。 $\psi$

の対称性がないときは、 Proposition 3. 1から次の結果が得られる。

Theorem 3.2. $\psi_{\alpha,\beta}\leq\psi_{2}$ とするとき、次が成り立つ。

(3.1) $C_{NJ}((\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi_{\alpha,\beta}}))=\{\begin{array}{ll}\frac{\alpha^{2}+(1-\alpha)^{2}}{(1-\alpha)^{2}} (\alpha+\beta\geq 1)\frac{\beta^{2}+(1-\beta)^{2}}{\beta^{2}} (\alpha+\beta\leq 1).\end{array}$
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4. $(\mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi_{\alpha,\beta}})$ の James 定数

Banach 空間 $(X, I \Vert)$ に布いて、 James 定数 $J(X)$ は

$J(X)= \sup\{\min\{\Vert x+y\Vert, \Vert x-y\Vert\}|x, y\in X, \Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1\}$

と定められる。常に而 $\leq J(X)\leq 2$ が成り立ち、 $X$ が Hilbert 空間のとき $J(X)=$
而である。ただし、 逆は成り立たない。 1 $\leq p\leq\infty$ なる $p$ に対し、 $J(L_{p})=$

$\max\{2^{\frac{1}{p}},2^{\frac{1}{q}}\}(\frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1, \dim L_{p}\geq 2)$ である。 さらに $X$ が uniformly non-square
であることの必要十分条件は $J(X)<2$ で与えられる。 James 定数は、次の式によっ
ても与えられる。

$J(X)= \sup\{\epsilon|\delta(\epsilon)\leq 1-\frac{\epsilon}{2}\}$

ここで
$\grave$

$\delta(\epsilon)$ は凸性の modulus と呼ばれ、 $\delta(\epsilon)=\inf\{1-\Vert\frac{x+y}{2}|||\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=$

$1,$ $\Vert x-y\Vert\geq\epsilon\}$ で与えられる。
以下、 $AN_{2}$ の場合を考える。 $\mathbb{R}^{2}$ の場合でも NJ 定数、 James定数を一般的に計算

できる公式は今のところなく、具体的な例や一定の条件下でいくつかの公式が知られ
ているのみである。その中で次の公式は応用範囲が広くしばしば用いられる。

Proposition 4.1 ([5]). $\psi\in\Psi_{2}$ が $t= \frac{1}{2}$ で対称であれば、次式が成り立つ。

$J(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))=\max$
$0 \leq t\leq\frac{J}{2}\frac{2-2t}{\psi(t)}\psi(\frac{1}{2-2t})$ .

上述の $J(L_{p})$ を求める計算で Clarkson の不等式を用いる方法を、 2次元の場合で
はこの公式により簡略化できる他、 2次元 Lorentz 空間の James 定数もこの公式に
より計算されている ([6])。 さらに、 この公式により以下の結果が得られる。

Proposition 4.2 ([5]). $\psi\in\Psi_{2}$ が $t= \frac{1}{2}$ で対称であれば、以下が成り立つ。

(1) $\psi_{2}\leq\psi$ で $\frac{\psi(t)}{\psi_{2}(t)}$ が $t= \frac{1}{2}$ において最大値をとるとき、

$J(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))=2\psi(\frac{1}{2})$ .

(2) $\psi_{2}\geq\psi$ で $\frac{\psi_{2}(t)}{\psi(t)}$ が $t= \frac{1}{2}$ において最大値をとるとき、

$J(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))=\frac{1}{\psi(\frac{1}{2})}$ .

(3) $\beta\in[\frac{1}{2},1]$ の時、

$J((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot\Vert_{\psi_{1-\beta}},\sim)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\beta} (\beta\in[\frac{1}{2}, \frac{1}{\sqrt{2}}])2\beta (\beta\in[\frac{1}{\sqrt{2}},1]).\end{array}$

(3) で、 $\beta=\psi_{1-\beta,\beta}(\frac{1}{2})$ であることに注意する。 James 定数が、 $2 \psi(\frac{1}{2})$ か $\frac{1}{\psi(\frac{1}{2})}$ で

ある場合が多いことが分かるが、 いずれでもない場合も存在する。次に、 $\alpha,$
$\beta$ に関す
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る以下の条件を考える。

(4.1) $\psi(\frac{1}{2})\leq\{$ $\frac{1}{1-\alpha)}\frac{2(1}{2\beta}$

$(\alpha+\beta\leq 1)$

$(\alpha+\beta\geq 1)$ .

$\alpha$ と $\beta$ がともに A に十分近いときこの条件は満たされる。例えば、 $(\alpha, \beta)=(1-$

�
$,$

$\frac{1}{\sqrt{2}}I$ の時及び、 $1- \frac{1}{\sqrt{2}}\leq\alpha\leq$ A $\leq\beta\leq\frac{1}{\sqrt{2}}$ の時は満たされる。 さらに、 (4.1) の

下では、 $2\psi_{\alpha\beta}$

)
$( \frac{1}{2})<\frac{1}{\psi_{\alpha,\beta}(\frac{1}{2})}$ となることも分かっている。

Theorem 4.1.
(1) $\psi_{\alpha,\beta}$ が (4.1) を満たす時、 $\psi_{\alpha,\beta}(t)\leq\psi_{2}(t)$ $(t\in(0,1))$ が成り立ち、 等号は

$( \alpha, \beta)=(1-\frac{1}{\sqrt{2}}, \frac{1}{\sqrt{2}})$ 且 $t= \frac{1}{2}$ の時に限る。

(2) $\psi_{\alpha,\beta}$ が (4.1) を満たすことと次式は必要十分である。

$J(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi_{\alpha,\beta}}))=\frac{2(\beta-\alpha)}{-1+\alpha+3\beta-4\alpha\beta}$

$=\underline{1}$

$\psi_{\alpha,\beta}(\frac{1}{2})$

.

(1) より、 条件 (4.1) から $\psi_{\alpha,\beta}\leq\psi_{2}$ が従うので、 NJ 定数に関しても、条件 (4.1)
は公式 (3.1) が成り立つための十分条件ともなっていることを注意しておく。

次に、 $\psi_{\alpha,\beta}\in E$ に対し、

$E_{\alpha,\beta}=\{\psi\in\Psi_{2}|\psi_{\infty}\leq\psi\leq\psi_{\alpha,/f}\}$

とおく
$t_{\vee^{\backslash }}$

Theorem 4.2. $\max\{\beta-\alpha, 2\beta-1\}\leq\alpha\beta$ のとき、 次が成り立つ。

(1) すべて $0$) $\psi\in E_{\alpha,\beta}\}_{\llcorner}^{-}$対し、 $J(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert\psi))=\frac{1}{\psi(\frac{1}{2})}$ .

(2) $E_{\alpha,\beta}$ は $\Psi_{2}$ の凸部分集合で、 関数 $E_{\alpha,\beta}\ni\psiarrow J((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot\Vert_{\psi}))$ は $E_{a,\beta}$ で
凸である。

条件 $\max\{\beta-\alpha, 2\beta-1\}\leq\alpha\beta$ は $\alpha,$
$\beta$ が $\frac{1}{2}$ に十分近いとき成立する。 例えば

$4\underline{3-}$12
$\sqrt{}$

と併せて、-21この定理は-$(1\mathbb{R}\tau 2,$

ある
$J:\Vert\Vert_{\psi})$

の
$JarneslhR_{-}|\perp$

定数が多くの場合に
$2(2),Theom1/\psi(1/2)\text{で^{}l_{\lrcorner}}\cdot$

えられることを示している。 次の系は、 この定理から直ちに得られる結果である。

Corollary 4.1. $\alpha,$
$\beta$ を Theorem 4.2におけるものとし、 $\alpha\leq\alpha’<\frac{1}{2}<\beta’\leq\beta$

とする。 このとき、 $\psi\in\Psi_{2},$ $\psi_{\alpha’,\beta’}\leq\psi\leq\psi_{\alpha_{r}\beta}$ であれ $lh^{\backslash }$

$J(( \mathbb{R}^{2}, \Vert\cdot\Vert_{\psi}))\leq\frac{1}{\psi_{a’,\beta},(\frac{1}{2})}$

が成り立っ。
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