
放物型 Hardy 空間における
Carleson 測度と Carleson 不等式との関係

中川 勇人*

概要

上半空間上の放物型作用素の解空間として定まる関数空間において Carleson 不等
式を考察する. ここでは Hardy 空間 $h_{\alpha}^{p}$ において $1<p<\infty$ のときの不等式を調
べる. Carleson 不等式が成立するための必要十分条件として Carleson 測度を拡張
した $T_{\tau}$ -Carleson 測度を提唱する.

1 序

上半空間 $\mathbb{R}_{+}^{n+1}:=\{(x, t)\in \mathbb{R}^{n+1}|x\in \mathbb{R}^{\tau\iota}, t>0\}(n\geq 1)$ において, Hardy 型ノルム
が有限になる放物型関数である連続関数全体を $h_{\alpha}^{p}$ とおき, 単に「放物型 Hardy 空間」 と

呼ぶことにする (詳しい定義は次節参照). 放物型 Hardy 空間の有する性質を調べること
は大きな研究テーマであるが, ここでは Carleson 不等式を取り扱う.

Poisson 積分についての Carleson 不等式に関する研究は数多くある. 古典的には例え
ば次の定理が知られている. ここで, $P^{(1/2)}[f]$ は $f$ の Poisson 積分, $\kappa^{(1/2)}[\mu]$ は $\mu$ の

Carleson 定数とする.

定理 A ([SW])
$\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel 測度, $1<p\leq\infty$ とする. このとき, ある定数 $C>0$ が存在し

て $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ に対して, 次の不等式

$\Vert P^{(1/2)}[f]\Vert_{L^{\rho}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},d\mu)}\leq C\Vert f\Vert_{L^{\rho}(\mathbb{R}^{n})}$

が常に成立するならば, $\mu$ は Carleson 測度である. 逆に, $\mu$ が Carleson 測度であれば不
等式は成立し, 定数部分は $p$ と $n$ のみによる定数 $C_{p,n}$ を用いて $C=C_{p,n}(\kappa^{(1/2)}[\mu])^{\frac{1}{p}}$

と表せる.
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定理 A の後半部分に関しては最近の研究でより精密な結果が得られている.

定理 $B$ ([V])
$l^{4}$ を $\mathbb{R}_{+}^{n-\vdash 1}$ 上 Carleson 測度, $2<p\leq\infty$ とする. このとき, $r\iota$ によらないある定数

$C>0$ が存在して $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{71})$ に対して, 次の不等式

$\Vert P^{(1/2)}[f]\Vert_{L^{\rho}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},ct\mu)}\leq C(\kappa^{(1/2)}[\mu])^{\frac{1}{\rho}}\Vert f\Vert_{L^{p}(\mathbb{R}^{n})}$ (1)

が常に成立する.

定理 $C$ ([GLM])
$\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上 Carleson 測度, $1<p\leq 2$ とする. このとき, ある定数 $C>0$ が
存在して $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ に対して, 不等式 (1) が成立する. ここで, 不等式 (1) におけ
る定数 $C$ は, $n$ によらず $p$ にのみよる定数 $C_{p}$ と $n,p$ によらない定数 $C’$ によって

$C_{p}n^{\frac{1}{p}-\frac{1}{2}}(1<p<2),$ $C’(\log n)^{1/2}(p=2)$ と表せる.

ここでは放物型 Hardy 空間において Carleson 不等式を考察する. 命題 2.2より, 境界
上の $L^{p}$ 関数 $f$ に対する基本解との合成積 $P^{(\alpha)}[f]$ (厳密な定義は次節の (3) 参照) につ

いて, $P^{(\alpha)}[f]\in h_{\alpha}^{p}$ であり, その上半空間での何らかの条件を満たす測度での $L^{p}$ ノルム

と $f$ の境界での $L^{p}$ ノルムとの関係は放物型 Hardy 空間における Carleson 不等式と同じ
ことである. 不等式の存在を仮定したときの測度の性質は $T_{T}$ -Carleson 測度として表現
できる. $T_{\tau}$-Carleson 測度およびその定数 $\kappa S^{c)}[\mu]$ の定義については次節で述べる.

定理 $D$ ([N])
$0<\alpha\leq 1,1<p\leq\infty,$ $\tau=\frac{n}{2\alpha}/(1+\frac{n}{2\alpha}),$ $\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel 測度とする. このと

き, ある定数 $C>0$ が存在して $u\in h_{\alpha}^{p}$ に対して, 次の不等式

$\Vert u\Vert_{L^{\rho}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},d\mu)}\leq C\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{p}}$

が常に成立するならば, $\mu$ は $T_{\tau}$ -Carleson 測度である.

逆に, 測度に $T_{\tau}- C$arleson 測度であるということを仮定したときには, 既に部分的にでは
あるが次の定理 $E$ が得られていた.

定理 $E$ ([N])
$0<\alpha\leq 1,2<p\leq\infty,$ $\tau=\frac{n}{2\alpha}/(1+\frac{n}{2\alpha}),$ $\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上 $T_{\tau}$ -Carleson 測度とする. こ

のとき, $n$ によらないある定数 $C>0$ が存在して $u\in h_{\alpha}^{p}$ に対して, 次の不等式

$\Vert u\Vert_{L(\mathbb{R}_{+}^{?\iota+1},d\mu)}p\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{\frac{1}{p}}\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{\rho}}$

が常に成立する.
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定理 $E$ において $(x=1/2$ とすると定理 $B$ と一致する. すなわち定理 $E$ は従来の結果の
一般化になっているわけであるが, $1<\gamma$) $\leq 2$ の場合には結果は知られていなかった. 今
回得られた結果は $1<p\leq 2$ の場合も含めたものである.

主定理
$0<\alpha\leq 1,1<p<\infty,$ $\tau=\frac{n}{2\alpha}/(1+\frac{n}{2rv}),$ $\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$上測度とする. こ

のとき, $p,$ $n$ にのみよるある定数 $C>0$ が存在して $u\in h_{\alpha}^{p}$ に対して, 次の不等式

$\Vert u\Vert_{L^{\rho}(}-\backslash \iota+1h\{+’ d_{l^{l}})\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{\frac{1}{p}}\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{p}}$ (2)

が常に成立する.

主定理は $2<p\leq\infty$ のときには定数が $r_{n}$ によらない」 という評価がなされていない
ことが定理 $D$ より弱い結果となっているものの, $1<p\leq 2$ のときにも不等式の成立が保
障されていることが主定理における拡張された点である. なお, 主定理の証明の下敷きと
なっているのは古典的な定理 A のそれである.
本稿の構成は次のとおりである. 第 2節ではまず放物型 Hardy 空間を定義し, 次に

Carleson 測度を拡張した $T_{\tau}$ -Carleson 測度を導入する. 共に [N] におけるものと同一の
ものである. また, 証明に用いる補題などを準備する. 第 3節では主定理の証明を行う.
なお、 主定理の証明の方針については学習院大学の澤野嘉宏助教に助言をいただいた. こ

の場を借りて感謝を申し上げたい.
本稿では $C$ は定数を表すが, たとえ同一の行にあっても必ずしも同じとは限らない.

依存する変数を明示したいときは $C_{p}$ などと添え字によって表現することにする.

2 準備

主定理の証明のための準備として, この節では放物型 Hardy 空間の定義を与え, また

従来の Carleson 測度を拡張する.
放物型作用素 $L^{(\alpha)}$ は, $0<\alpha\leq 1$ として,

$L^{(\alpha)}=\partial_{t}+(-\Delta_{x})^{\alpha}$

で定義され, 超関数の意味で $L^{(\mathfrak{a})}u=0$ が成立する連続関数 $u$ を $(\alpha-)$ 放物型関数と呼ぶ

([NSS]). $L^{(\alpha)}$ の基本解は,

$W^{(\alpha)}(x, t)=\{\begin{array}{ll}(2\pi)^{-n}\int_{\mathbb{R}^{n}}e^{-t|\xi|^{2\alpha}}e^{ix\cdot\xi}d\xi (x\in \mathbb{R}^{n}, t>0),0 (x\in \mathbb{R}^{n}, t\leq 0).\end{array}$

で定義され, $\alpha=1/2,1$ のときそれぞれ Poisson 核, Gauss 核に一致する :

$W^{(1/2)}(x_{i}t)=\{\begin{array}{ll}\Gamma(\frac{n+1}{2})\frac{t}{(|x|^{2}+t^{2})^{\frac{n+1}{2}}} (x\in \mathbb{R}^{n})t>0),0 (x\in \mathbb{R}^{n}, t\leq 0),\end{array}$
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$W^{(1)}(x_{\dot{p}}t)=\{$

$(4\pi t)^{-\prime\tau/2_{\xi^{\supset}},-|x|^{2}/4t}$ $(x\in \mathbb{R}^{n}, t>0))$

$0$ $(x\in \mathbb{R}^{n})t\leq 0)$ .

この事実により, $f\in L_{loc}^{1}(\mathbb{R}^{7t})$ について

$P^{(\alpha)}[f](x, t):= \int_{\mathbb{R}^{n}}W^{(cx)}(x-y, t)f(y)dy$ , $(x, t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}$ (3)

とすると, $P^{(1/2)}[f],$ $P^{(1)}[f]$ はそれぞれ Poisson 積分, Gauss 積分を表す.
基本解 $W^{(\alpha)}(x, t)$ については次の semigroup property が成り立っ :

$W^{(\alpha)}(x, t)= \int_{\mathbb{R}^{n}}W^{(\alpha)}(x-y, t-s)W^{(\alpha)}(y, s)dy$ $(0<s<t)$ .

また, 以下の基本解に関する評価式が知られている.

補題 2.1.
ある定数 $C>0$ が存在して, $(x, t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}$ について,

$W^{(\alpha)}(x, t) \leq C\frac{t}{(t+|x|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}$ .

放物型 Hardy 空間 $h_{\alpha}^{p}$ を,

$h_{\alpha}^{p}=$ { $u:\mathbb{R}_{+}^{n+1}$上 $\alpha$-放物型かつ連続関数 $|\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{\rho}}<\infty$ } $(1 <p\leq\infty)$

と定義する. ここで, ノルムは

$\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{p}}:=\{\begin{array}{ll}\sup_{t>0}(\int_{\mathbb{R}^{71}}|u(x, t)|^{p}dx)^{\frac{1}{p}} (1 <p<\infty),\sup |u(x, t)| (p=\infty),(x,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1} \end{array}$

と定めることにする.

命題 2.2.
$h_{\alpha}^{p}$ に属する関数 $u$ に対して, $u=P^{(\alpha)}[f]$ を満たす関数 $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ がただ一っ存在

する. 逆に, 関数 $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ に対して $P^{(\alpha)}[f]\in h_{\alpha}^{p}$ である.

Carleson 測度を放物型 Hardy 空間 $h_{\cap-}^{p}$ についての Carleson 不等式が要請する方向で
拡張する.

定義 2.3 ( $T_{\tau}$ -Carleson 測度, $T_{\tau}$ -Carlesori 定数).
$0<\alpha\leq 1,$ $\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel 測度, $\tau>0$ とするとき, ある定数 $C>0$ が存在
して,

$\mu(T^{(\alpha)}(x, t))\leq Ct^{(\frac{n}{2a}+1)\tau}$
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が満たされているとき, $1^{x}$ を ( $L^{(\alpha)}$ に関する) $T_{\tau}$ -Carleson 測度と呼ぶ. ここで,
$T^{(\subset x)}(x_{;}t):=\{(y)s)\in \mathbb{R}_{+}^{r\iota+1}||y-.\cdot\iota,\cdot|^{2cc}+e6^{\backslash }\leq t\}((x, t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1})$ とする. また,

$\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]:=(x,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}S11I)\frac{\mu(T^{(\alpha)}(x,t))}{t^{(\frac{n}{2\alpha}+1)\tau}}$

とおき, $T_{\tau}$ -Carleson 定数と呼ぶ.

定義 2.3において, $\alpha=1/2$ とすると従来の Carleson 測度およびその定数になる.
$O(\subset \mathbb{R}^{n})$ を開集合とし,

$\hat{O}:=$ $\cup$ $T^{(\alpha)}(x, t)$

$(x,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}$

$B(x,t^{1/2\alpha})\subset \mathcal{O}$

とする. ここで, $B(x, r):=\{y\in \mathbb{R}^{n}||x-y|<r\}$ としている. このとき次の補題が成
立する.

補題 24.
$\mu(\hat{O})\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]|\mathcal{O}|$ .

証明 $k=1,2,$ $\ldots$ として

$\hat{\mathcal{O}_{k}}:=$ $\cup$ $T^{(\alpha)}(x, t)$

$(x,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}$

$B(x,\iota^{1/2\alpha})\subset \mathcal{O}|x|\leq k$

とすると, $\hat{\mathcal{O}}=\bigcup_{k=1}^{\infty}\hat{\mathcal{O}_{k}}$ である. $\bigcup_{k=1}^{N}\hat{\mathcal{O}_{k}}(\subset\hat{O})$ の $N$ についての単調増加性により,

$\mu(\hat{\mathcal{O}_{k}})\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]|\mathcal{O}|$

を示せば十分である.

$\mathcal{O}_{k}$ $:=\{B(x,$ $t)\subset \mathcal{O}|t\leq$ dist $(x,$ $\partial \mathcal{O})\leq 2t,$ $|x|\leq k\}$

に対して
$\hat{\mathcal{O}_{k}}=\bigcup_{B(x,t^{1/2\alpha})\subset \mathcal{O}_{k}}T^{(\alpha)}(x, t)$

である. Vitali の被覆定理により $\mathcal{O}_{k}$ を被覆す

る $\{B(x_{j,k}, r_{j,k})\}_{j}$ を次を満たすようにとることができる : 任意の $B(x, t)\subset \mathcal{O}_{k}$ に対し

て, ある定数 $C$ が存在して $\{B(xr_{g)})\}_{J}\supset \mathcal{O}_{k}$ の部分族 $\{\tilde{B}(\tilde{x}\tilde{r})\}_{j=1}^{m}\supset \mathcal{O}_{k}$ が

とれて, 各 $\overline{B}(\tilde{x}_{\gamma,k},\tilde{r}_{j,k})$ が disjoint で $B(x, t) \subset\bigcup_{j}C$ $\tilde{B}(\tilde{x}_{j,k,j,k}\tilde{r})$ とできる. なお、

$C\cdot B(x, t):=B(x, Ct)$ である. これより, $\hat{O_{k}}\subset\bigcup_{g)}\tilde{B}(\tilde{x}_{g,k},\overline{r}_{jk})$ となる. ゆえに,

$\mu(\hat{\mathcal{O}_{k}})\leq\sum_{J}\mu(\tilde{B}(\tilde{x}_{j,k},\tilde{r}_{j,k}))\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]\sum_{J}\tilde{r}_{j,k}^{n/2\alpha}\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]|\mathcal{O}|$
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となり補題は証明された.
$\square$

$f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})(1<p\leq\infty)$ であるとき,

$Mf(x):=7^{\backslash } s\cdot\iota>1p0\frac{1}{r^{n}}.\int_{B(\tau,r)}|f(y)|dy$

は $f$ の極大関数と呼ばれ, $Mf\in L^{|J}(\mathbb{R}^{n})$ となる. 極大関数のノルムの評価として次が知
られている.

補題 2.5 $([SW])$ .
$C_{p,n}=2( \frac{5^{n}p}{p-1})^{1/p}$ とすると,

$\Vert Mf\Vert_{L^{p}}\leq C_{p,n}\Vert f\Vert_{L^{p}}$

が成立する.

$31<p$ のときの Carleson 測度不等式
この節では主定理の証明を行う.
命題 2.2より不等式 (2) は任意の $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\int_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}|\int_{\mathbb{R}^{n}}W^{(\alpha)}(x-y, t)f(y)dy|^{p}d\mu(x, t)\leq C\kappa^{(\alpha)}[\mu]\int_{\mathbb{R}^{n}}|f(y)|^{p}dy$ (4)

であることと同値である. 補題 2.1より

$| \int_{\mathbb{R}^{n}}W^{(\alpha)}(x-y, t)f(y)dy|\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{t|f(y)|}{(t+|x-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy$ (5)

である.

$F(x, t):=( \int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{t|f(y)|}{(t+|x-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy)^{p}$ ,

$\mathcal{O}_{\lambda}:=\{x\in \mathbb{R}^{n}| \sup F(y, s)>\lambda\}$ ,
$(y,s)\in\Gamma_{\alpha}(x)$

$\Gamma_{\alpha}(x):=\{(y, s)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}||y-x|<s^{1/2\alpha}\}$

とおく. $F(y, s)$ $>$ $\lambda$ となる $(y, s)$ $\in$ $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ に対して $z$ $\in$ $B(y, s^{1/2\alpha})$ ととると
$(y, s)$ $\in\Gamma_{\alpha}(z)$ であるから, $\sup_{(w,r)\in\Gamma_{\mathfrak{a}}(z)}F$ (iu, r) $\geq F(y)s)$ $>\lambda$ である. これ
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は $z\in \mathcal{O}_{\lambda)}B(y, s^{1/2\alpha})\subset \mathcal{O}_{\lambda}$ であることを意味する. $(y, s)\in\hat{\mathcal{O}_{\lambda}}$ となるから,
$\{(|/)s)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}|F(y, s)>\lambda\}\subset\hat{\mathcal{O}}$ である. これより,

$\int_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}F(x, t)d_{l^{l}}(x, t)=J_{0^{\mu(\{(y,\prime S)}}^{\infty}\in \mathbb{R}_{+}^{r\iota+1}|F(y, s)>\lambda\})d\lambda$

$\leq\int_{0}^{\infty}\mu(\hat{\mathcal{O}_{\lambda}})d\lambda$

$\leq C\kappa_{\tau}^{((Y)}[l^{l}]\int_{0}^{\infty}|O_{\lambda}|d\lambda$

$=C \kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]\int_{\mathbb{R}^{n}}\sup_{(z,s)\in\Gamma_{\alpha}(x)}F(z, s)dx$

である. 2番目の不等式は補題 24による. 三角不等式により $|x-y|\leq|x-z|+|z-y|<$
$s^{1/2\alpha}+|z-y|$ であることから $|x-y|^{2\alpha}+s<C(s+|z-y|^{2\alpha})+s<C(s+|z-y|^{2\alpha})$

である. よって,

$\int_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}F(x, t)d\mu(x, t)\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]\int_{\mathbb{R}^{n}}s\iota\iota p(\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{s|f(y)|}{(s+|z-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy)^{p}dx$

$\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]\int_{\mathbb{R}^{n}}\sup_{(z,s)\in\Gamma_{a}(x)}(\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{s|f(y)|}{(s+|x-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy)^{p}dx$

である. ここで,

$\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{s|f(y)|}{(s+|x-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2a}+1}}dy=\int_{|x-y|<s^{1/2\alpha}}\frac{s|f(y)|}{(s+|x-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy$

$+ \sum_{m=1}^{\infty}\int_{2^{m- 1}s)^{1/2a}\leq|x-y|<(2^{m}s)^{1/2\alpha}}\frac{s|f(y)|}{(s+|x-y|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy$

$=:I_{0}+ \sum_{m=1}^{\infty}I_{m}$

と積分を分けて評価する.

$I_{0} \leq\int_{|x-y|<s^{1/2\alpha}}\frac{s|y)|}{s^{\frac{f(n}{2\alpha}+1}}dy=\frac{1}{s^{n/2\alpha}}\int_{|x-y|<s^{1/2\alpha}}|f(y)|dy\leq Mf(x)$

であり,

$I_{m} \leq\int_{(2^{m-1}s)^{1/2\alpha}\leq|x-y|<(2^{m}s)^{1/2\mathfrak{a}}}\frac{s|f(y)|}{(s+2^{m-1}s)^{\frac{n}{2\alpha}+1}}dy$

$\leq\frac{2^{-m}2^{(\frac{1}{2\mathfrak{a}n/}+1)}}{(2^{m}s)2\alpha}\int_{|x-y|<(2^{n\iota}s)^{1/2\alpha}}|f(y)|dy$

$\leq 2^{-m}2^{(\frac{1}{2\alpha}+1)fl\oint f(X)}$
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より

$\sum_{m=1}^{\infty}I_{m}\leq(\sum_{771=1}^{\infty}2^{-7\gamma l})2^{(\frac{J}{2rv}-\vdash 1)_{\wedge,If(x)Mf(x)}}.=2^{(\frac{1}{2\alpha}-\{- 1)}$

であるから, ある定数 $C>0$ が存在して

$1_{\mathbb{R}^{n}}\frac{s|f(y)|}{(s+|x-y|^{2r_{-}x})^{\frac{n}{2\mathfrak{a}}+1}}dy\leq CMf(x)$

とできる. ゆえに,

$\int_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}F(x, t)d\mu(x, t)\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]\int_{\mathbb{R}^{n}}(Mf(x))^{p}dx$

であり, 補題 2.5の評価を用いることにより

$\int_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}F(x, t)d\mu(x, t)\leq C\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu]\int_{\mathbb{R}^{n}}|f(x)|^{p}dx$

が得られる. これと (5) により直ちに (4) が得られ, 主定理は証明された.
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