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本研究は大学または高等専門学校の数学教育において, 図入り教材のもつ役割・効果.
意味などについて考察し, より教育効果の高い教材を作成するための指針を, 具体的な
教材例を用いた研究授業を通して探究するものである.
今回の報告では, プロジェクタによる投影図形と印刷配付教材中の描画図形とを有機
的に関連させつつ提示することによる, 分かり易く効果的な授業方法の提案を行う. こ

の授業は印刷配付物をメインに扱う授業であり, プロジェクタにはその特性を生かして
プリントの補助教材としての役割が与えられる. また, ここに提案した方法を用いて実
際に授業を行い, 同時にアンケートも行ったので, それらの分析結果の一部についても
合わせて報告する.
授業で用いた図形はすべて, 我々が現在も開発を進めている $I\Phi r_{P}$] $c$ を用いて描いて
いる. $Iqr_{P}ic$ とは $T\Phi^{\mathfrak{c}}$ 文書中に図を挿入するために開発された数式処理ソフト (以下,

CAS という) のマクロパッケージである. 単色線画を基本とした描画機能を持ち, 非常
に精度の高い出力が可能である. 従って, 授業等で利用するために大量に印刷して配布
する教材作成に向いている.
今回提示する教材例は, 2変数関数の偏微分全微分に関するものであり, 第 1の特

徴として, $Iqjr_{P}ic$ の曲面描画機能を活用する事例となっている. $Iqr_{P}ic$ による図形描
画は単色線画を基本としており, 曲面を描く場合も稜線を描くことによって実現してい
る. 従って, 単純で分かり易い手書き感覚の表現が得られる. 一般の CAS のように非
常に細かい面を多数張り合わせたり, カラーや濃淡を用いて曲面を表現する, 面を主体
とする描画方法とは大きく異なる表現法である. 第 2の特徴として, $Iqr_{P}ic$ によって

描かれた図の正確さを活用する事例になっている. 長さの正確さを利用して定規による
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実測作業から抽象的な概念を身近に体験させ, 形の正確さを利用して 3次元図形中の長
さの関係を納得のゆく形で理解させるような教材例を作成した.

2 図の利用状況に関するアンケート調査

我々研究グループでは, 2008年 9月から 12月にかけ,「現在数理科学教育の現場で用
いられている図入り教材の利用実態と図入り教材作成のための教員サイドのニーズ」 を

主な内容とする全国的なアンケート調査を実施した. 全国の高専で, 数学科学工学を
担当されている教員, および, 一部の大学で初年級の数学を担当されている教員を対象
とし, 前者については 56高専 521人, 後者については 23大学 146人からご回答頂いた.
アンケート調査を行うにあたっての動機の一つに次の点が挙げられる.

適切な図の入った印刷教材は, 学生を数学概念の明確な理解へと導
く上で, 重要な役割を果たすことが次第に認識されてきた.

$I\Phi r_{P}ic$ の開発を進めつつ, 試行錯誤を繰り返しながら図入りの印刷教材を作成し, 実際
の授業場面で使用してきた経験からこのような認識が生まれている, また, 図に付与す
る情報は必要最小限に止めることが望ましいことも次第に分かってきた. 何故なら, 初
学者にとっては当面不必要な情報と必要な情報とを選別することが困難で, 情報量の多
い図は余計な負荷をかけることになるからであり, さらに, 各学生が個性に応じた形で
独自の情報を書き込む (悪戯書きをする) 余地を残す必要があるからである. このよう
な観点からも, 図を印刷して各学生の手元に残すことは重要な意味があると考えられる.
分析結果については, 数式処理学会 (2009年 6月) や日本数学教育学会 (2009年 8月

$[$8$])$ で報告したので詳細は省略し, ここでは大学からの回答結果の一部を紹介し, 今回
の報告の動機付けとする. なお, 分析は大学からの回答を基にしているが, 高専からの
回答に付いても同様な傾向を示している.
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図 2-1図の利用方法
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図の利用方法についてのアンケート結果において, 全体としては 2次元図に比べて 3
次元図の方が利用割合が僅かに減少しているが, 両者の間に大きな違いは認められない.
しかし個別の割合に関しては次のことが言える.

1. 印刷物とプロジェクタそれぞれの利用では, 2次元図と 3次元図で大きな違いは
ない.

2. 印刷物とプロジェクタの組合せで利用する場合は, 3次元図の利用割合が大きく
減少し, 2次元図の利用割合のほぼ半分になっている.

3. 板書とその他では 3次元図の利用割合が増加しており, 全体の傾向とは逆になっ
ている.

アンケート結果から言えることは, 図を利用する立場の先生方にとっては, 2次元図と
3次元図とでそれらを利用しようとする傾向には変わりがないということである.
方, 個別の利用方法について考察すると, 3次元図は印刷物やプロジェクタによる利用
といったソフトウエアーを使って図を作成することの多い場面では利用しにくく, その
代りに板書が大いに活用されているという傾向が見える.

WinTpic

図 2-2 プリントに入れる図の作成方法

印刷物への挿入図の作成方法に関するアンケートでは, 全体として 2次元図に比べて
3次元図の利用割合が減少している. 手書き, 表計算, 数式処理では 3次元図がわずか
に減少しているが減少幅は小さい. これらの作成方法では 3次元図を作成する手間は 2
次元図を作成する場合とほとんど変わらないと考えられる. 特に数式処理を利用する場
合は作成割合そのものが他と比べて高くなっている. これに対して, 描画ソフト, Tff
では 3次元図の作成割合は大幅に減少している. Tffl文書の中に 3次元図を挿入するこ
とには大きな困難を感じている先生方の多い事が窺われる.
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3 全微分の授業報告
図を利用した授業を組み立てるに当たって特に次の 5点に着目した. これは第 2章で
の先生方へのアンケートの分析を踏まえた結果である.

1. 数式を伴う教材としては最も質の高い印刷物を作成できる $rIEX$ を用い, $T_{FX}$文書

の中に $\Phi^{\Gamma pic}$ を用いて描いた 3次元図を挿入して学生への配布資料とした.

2. 配付印刷物とプロジェクタを有機的に関連させて, 直観的で分りやすい概念の提
示方法を考察した. プロジェクタで提示する図の一部を配布資料中に印刷したが,
配布資料中の図はプロジェクタの図と全く同じなので, 学生は両者の間を違和感
なく円滑に行き来することができる.

3. 配付印刷物における図をメインとし, それらの図の間の概念の飛躍を補う形でプ
ロジェクタの図を提示する. プロジェクタの特性を生かして, 変化を連続的に見

せ空間的な状態がより理解しやすくなるように工夫した.

4. $Iqr_{P}ic$ による作図は正確な長さを持っていることを用いて, 配付プリント中の線
分の長さを定規で実測させ, 作業を通して抽象概念を身近に感ずる体験をさせた.

5. $I\Phi T$pic による作図は 3次元図形の形を正確に反映していることを用いて, 3次元
図形中の長さの関係を直感的に納得のゆく方法で表現した.

授業のタイトルを「図から読み解く全微分」 とした. 今回の授業は予め問題用紙と解
答用紙 (アンケートを含む) を配付した上でプロジェクタによる提示を行った. プロジェ
クタによって全微分に関わる一連の図を提示し説明を加え, 説明の要所区切りで問題
を出題する. 問題は配布プリントに問題と密接に関連する図と共に載っている. 問題用
紙は終了後持ち帰ってもらい, 今回の授業の全体像を繰り返し復習できるようにした.

今回扱う関数と接平面は次式で与えられる. ただし, $a=0.2,$ $b=0.1$ である.

$z=f(x, y)=0.1+x^{2}+y^{2}$ , 点 $Q(a, b, f(a, b))$ で接する接平面

$z$ $z$

図 3-1 $z=f(x,$ $y)$ のグラフ 図 3-2曲面 $z=f(x, y)$ と接平面
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プロジェクタで上記 2図を順次提示する. 曲面は稜線と境界線とで描かれていて必要最
小限の情報が用いられているが, 陰線処理により正確な遠近感が表現され, 線種の変更
により強調表示が行われており, 手書き風で豊かな表現力を持った図となっている. 問
題プリントには図 3-2を載せている.
まず単純な計算を行うことから問題に取り掛かる.

問 1 $f_{x}(x, y)$ と $f_{y}(x, y)$ を計算し, $x=a(=0.2))y=b(=0.1)$ のときの値を求めよ.

次に偏微分係数の幾何学的な意味の解説に入る. そのために, 図 3-2を平面 $y=b$ で

切断した図を作成する. この作業は K圃 rpic のコマンド sfcutoffparadata で行うこと
ができる. 次の図 3-3がその結果である. 曲面と接平面の切り口は太い線で強調してあ
り分りやすくなっている. 図 3-3は問題プリントに載せている.

図 3-3曲面と接平面の切断

図 3-3を真横から見るために視点を移動する. 変化が連続的にとらえられるように視点
の移動は徐々に行う.

図 3-4 図 3-5
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図 3-6 図 3-7

図 3-8 図 3-9

図 3-4から図 3-9の一連の図は, 繰り返し文を用いて視点を変化させながら $I\Phi^{r_{P^{i_{C}}}}$

のコマンド sfcutoffparadata を実行することにより自動的に作成することができる.
さらに, 切り口の線のみを表示すると (図 3-10), 切口の線どうしの関係を 1変数関数
のグラフと接線の関係としてはっきりととらえることができる.

図 3-10切り口の線 図 3-11 $Q$ 点近くを拡大
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接線の傾きと偏微分係数との関係を, 定規による実測によって調べるために, 図 3-10
の $Q$ 点近傍を拡大したものが図 3-11である. この拡大図は問題プリントに掲載してあ
り, lcm を単位の長さと考えたとき, 10倍の拡大図になっている. 定規による実測とい
う作業を通して, 偏微分係数という抽象的な概念を実感することが目的である.

問 2 図 3-3は図 3-2を平面 $y=b$ で切断した様子を表わす. 図 3-11は図 3-3を真横から
見た図を 10倍に拡大したものである. 図 3-11で PQ, PPlの長さを実測し, 実際の長さ
を解答用紙に記入せよ. さらに, 接線 $P_{1}Q$ の傾きを求め解答用紙に記入せよ.

問題用紙には図 3-3と図 3-11とが並べて印刷してあるが, プロジェクタによって図
3-3から図 3-11への移行の過程が明示されることにより, 問 2で計測している長さや
傾きの空間的な意味をつかみ易くしている.

$0$ 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

図 3-12紙の定規

問 2の作業のために紙の定規 (図 3-12) を

作成し全員に配付した. 定規が正確である
ことを確認したのち, 実測の作業に入った.
実測値は図 3-13となるので,

接線 $P_{1}Q$ の傾き $= \frac{0.\cdot 15}{0375}=0.4$

である. 図 3-13実測値

実際の測定を見ていると lmm 弱の誤差が伴うので, 傾きの計算では小数第 2位を四捨
五入して求めるよう指示している.

問 3 問 1と問 2の結果から $f_{x}(a, b)$ の意味を考えよ (解答用紙の空欄をうめよ).

さらに, $f_{y}(a, b)$ の意味を実感するために, 平面 $x=a$ によって切断した図を提示し,
回転拡大したのち次の間へ進む.
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$z$ $z$

図 3-14平面 $x=a$ による切断

図 3-15
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問 4 図 3-22で PQ, PP2の長さを実測し, 実際の長さを解答用紙に記入せよ. さらに,
接線 $P_{2}Q$ の傾きを求め解答用紙に記入せよ.

問 5 問 1と問 4の結果から $f_{y}(a, b)$ の意味を考えよ (解答用紙の空欄をうめよ).

問 2, 3と問 4, 5はほとんど同じ内容であるが, 同じ作業を繰り返すことにより概念の
定着をはかることを目指している.

ここから全微分の考察に入る.

まず全体の様子を概観するために, $x,$ $y$ 両軸
に平行な平面で切断した曲面の図を提示する.
その後, 点 $Q$ の近傍を拡大した図へと進む.

図 3-23曲面を四角柱で切断

図 3-24は図 3-2を 2平面 $y=b,$ $x=a$ によって切断し, $Q$ 点の近くを拡大した図であ
る. (1) はもとの曲面, (2) は接平面, (3) は基準面 $(xy$平面に平行で $Q$ 点と同じ高さを
もつ平面) である. 下記両図とも平面での切り口を太い点線で強調し見やすくしている.

図 3-24 $x$ の増加量 $=dx$ 図 3-25 $y$ の増加量 $=dy$

問 6 図 3-24における長さ $Q_{1}R_{1}$ と図 3-24における長さ $Q_{2}R_{2}$ を $f_{x}(a, b),$ $f_{y}(a, b)$ お
よび $dx,$ $dy$ を用いて表しなさい.
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全微分 $dz$ が基準面から接平面までの高さであることを図 3-26によりプロジェクタを用
いて説明し, より理解しやすくするために曲面を除き接平面のみを残した図 3-27を示
す. 両図とも同じ図を配付プリントに載せてある.

図 3-26 $dz$ を全微分という 図 3-27接平面のみを残す

最後に図 3-27における四角柱の頭の部分を拡大した図 3-28を示し問 7へ進む (図
3-28がプリントに載せた最後の図である).

問 7 図 3-28をよく見て, $dz$ を $f_{x}(a, b),$ $f_{y}(a, b),$ $dx,$ $dy$ を用いて表しなさい.

図 3-28 $dz$ を表す式を求めよ

少し考えさせた後, すぐに答えが出せない学生のためにプロジェクタにより次のヒント
を示す. さらに配付プリントの図中にも第 1 ヒントの補助線を正確に書き込ませる.
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図 $3-29$ 第 $1$ ヒント

第 1 ヒントで半数近くの学生が正解に達するが, 正解が分った学生も含めて, さらに
もう一本補助線を引くとすればどこに引いたら良いかを考えさせ, 最後に第 2のヒント
をプロジェクタで示し, 同時にプリントの図にも書き込ませる.

図 3-30第 2 ヒント

第 2 ヒントの補助線は強いインパクトを持っており, 今回の内容を深く理解している
学生ほど, 印象深く感じ $dz=f_{x}(a, b)dx+f_{y}(a, b)dy$ の表現に納得が行くようである.

4 アンケート結果

今回は問題文中のアンケートの集計結果を示す. 問題用紙とは別刷りで配付した解答
用紙を用いて, 各問に対する解答欄に付随して 4択式のアンケートを行った. 選択肢は
次の 4つである.

Al:すぐにわかった, A2:少し考えてわかった, A3:説明を聞いてわかった,

A4:わからなかった
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問 7の選択肢のみは, 他のものとは違っており次の様になる.
Al:最初の図でわかった, A2:第 1 ヒントでわかった, A3:第 2 ヒントでわかった,
$A4$ :わからなかった

アンケート対象は工学部の 3学科 152名でありグラフは人数比率を表す. また, 図 4-1
において A5というのは無記入の人数割合を示す.

図 4-1問題文中のアンケートの集計

アンケートの集計結果は次のようにまとめられる.

1. 問 1は偏微分係数を求める単純計算であるが, この問いの出来具合 $(A1+A2$ の値 $)$

がその後の概念を問う問題の出来 (問 3と問 6における Al $+A2$ の値) の上限を与
えている. 従って, 或る式の数学的な意味を学習する前に単純計算練習を行うこ
とは, 理解を促す上で重要な意味をもつ可能性がある.

2. 問 2は線分の長さを測り傾きを求めるという作業を伴う問いであり, 大学数学の
授業としてはかなり稀な授業方法である. この授業方法に対し, ある程度積極的
に授業に参加する学生の割合 $(A1+A2+A3$ の値 $)$ は一番高く, 分らなかったと答
えた学生の割合は一番低くなっている.

3. 問 2, 3の組と問 4, 5の組は $x$ 方向と $y$ 方向の切断に関して同様な質問を繰り返
しているが, 2回目の質問に対する選択肢Al の増加が顕著に認められる. 繰り返
しにより授業への積極的参加を促す効果が期待できる.

4. 問 6は空間的な増分を問う問題 ( $dy=0$ または $dx=0$ の制約下での全微分 $d_{Z}$ )

であるが, この授業の導入部で 1変数関数の場合の式 $(dy=f’(x)d_{X})$ を復習し
ているにも拘らず, 空間の場合は難しいと感ずる学生が非常に多い事が分る. 更
なる工夫が必要とされる教材である.

5. 問 7は全微分の式を 3次元図から求める問題であり, 第 2 ヒントまで出すことに
よって 72%の学生が理解に至っている. この問題では第 2 ヒントが重要で, 内容
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を良く理解している学生から, このヒントに感動した, このヒントは絶妙であっ
たなどの感想が寄せられている. 平面に投影された 3次元の図から図の表す内容
を理解するためには, 描かれた図が 3次元の形を正確に反映している必要がある
と考えられる.

6. 無回答の割合が時間経過と共にほぼ単調増大である. 無回答ということは授業に
参加できていないことを表し, この割合を減らす方策が重要である. このアンケー
トは無記名で行ったので無回答の多さに影響していると考えられるが, プロジェ
クタによる提示という授業方法も授業不参加の傾向を促すようである (最近の機
器は明るく見易いので教室を暗くする必要はないのだが). 実際, 授業不参加学生
が増えたようだという感想が寄せられた.

5 まとめと今後の課題
前回の研究報告 [11] の今後の課題の中で, 立体図形を含む教材の作成の必要性につい
て言及したが, 今回の研究では, 立体図形を扱う授業の具体例として全微分に関する教
材を取り上げた. また, 教材の提示方法として印刷配布教材とプロジェクタによる提示
とを有機的に結びつけて, 直感的で分りやすく納得のいく授業方法を提案した. 第 2章
における大学教員へのアンケート結果から分かる通り, 印刷配布教材とプロジェクタと
の組み合わせは 3次元図形を扱う場合に教員の側からは敬遠され勝ちであるが, その一
方で, 学生の側からは「分りやすい楽しい大学らしい授業」 といった肯定的な感想
を引き出すことのできる授業方法である. 従ってこの授業方法を積極的に活用すること
が望まれるが, $\Phi^{Fpic}$ を用いることによって, 印刷配布プリントの中に鮮明で美しく,
単純で分りやすい 3次元図形を挿入することができる. 今回はプロジェクタで投影する
図の一部を配付プリントにも掲載するという形で, プロジェクタの図とプリントの図を
同一にして学生が両図の間を円滑に行き来できるよう配慮した. さらに, $Iqr_{P}ic$ で描
いた図は長さが正確であることを用いて定規による実測を行い, 数学の授業の中に作業
的要素を取り入れて抽象的な概念を身近に体験させた. また, 形が正確であることを用
いて 3次元図形中の長さの関係を十分に納得のいく形で理解できるような図を作成して
考えさせた.
今後もより高い教育効果が得られる挿図教材とは何かに付いて具体的な教材を作成し
つつ追究してゆくことが必要であるが, 授業方法についても検討を加えることが求めら
れている. CAS を直接用いて作図した教材もプロジェクタを利用する場合には, 動的な
視点の移動や図形の変形など教育効果の高い機能を利用することができるので, K冠 rpic
による作図教材との有効な連携方法を探求することが必要である.
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