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1 はじめに

この論文では, ガウスの数論の要である, 平方剰余理論と 4次剰余理論に関するオリジナルな研究成果を述
べる. 先ず, ガウスの羅剰余の理論にはルジャンドルとの関連が目に付く. その具体例を挙げると, 簡単なメモ
で, ガウスは, 二つの異なる正の奇素数 $p,$ $q$ に対し, $q$ は $p$ の平方剰余であることを $(\begin{array}{l}-B_{-}p\end{array})=+1$ と表し, $q$

は $p$ の平方非剰余であることを $( \frac{q}{p})=-1$ で表した. $[$ 「$VIII$ . Zum Reziprozit\"atsgesetz der quadratischen
und der biquadratischen Reste $\rfloor$ (ガウス全集, 第 10巻の第 1分冊,pp 53) $]$ これはルジャンドルが考案した記
号に他ならない. [『数の理論のエッセイ (Essai sur la th\’eorie des nombres),Paris, $1798\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ] $D.A(\ovalbox{\tt\small REJECT}$ガウス整数

論』) ではこれらはそれぞれ $qRp$ , $qNp$ という記号で表されている.『ガウス整数論』以後に公表された
諸論文を見てもルジャンドル記号は全く使われていないが, 数学の記号としてはルジャンドル記号の方が簡明
さにおいて遙かにガウスの表記よりも勝っている. ガウスもそのことを認識していたと考えられる. ガウスが
規定したルジャンドル記号の意味は今日では広く受け入れられているものと同じであるが, この記号の考案
者のルジャンドル本人の意図とは異なる. つまり, ルジャンドル記号の意味を今日的な意味に取り替えたのは,
実はガウスであることが分かる. そして, 4次剰余相互法則のガウス自身による証明では, 4次剰余記号を表
すために, ルジャンドル記号と同型の記号が採用されている. $[$ 「XI. Beweis des Reziprorit\"atssatzes f\"ur die
biquadratischen Reste, der auf die Kreisteilung gegr\"undet ist $\rfloor$ (ガウス全集, 第 10巻の第 1分冊,pp.65-69) $]$

更に, これは相互法則の理論の根幹に触れることであるが, 4次剰余の理論の理論展開にあたり, ガウス

は「一般化されたフェルマーの小定理」 を基礎に据えた. ところが, フェルマーの小定理から出発してルジャ
ンドル記号を導入し, その上で相互法則を提案するという道筋は, 平方剰余の理論の場合に, ルジャンドル

が採用した理論展開であった. 二つの異なる正の奇素数間に成立する法則を探索しようとするルジャンドル
に対し, ガウスのねらいは平方剰余の理論の 「基本定理」 を確立するところにあったので, ルジャンドルの

ようにフェルマーの小定理から出発する理由はなく, 実際, ガウスは『ガウス整数論』ではそのような理論
展開をしなかった. しかし, 4次剰余の理論ではルジャンドルの考え方が全面的に採用されたのである.

2 「平方剰余の理論における基本定理」の現代的な表記法との関係について
先ず, 現代的な表記による平方剰余相互法則とその第一補充法則及びガウス独自の平方剰余相互法則は次

の通りである.

定理 21 ルジャンドル記号による平方剰余相互法則
$p,$ $q$ が相異なる奇素数ならば

$( \frac{q}{p})=(-1)^{Z(p-1)_{l}^{1}(q-1)}1.(\frac{p}{q})$

定理 22 ルジャンドル記号による平方剰余相互法則の第一補充法則

$( \frac{-1}{p})=(-1)^{z(p-1)}1$
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ガウスは DA の 113条 $\sim$ 124条にかけて $\pm 3,$ $\pm 5,$ $\pm 7$ を取り上げて考察し, その都度, オイラーとラグラ

ンジュによる素数の形状理論の成果を引き合いに出した. そして, そこにはラグランジュにはなくてガウスに

はある独特の視点も存在する. それは 「相互性」 の認識である. $\pm 3,$ $\pm 5,$ $\pm 7$ についてはその都度「相互性」

が指摘された. 例えば, $+3$ の平方剰余になる数を次のように並べる. $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3},$ $\cdots\cdots$ このとき, ガウスは逆に
$\pm 3$ は $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3},$ $\cdots\cdots$ の平方剰余になるかどうかを調べた. この視点を延ばしていくと,131条の 「平方剰余

の理論における基本定理」になる. ガウスはこれを 1795年に発見し, 翌 1796年には証明を与えることにも成

功したのである [D.A 135条 $\sim 144$ 条参照].

定理 23 平方剰余の理論における基本定理 (ガウスの平方剰余相互法則)

$p$ が $4n+1$ 型という形の素数なら $+p$ は, 又 $p$ が $4n+3$ 型という形なら一 $p$ は, 正に取るときに $p$ の剰余

となる任意の素数の剰余であり, 正に取るときに $P$ の非剰余となる任意の素数の非剰余である.

定理 23より分かるように, ガウスの 「平方剰余の理論における基本定理」 の大きな特徴は, $p,$ $q$ が負の

場合も扱っていることである. 従って, 正の奇素数のみをあつかっている現代的な表記による平方剰余相互法

則の定理 21ではまだ不十分であることが分かる. つまり, ガウスの 「平方剰余の理論における基本定理」 に

より近い形での現代的な表記法による定式化は, 次のように 「平方剰余相互法則」 と「平方剰余相互法則の

第一補充法則」 を組み合わせた形であるといえる.

系 21 「平方剰余の理論における基本定理」により近い形での定式化

$p,$ $q$ は奇素数で, $\mu_{1}$ , $\mu_{2}$ は $Z$ の単元とする. このとき次の式が成立する.

$( \frac{\mu_{2}q}{\mu_{1}p})=\frac{\mu^{\frac{1}{221}(p-1)}}{\mu^{\frac{}{12}(q-1)}}$ . $(-1)^{\frac{1}{2}(p-1)\cdot\frac{1}{2}(q-1)}( \frac{\mu_{1}p}{\mu_{2}q})$

(証明)

$( \frac{\mu_{2}q}{\mu_{1}p})=(\frac{\mu_{2}q}{p})=\mu_{2}^{\pi(p-1)}1$ . $( \frac{q}{p})$

$=\mu_{2}^{\pi(p-1)}1$ . $(-1)1 \tau(p-1)_{2}^{1}(q-1)(\frac{p}{q})$ (平方剰余相互法則より)

$= \mu_{2}^{\tau(p-1)}\cdot(-1)1z(p-1)_{2}^{1}(q-1)1.(\frac{p}{\mu_{2}q})$ (�式)

ここで,

$( \frac{\mu_{1}p}{\mu_{2}q})=\mu_{1}^{2(q-1)}1$ . $( \frac{p}{\mu_{2}q})$

したがって, 両辺を $\mu_{1}^{2(q-1)}1$ で割ると

$( \frac{p}{\mu_{2}q})=\frac{1}{\mu_{1}^{\tau(q-1)}1}\cdot(\frac{\mu_{1}p}{\mu_{2}q})$ (�式)

したがって, �式, �式より

$( \frac{\mu_{2}q}{\mu_{1}p})=\frac{\mu_{2}^{2(p-1)}1}{\mu_{1}^{z(q-1)}1}\cdot(-1)^{z(p-1)_{l}^{1}(q-1)}1.(\frac{\mu_{1}p}{\mu_{2}q})$
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系 22 素数の同伴元へ拡張した平方剰余相互法則の $A_{2}$ 型, $B_{2}$ 型への配分結果
先ず, 次のように相互法則の型式を定義する.

$( \frac{\triangle}{O})=\xi_{2}^{2}\cdot(\frac{O}{\triangle})$ つまり, $( \frac{\triangle}{O})=(\frac{O}{\triangle})$ ( $A_{2}$ 型相互法則)

$( \frac{\triangle}{O})=\xi_{2}\cdot(\frac{O}{\triangle})$ つまり, $( \frac{\triangle}{O})=-(\frac{O}{\triangle})$ ( $B_{2}$ 型相互法則)

(ここで, $O,$ $\triangle\in Z$ は (2) 以外の素元, $\xi_{2}$ は 1の原始 2乗根とする)

このとき, ガウスの基本定理の全ての配分結果として次の表のようになる.

� $p\equiv 1(mod 4),$ $q\equiv 1$ $(mod 4)$ のとき

� $p\equiv 1(mod 4))q\equiv 3$ $(mod 4)$ のとき

� $p\equiv 3(mod 4),$ $q\equiv 1$ $(mod 4)$ のとき

� $p\equiv 3$ $(mod 4),$ $q\equiv 3$ $(mod 4)$ のとき

(証明)

$( \frac{\mu_{2}q}{\mu_{1}p})=\frac{\mu_{2}^{z(p-1)}1}{\mu_{1}^{\tau(q-1)}1}\cdot(-1)^{\tau(p-1)_{2}^{1}(q-1)}1.(\frac{\mu_{1}p}{\mu_{2}q})$

より,
(1) $\mu_{1}=1,$ $\mu_{2}=1$ のときは今までの平方剰余の相互法則である.

$( \frac{q}{p})=(\frac{p}{q})$ ($p,$ $q$ が同時に $4k+3$ 型でないとき)

$( \frac{q}{p})=-(\frac{p}{q}I$ ($p,$ $q$ が同時に $4k+3$ 型のとき)

(2) $\mu_{1}=1,$ $\mu_{2}=-1$ のとき

$( \frac{-1.\cdot q}{1p})=\frac{(-1)^{1}\pi(p-1)}{1}\cdot(-1)^{q(p-1)_{2}^{1}(q-1)}1.(\frac{1\cdot p}{-1\cdot q})$

$=(-1)^{1} z(p-1)+z1(p-1)_{2}^{1}(q-1)(\frac{1\cdot p}{-1\cdot q})$

$=(-1)^{1}. z(\frac{1\cdot p}{-1\cdot q})$

したがって, $r_{p=4k+3}$ 型かつ $q=4k+1$ 型」 以外のとき

$( \frac{-1.\cdot q}{1p})=(\frac{1\cdot p}{-1\cdot q}I$
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$r_{p=4k}+3$ 型かつ $q=4k+1$ 型」 のとき

$( \frac{-1.\cdot q}{1p})=-(\frac{1\cdot p}{-1\cdot q})$

(3) $\mu_{1}=-1,$ $\mu_{2}=1$ のとき

$( \frac{1\cdot q}{-1\cdot p})=(-1)^{z(p+1)_{\mathfrak{T}}^{1}(q-1)}1.(\frac{-1.\cdot p}{1q})$

したがって, $r_{p=4k+1}$ 型かつ $q=4k+3$ 型」 以外のとき

$( \frac{1\cdot q}{-1\cdot p})=(\frac{-1.\cdot p}{1q})$

$r_{p=4k}+1$ 型かつ $q=4k+3$ 型」 のとき

$( \frac{1\cdot q}{-1\cdot p})=-(\frac{-1.\cdot p}{1q})$

(4) $\mu_{1}=-1,$ $\mu_{2}=-1$ のとき

$( \frac{-1\cdot q}{-1\cdot p})=\frac{(-1)1\tau(p-1)}{(-1)1\tau(q-1)}\cdot(-1)^{\tau(p-1)_{?}^{1}(q-1)}1.(\frac{-1\cdot.p}{-1q})$

$(i)$ $p=4k+1,$ $q=4k’+1$ のとき

$\frac{(-1)1z(p-1)}{(-1)1\tau(q-1)}\cdot(-1)1\tau(p-1)_{2}^{1}(q-1)=\div\cdot 1=1$

$(\ddot{u})$ $p=4k+1,$ $q=4k’+3$ のとき

$\frac{(-1)1\tau(p-1)}{(-1)^{1}\tau(q-1)}\cdot(-1)12(p-1)^{1}\tau(q-1)=\frac{1}{-1}\cdot 1=-1$

$(\ddot{\dot{m}})$ $p=4k+3,$ $q=4k’+1$ のとき

$\frac{(-1)\pi 1(p-1)}{(-1)^{1}2(q-1)}\cdot(-1)^{\tau(p-1)_{2}^{1}(q-1)}1.=\div\cdot$ $1=-1$

$(\dot{N})$ $p=4k+3,$ $q=4k’+3$ のとき

$\frac{(-1)z1(p-1)}{(-1)1z(q-1)}\cdot(-1)^{\tau(p-1)_{\partial}^{1}(q-1)}1.=\frac{-1}{-1}$ . $(-1)=-1$

以上と同様な考察を 4次剰余の理論においても行うと以下のようになる. 先ず, 現代的な表記法による 4
次剰余相互法則とその第一補充法則及びガウスの 4次剰余の理論の基本定理 (4次剰余相互法則) [Gauss,
Theoria residuorum biquadraticorum. Commentatio secunda , Werke , volume :bd. 2,95-148, 第 67条
参照] は次のようである.

定理 24 現代的な表記法による 4次剰余相互法則
$m$ , $n$ を $Z[i]$ の primary な素元とし, $(m)\neq(1+i),$ $(n)\neq(1+i),$ $(m)\neq(n)$ のとき次が成立する.

$( \frac{m}{n})_{4}=(-1)$ を $(Nm-1) \cdot\frac{1}{4}(Nn-1)(\frac{n}{m})_{4}$
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定理 25 現代的な表記による 4次剰余の第一補充法則
$\pi=a+h\in Z[i]$ を primary な素元とすると, 次が成立する.

$( \frac{i}{\pi})_{4}=i^{-1}2(a-1)$

定理 26 4次剰余の理論の基本定理 (ガウスの 4次剰余相互法則)
$a+$ 腕, $a’+b’i$ は, それらの随伴数の内で primary であるような, すなわち, 法 $2+2i$ に関して 1と合同であ
るような素数を表すとしよう. このとき,2つの数 $a+bi,$ $a’+b’i$ の両方とも, 或いは少なくとも一方が第 1種
の法に属するならば, すなわち法 4に関して $\equiv 1$ ならば, 数 $a+$ 腕の法 $a’+b’i$ に関する 4次剰余指標は,
数 $a’+b’i$ の法 $a+bi$ に関する指標と一致する. それに対して,2つの数 $a+$腕, $a’+b’i$ がいずれも第 1種の法
に属さないならば, すなわち, 両方とも法 4に関して $\equiv 3+2i$ とすれば, これらの指標は 2だけ相異なる.

ここで, 定理 24の現代的な表記法による 4次剰余相互法則と定理 26のガウスの 4次剰余相互法則は同値で
ある [伊波靖,「ガウスの 4次剰余の理論について (1)」, 数理解析研究所講究録 1625, 数学史の研究,pp.56-66,
京都大学数理解析研究所, 2009年を参照 $]$ 次に, 4次剰余相互法則の 4つの型を定義する.
定義 22 4次剰余相互法則の型の定義

$( \frac{\triangle}{O})_{4}=\xi_{4}\cdot(\frac{O}{\triangle})_{4}$ $C_{4}$ 型相互法則 , $( \frac{\triangle}{O})_{4}=\xi_{4}^{2}\cdot(\frac{O}{\triangle})_{4}$ $B_{4}$ 型相互法則

$( \frac{\triangle}{O})_{4}=\xi_{4}^{3}\cdot(\frac{O}{\triangle})_{4}$ $D_{4}$ 型相互法則 , $( \frac{\triangle}{O})_{4}=\xi_{4}^{4}\cdot(\frac{O}{\triangle})_{4}$ $A_{4}$ 型相互法則

(ここで, $O,$ $\triangle\in Z[i]$ は $(1+i)$ 以外の素元, $\xi_{4}$ は 1の原始 4乗根とする)

$Z[i]$ の数 $\alpha=a+bi$ が primary ならば, つまり $\alpha\equiv 1(mod 2+2i)$ ならば,

$a\equiv 3(mod 4)$ かつ $b\equiv 2(mod 4)$ あるい $|$ま $a\equiv 1(mod 4)$ かつ $b\equiv 0(mod 4)$

であった. 上の primary から導かれる式より次の系が成立する.
系 23

(1) $a\equiv 3$ , $b\equiv 2(mod 4)$ ならば $a^{2}+b^{2}-1\equiv 4(mod 8)$ .
(2) $a\equiv 1$ , $b\equiv 0(mod 4)$ ならば $a^{2}+b^{2}-1\equiv 0(mod 8)$ .

4次剰余記号の primary な素数の同伴元への計算の拡張の 「切り札」 として, 系 23の式を次のように拡
張する.

系 24

(1) $a^{2}+b^{2}-1\equiv 4(mod 8)$ はさらに, 次の I4型, I4型に分けられる.

$I_{4}\Phi^{l}:a^{2}+b^{2}-1\equiv 4(mod 16)$ , $\Pi_{4}g|$’ : $a^{2}+b^{2}-1\equiv 12(mod 16)$

(2) $a^{2}+b^{2}-1\equiv 0(mod 8)$ はさらに, 次の $m_{4}$型,N4型に分けられる.

$\Pi_{4}$型: $a^{2}+b^{2}-1\equiv 0(mod 16)$ , $N_{4}$型: $a^{2}+b^{2}-1\equiv 8(mod 16)$

primary な素数の同伴元まで拡張した 4次剰余相互法則は, 簡潔にいえば 「 $4$ 次剰余相互法則」 と「 $4$ 次

の第 1補充法則」 を組み合わせると 2次の場合と同様に次のように 「定式化」 できる.
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系 2.5 primary な素数の同伴元へ拡張した 4次剰余相互法則の定式化

$m,$ $n$ は primary な素数で 4次剰余相互法則の成立条件を全て満たし,$\mu$ 1 ) $\mu_{2}$ は $Z[i]$ の全ての単元とする.

このとき次の式が成立する.

$( \frac{\mu_{2}n}{\mu_{1}m})_{4}=\frac{\mu^{\frac{1}{24}(Nm-1)}}{\mu^{\frac{1}{14}(Nn-1)}}$ . $(-1)^{\frac{1}{4}(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}( \frac{\mu_{1}m}{\mu_{2}n})_{4}$

(証明)

$( \frac{\mu_{2}n}{\mu_{1}m})_{4}=(\frac{\mu_{2}n}{m})_{4}=\mu^{\frac{1}{24}(Nm-1)}\cdot(\frac{n}{m})_{4}$

$= \mu_{2}^{l(Nm-1)}\cdot(-1)^{f(Nm-1)_{I}^{1}(Nn-1)}11.(\frac{m}{n})_{4}$

$= \mu^{\frac{1}{24}(Nm-1)}\cdot(-1)1z(Nm-1)_{I}^{1}(Nn-1)(\frac{m}{\mu_{2}n})_{4}$ (�式)

ここで, 次が成立する.

$( \frac{\mu_{1}m}{\mu_{2}n})_{4}=\mu_{1}^{\tau(Nn-1)}1$ . $( \frac{m}{\mu_{2}n})_{4}$

したがって

$( \frac{m}{\mu_{2}n})_{4}=\frac{1}{\mu_{1}^{z(Nn-1)}1}\cdot(\frac{\mu_{1}m}{\mu_{2}n})_{4}$ (�式)

したがって, �式, �式より

$( \frac{\mu_{2}n}{\mu_{1}m})_{4}=\frac{\mu^{\frac{1}{24}(Nm-1)}}{\mu^{\frac{1}{14}(Nn-1)}}\cdot(-1)^{\frac{1}{4}(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}(\frac{\mu_{1}m}{\mu_{2}n})_{4}$

系 26 primary な素数の同伴元へ拡張した 4次剰余相互法則への配分結果
$m=a+$玩, $n=c+di$ とする. ここで, $m,$ $n$ は primary な素数でかっ相互法則の成立条件をすべて満たし
ているとする. そのとき, 次の表が成立する. ただし, $\mu$ 1 $m$ が左下と右上, $\mu$2n は左上と右下とする.

� $m,$ $n$ ともに I4型のとき

� $m$ が I4型,n が垣 4型のとき � $m$ が皿 4型,n が I4型のとき
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� $m,$ $n$ ともに I4型のとき \copyright 0 $m$ が I4型で $n$ が IV4型のとき

� $m,$ $n$ ともに $m_{4}$型のとき

� $m$ が皿 4型,n が IV4型のとき

� $m$ が IV4型,n が $m_{4}$型のとき

� $m,$ $n$ がともに IV4型のとき

� $m$ が I4型で $n$ が $m_{4}$型のとき

� $m$ が I4型で $n$ が $m_{4}$型のとき

@ $m$ が $I_{4}$型で $n$ が N4型のとき

\copyright 3 $m$ が $m_{4}$型で $n$ が I4型のとき

� $m$ が皿 4型で $n$ が $I_{4}$型のとき
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\copyright 1 $m$ が N4型で $n$ が I4型のとき \copyright 6 $m$ が N4型で $n$ が II4型のとき

(証明)

次の表の値

と,m, $n$ の両方とも I4型か I4型のとき $B_{4}$ 型相互法則が成立するので

$(-1)^{\frac{1}{4}(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}=-1$

と, 上記以外ならば $A_{4}$ 型相互法則が成立するので

$(-1)^{z(Nm-1)}1$ .を $(Nn-1)=1$

を使えば簡単に計算できる. ここでは, 1例だけやる.

$m$ が I4型で,n が $I_{4}$型で $\mu_{1}=i,$ $\mu_{2}=-i$ のとき.

$( \frac{\mu_{2}n}{\mu_{1}m})_{4}=\frac{\mu^{\frac{1}{24}(Nm-1)}}{\mu^{\frac{1}{14}(Nn-1)}}\cdot(-1)^{Z(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}1(\frac{\mu_{1}m}{\mu_{2}n})_{4}$

を使い計算する.

$\frac{\mu^{\frac{1}{241f1}(Nm-1)}}{\mu(Nn-1)}\cdot(-1)^{\frac{1}{4}(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}=\frac{(-i)^{\frac{1}{4}(Nm-1)}}{i^{\frac{1}{4}(Nn-1)}}\cdot(-1)=\doteqdot\cdot(-1)=-1$

したがって, この場合次のように $B_{4}$ 型相互法則が成立する.

$( \frac{-in}{im})_{4}=-1$ . $( \frac{im}{-in})_{4}$

他の全ての場合も同様に計算すればよい (証明終わり)

これで, 4次剰余相互法則を primary な素元の同伴元に拡張することができ, 前述の 4つの相互法則の型を

定義することにより,(l $+$ i) を除く, 全てのガウス整数の素元を, 4つの型に配分することが出来た. 3次の場

合も同様なことができるが, 紙面の都合上この論文では割愛する.

3 2次, 3次, 4次剰余相互法則の「構造」に関する考察
このセクションでは, ガウス独自の平方剰余の理論における基本定理及び 4次剰余の理論の基本定理と深
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い関係にある, 現代的な表記法による 2次, 3次, 4次剰余相互法則の構造について考察する. 先ず, 必要な基
本事項を述べることにする. ここで, $\omega$ は 1の原始 3乗根とする.
定義 31 $Z[\omega]$ のノルム

$\alpha=a+$め $(a,$ $b\in Z)$ のノルム $N\alpha$ を次のように定義する. $N\alpha=\alpha\overline{\alpha}=a^{2}-ab+b^{2}$ .

定義 3.2 3次剰余の primary
$\pi$ が $Z[\omega]$ の素元で $\pi\equiv 2$ $(mod 3)$ のとき primary という. $\pi=q$ (有理素数) のときは何の意味も付加
されない. $\pi$ $=a+$ 枷のとき, $\pi$ が primary ならば $a\equiv 2$ $(mod 3)$ , $b\equiv 0$ $(mod 3)$ .

定理 31 ルジャンドル記号による 3次剰余相互法則
$m\in Z[\omega],$ $n\in Z[\omega]$ は primary な素元で $Nm\neq 3,$ $Nn\neq 3,$ $(m)\neq(n)$ のとき

$( \frac{n}{m})_{3}=(\frac{m}{n})_{3}$

先ず, ノルムについて考えてみたい. ここで 3つの現代的な表記による幕剰余相互法則を見比べると, 「ノ
ルムの意味」 は, 次の表 31のようにユークリッド域のその 「環に用いられる大きさ」 と考えると上手くい
くことが分かる. したがって, 今, 2次のノルムを定義 33のように定義することにする.

(表 3.1) ユークリッド域のその「環に用いられる大きさ」

定義 33 平方剰余相互法則におけるノルムの定義
$r$ $|$ま整数とする. このとき, 整数 $r$ のノルム $Nr$ を次のように定義する.

$Nr=\Vert r\Vert$ $(\Vert r\Vert 1$ま $r$ の絶対値 $)$

そして, もう一つ問題がある. それは 2次及び 4次剰余相互法則の

$(-1)^{2(Np-1)_{Z}^{1}(Nq-1)}1$.
, $(-1)^{\frac{1}{4}(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}$

のアンダーライン部に於ける $-1$ である. これは以下のように考えるとうまくいく. 平方剰余相互法則

$( \frac{q}{p})=\underline{(-1)}^{2(Np-1)\cdot-(Nq-1)}1-\tau^{1}(\frac{p}{q})$

でアンダーライン部の $-1$ は次のように考えるとうまくいく. つまり,

1の原始 2乗根 $-1$ が作る 2位の群 $\{-1,1\}$ 内の全ての元の積

と考えるとうまくいく. つまり $(-1)\cross 1=-1$ . 同様に 4次剰余相互法則

$( \frac{m}{n})_{4}=\underline{(-1)}^{\frac{1}{4}(Nm-1)\cdot\frac{1}{4}(Nn-1)}(\frac{n}{m})_{4}$

で, アンダーライン部 $-1$ は何を意味しているかというと

1の原始 4乗根 $i$ が作る 4位の群 $\{i, i^{2}, i^{3}, i^{4}\}$ 内の全ての元の積
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と考えると良い. $i\cross i^{2}\cross i^{3}\cross i^{4}=i\cross(-1)\cross(-i)\cross 1=-1$. 同様に 3次剰余相互法則

$( \frac{m}{n})_{3}=$� $\cdot(\frac{n}{m})_{3}$

で, アンダーライン部 1は何を意味しているかというと

1の原始 3乗根 $\omega$ が作る 3位の群 $\{\omega, \omega^{2}, \omega^{3}\}$ 内の全ての元の積

と考えるとうまくいく. $\omega\cross\omega^{2}\cross\omega^{3}=\omega^{6}=1$ . ここで, $\xi_{n}$ は 1の原始 $n$ 乗根とし,

$\xi_{n}\cdot\xi_{n}^{2}\cdot\xi_{n}^{3}\cdots\cdots\xi_{n}^{n-2}\cdot\xi_{n}^{n-1}\cdot\xi_{n}^{n}$

を考える. この式の値は,n が「奇数」 のとき 「 $1$ 」, 「偶数」 のとき $r_{-1\rfloor}$ になる. ここで,2 $\leqq$ n $\leqq 4$ の範囲

で, 上の式が意味を持っことを許すならば, ガウスらによりこれまでに具体的に発見され, 現代的な表記によ

り定式化されている, 平方剰余相互法則, 3次剰余相互法則, 4次剰余相互法則は次の一つの式にまとめるこ

とが出来る. つまり, 現代的な表記のレベルでは 2次, 3次, 4次剰余相互法則は全く同一の構造をしているこ
とが示された.

2次, 3次, 4次剰余相互法則を一つにまとめた式

$( \frac{\alpha}{\beta})_{n}=(\xi_{n}\cdot\xi_{n}^{2}\cdot\xi_{n}^{3}\cdots\cdots\xi_{n}^{n-2}\cdot\xi_{n}^{n-1}\cdot\xi_{n}^{n})^{\frac{1}{n}(N\alpha-1)\cdot\frac{1}{n}(N\beta-1)}(\frac{\beta}{\alpha})_{n}$

( $2\leqq n\leqq 4;n=2$ のときは $\alpha,$
$\beta$ は奇素数,n $=3,4$ のときは primary な素元)
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