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本稿は, 論文 [9] の解説である. 以下, 空間は正則空間を表す. 空間 $X$ の点を空
間 $Y$ の部分集合へ対応させる集合値関数を $\Phi$ : $X-\circ Y$ で表す. 特に, 各 $x\in X$

に対して $\Phi(x)\neq\emptyset$ であるときは, $\Phi$ : $X\sim Y$ と表す.
一価写像 $f$ : $Xarrow Y$ が $\Phi$ : $X\sim Y$ の選択関数であるとは, 各点 $x\in X$ に対し

て $f(x)\in\Phi(x)$ をみたすことである. また, 集合関数 $\Phi$ : $Xarrow Y$ に対して, 集合
値関数 $\psi$ : $Xarrow Y$ が各点 $x\in X$ について $\psi(x)\subset\Phi(x)$ をみたすとき, $\psi$ を $\Phi$ の

集合値選択関数という. 集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow Y$ が下半連続であるとは, $Y$ の任意
の開集合 $U$ に対して,

$\Phi^{-1}(U)=\{x\in X:\Phi(x)\cap U\neq\emptyset\}$

が $X$ の開集合であることである. また, 集合値関数 $\psi$ : $Xarrow Y$ が上半連続であ
るとは, $Y$ の任意の開集合 $U$ に対して,

$\psi^{\#}(U)=\{x\in X:\psi(x)\subset U\}$

が $X$ の開集合であることである. 集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow Y$ と空間 $Y$ の部分集合に
関する性質 $P$ に対して, 各 $x\in X$ に対して, $\Phi(x)$ が性質 $P$ をみたすとき, $\Phi$ を
$P$値関数とよぶ. また, 上半連続なコンパクト値関数 $\psi$ : $X\sim Y$ を usco 関数と
よぶ.

Michael の [10, 11, 12] における連続選択関数の存在定理では, $Y$ に線形性, また
は, $X$ の有限次元性と集合値関数の像の連結性が本質的に関わる. 一方, Michael
[13] は, より弱い仮定の下で, 半連続な集合値選択関数の存在を証明した. さら
に, Choban[2] は, その Michael[13] の定理を用いて, 次の集合値選択関数を用い
たパラコンパクト性の特徴付けを与えた.

定理 1 (Michael [13], Choban [2]). 空間 $X$ がパラコンパクトであるための必要
十分条件は, 任意の完備距離空間 $Y$ に対して, 任意の下半連続な閉集合値関数
$\Phi$ : $X\sim Y$ が

$)$ usco集合値選択関数 $\psi$ : $X\sim Y$ をもつことである.

定理 1を発端とし, これまでにいくつかの位相的性質が, 完備距離空間への下
半連続集合値関数に対する半連続な集合値選択関数の存在, または, 距離空間へ
の集合値関数を集合値選択関数としてもつ半連続集合値関数の存在を用いて特徴
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付けられた [2, 7, 8, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. これらの論文において特徴付けられ
た位相的性質は, 被覆の性質に関わるものである. その理由として, 次の事実が
挙げられる.

事実 2. $X$ を空間とし, $\{U_{y}:y\in Y\}$ を $X$ の集合族とする. $Y$ を離散空間と
し, 集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow Y$ を $\Phi(x)=\{y\in Y:x\in U_{y}\},$ $x\in X$ によって定め,

$\psi$ : $Xarrow Y$ とする. このとき, 次が成り立っ.

(1) $\{U_{y}:y\in Y\}$ は $X$ を被覆する $\Leftrightarrow\Phi$ の値は空でない $(i.e. \Phi:X\sim Y)$ .
(2) $\psi$ は $\Phi$ の集合値選択関数

$\Leftrightarrow\{\psi^{-1}(\{y\}):y\in Y\}$ は $\{U_{y}:y\in Y\}$ の shrinking
$(i.e$. 各 $y\in Y$ について $\psi^{-1}(\{y\})\subset U_{y})$ .

(3) $\psi$ : $X\sim Y$ は下半連続 $\Leftrightarrow\{\psi^{-1}(\{y\}):y\in Y\}$ は $X$ の開被覆.
(4) $\psi$ : $X\sim Y$ は下半連続かつコンパクト値

$\Leftrightarrow\{\psi^{-1}(\{y\}): y\in Y\}$ は点有限な開被覆.
(5) $\psi$ : $X\sim Y$ は上半連続 $\Leftrightarrow\{\psi^{-1}(\{y\}):y\in Y\}$ は遺伝的閉包保存な閉被覆.
(6) $\psi$ : $X\sim Y$ は usco $\Leftrightarrow\{\psi^{-1}(\{y\}) :y\in Y\}$ 局所有限な閉被覆.

定理 1の十分性の証明では, 任意に与えた開被覆に対して, 事実 2で定められ
た離散空間への集合値関数 $\Phi$ を考える. そして, 定理の条件と事実 2の (2), (6)
を用いることによって, $X$ のパラコンパクト性が得られる. 集合値関数を用いた
他の位相的性質の特徴付けにおいても, 同様な議論で, 必要十分条件の十分性 (集
合値選択関数の条件から位相的性質が満たされること) が証明される. さらに,
Choban, Mihaylova and Nedev [4] は, 空間から離散空間への集合値選択関数と
factorization を用いることにより, 強パラコンパクト性の特徴付けを与えた. 空
間 $X$ が強パラコンパクトであるとは, 任意の開被覆が星有限な開被覆によって
細分されることである. ここで, 空間 $X$ の開被覆勿が星有限であるとは, 任意
の $U\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に対して $\{W\in\ovalbox{\tt\small REJECT}:W\cap U\neq\emptyset\}$ が有限であることである. 集合
値関数 $\psi$ : $X\sim Z$ と $A\subset X$ に対して, $\psi(A)=\cup\{\psi(x):x\in A\}$ とおく. $\psi$

が $X$ から $Z$ への写像 (または集合値関数) で $\theta$ が $Z$ から $Y$ への写像 (または集
合値関数) のとき, $\psi$ と $\theta$ の合成 $\theta\circ\psi$ は, $(\theta\circ\psi)(x)=\theta(\psi(x)),$ $x\in X$ で定義
される. 集合値関数 $\psi$ : $Xrightarrow Z$ に対して, 集合値関数の列 $\psi^{n}$ : $Xrightarrow Z,$ $n<\omega$

を, $\psi^{0}=\psi,$ $\psi^{n+1}(x)=\psi(\psi^{-1}(\psi^{n}(x))),$ $x\in X$ で定める. また, $\psi^{\omega}$ : $X\sim Z$ を
$\psi^{\omega}(x)=\cup\{\psi^{n}(x) :n<\omega\},$ $x\in X$ で定める. Choban, Mihaylova and Nedev [4]
は, 次の定理を証明した.

定理 3 (Choban, Mihaylova and Nedev [4]). 空間 $X$ が強パラコンパクトであ
ることの必要十分条件は, 任意の離散空間 $Y$ と任意の下半連続な集合値関数

$\Phi$ : $X\sim Y$ に対して, 離散空間 $Z$ , usco関数 $\psi$ : $X\sim Z$ , 写像 $g:Zarrow Y$ が存在
し, $g\circ\psi$ : $X\sim Y$ が $\Phi$ の集合値選択関数, かつ $\psi^{\omega}$ : $X\sim Z$が可算集合値である
ことである.
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定理 3では $Y$ が離散空間であるため, 十分性のみならず必要性も, 事実 2と同
様に, 被覆と集合値関数の言い換えを行うことで証明できる. 一方, 定理 1を初
めとする集合値選択関数を用いた位相的性質の特徴付けでは, 集合値関数の値域
$Y$ は完備距離空間である. そのため, それらの定理の必要性の証明では, 集合値
関数の収束等, 細かい議論を必要とする場合が多い. それでは, 定理 3における $Y$

を完備距離空間とした場合, 集合値選択関数を用いた強パラコンパクト性の特徴
付けは, どのようなものになるか. この問題に対して, 以下の結果を得た.
集合 $Z$ の距離 $d$ が ultrametric であるとは, 任意の $x,$ $y,$ $z\in$ $Z$ に対して

$d(x, y) \leq\max\{d(x, z),$ $d(z, y)\}$ が成り立っことである. このとき, 距離空間
$(Z, d)$ は ultrametric 空間と呼ばれる. 距離空間 $(Z, d)$ の点 $z\in Z$ と $\epsilon>0$ に

対して, $B_{\epsilon}^{d}(z)=\{y\in Z:d(y, z)<\epsilon\}$ . とおく. また, 距離空間 $(Z, d)$ の部分集合
$S\subset Z$ と $\epsilon>0$ に対して, $S \subset\bigcup_{z\in F}B_{\epsilon}^{d}(z)$ をみたす有限集合 $F\subset S$ が存在する
とき, $S$ を全 $\epsilon$ -有界という. このとき, 次が成り立っ.

定理 4([9]). 空間 $X$ に対して) 次は同値である:

(a) $X$ は強パラコンパクト.
(b) 任意の完備距離空間 $(Y, \rho)$ と任意の下半連続な閉値関数 $\Phi$ : $X\sim Y$ に対

して Z 完備な ultrametmc 空間 $(Z, d)$ と usco 関数 $\psi$ : $X\sim Z$ , および一様
連続写像 $g$ : $Zarrow Y$ が存在し, $g\circ\psi$ : $X\sim Y$ が $\Phi$ の集合値選択関数であ
り, かつ f 各 $\epsilon>0$ と任意の全 $\epsilon$有界な集合 $S\subset Z$ に対して, $\psi(\psi^{-1}(S))$

は全 $\epsilon$ -有界である.
(c) 任意の離散空間 $Y$ と任意の下半連続な集合値関数 $\Phi$ : $X\sim Y$ に対して,
離散空間 $Z$ と usco 関数 $\psi$ : $X\sim Z$ , および写像 $g:Zarrow Y$ が存在し,
$g\circ\psi$ : $X\sim Y$が $\Phi$ の集合値選択関数であり, かつ, 任意の有限集合 $S\subset Z$

に対して f $\psi(\psi^{-1}(S))$ は有限集合である.

注意 5. 定理 4において, $(b)\Rightarrow(c)$ は自明である. また, (c) より定理 3の条件が
得られるため, $(c)\Rightarrow(a)$ を得る. $(a)\Rightarrow(b)$ の証明のためには, これまでの定理と
同様, 与えられた下半連続関数から適当な sieve([1]) を構成する事により, 求める
ultrametric 空間, usco 関数, 及び一様連続写像を得る. 論文 [9] においては, 記法
の簡略化のため, [7] に従い sieve を treeからの集合値関数とみなして議論してい
るが, [1] において定義された被覆の族によるものと本質的には同じものである.

定理 3および 4は, factorization をとることによって強パラコンパクト性を特
徴付けている. 定理 3および 4において, factorization をとることなく, $\psi$ が $\Phi$ の

集合値選択関数であるとすることによって特徴付けられる位相的性質は, 強パラ
コンパクト性よりも強ことが Choban, Mihaylova and Nedev [4] によって示され
た. 空間 $X$ に対して $\omega(X)=\cup\{U$ : $U$ is open in $X$ and $\dim(U)=0\}$ , とおき,
$c\omega(X)=X\backslash \omega(X)$ とする. ここで, $\dim(U)$ は $U$ の被覆次元を表す. また, 空間 $X$

の開被覆勿が星可算であるとは, 任意の $U\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に対して $\{W\in\ovalbox{\tt\small REJECT}:W\cap U\neq\emptyset\}$
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が可算であることである. Choban, Mihaylova and Nedev [4] は, 次の定理を証明
した.

定理 6 (Choban, Mihaylova and Nedev [4]). 空間 $X$ に対して, 次は同値である:

(a) $X$ は強パラコンパクトかつ $c\omega(X)$ は Lindelof.
(b) $X$ の任意の開被覆 $\{U_{\alpha}:\alpha\in A\}$ は星可算な $X$ のある開被覆 $\{V_{\alpha}:\in A\}$

によって shrink される (ie. 各 $\alpha\in A$ について $V_{\alpha}\subset U_{\alpha}$ をみたす).
(c) 任意の離散空間 $Y$ と任意の下半連続な集合値関数 $\Phi$ : $X\sim Y$ に対して,

usco な $\Phi$ の集合値選択関数 $\psi$ : $X\sim Y$ , が存在し, $\psi^{\omega}$ : $X\sim Y$ が可算集
合値である.

さらに, Choban, Mihaylova and Nedev は, 強パラコンパクト空間 $X$ で $c\omega(X)$

が Lindel\"of でない例を与えた [4, Example 7].
空間 $X$ に対して, 条件「任意の $X$ の開被覆は, 濃度が $\tau$ より小さい部分被覆を

もつ」 をみたす無限濃度 $\tau$ のうち, 最小の濃度を $k(X)$ と表す. このとき, 次が成
り立っ.

定理 7([9]). 空間 $X$がパラコンパクトで, $\tau=k(c\omega(X))$ が正則基数であるとする.
このとき, 任意の完備距離化可能空間 $Y$ と任意の下半連続な閉値関数 $\Phi$ : $X\sim Y$

に対して, usco な $\Phi$ の集合値選択関数 $\psi$ : $X\sim Y$ が存在し, $k(S)\leq\tau$ をみたす

任意の集合 $S\subset Y$ に対して $k(\psi(\psi^{-1}(S)))\leq\tau$が成り立っ.

定理 7から, 定理 6の $(a)\Rightarrow(b)$ も以下のように完備距離空間 $Y$ へ拡張できる.

命題 8 ([3, 5, 6, 9]). 空間 $X$ が強パラコンパクトで $c\omega(X)$ が Lindelげである
ための必要十分条件は f 任意の完備距離化可能空間 $Y$ と任意の下半連続な閉値
関数 $\Phi$ : $X\vee\div Y$ に対して

$\rangle$
usco な $\Phi$ の集合値選択関数 $\psi$ : $X\sim Y$ が存在し,

$\psi^{\omega}$ : $X\sim Y$ が可分値である.

また, Choban, Mihaylova and Nedev [4] は, 定理 6の類似として次の特徴付け
を与えた.

定理 9 (Choban, Mihaylova and Nedev [4]). 空間 $X$ に対して, 次は同値である:

(a) $X$ は強パラコンパクトかつ $c\omega(X)$ はコンパクト.

(b) $X$ の任意の開被覆 $\{U_{\alpha}:\alpha\in A\}$ は星有限な $X$ のある開被覆 $\{V_{\alpha}:\in A\}$

によって shrink される.

定理 9で定められる位相的性質は, 定理 6のそれより強い ([4, Example 7]). 定
理 7より, 定理 9の空間に対しても集合値選択関数を用いた次の特徴付けが与え
られる.

命題 10 ([9]). 空間 $X$ に対して, 定理 9の (a) および (b) と次は同値である:

21



(c) 任意の完備距離化可能空間 $Y$ と任意の下半連続な閉値関数 $\Phi$ : $X\sim Y$ に

対して, usco な $\Phi$ の集合値選択関数 $\psi$ : $X\sim Y$ が存在し j 任意のコンパ
クト集合 $K\subset Y$ に対して $\psi(\psi^{-1}(K))$ はコンパクトである.

なお, 命題 10と同様な結果が, Choban, Mihaylova and Nedev [3, 5, 6] によっ
て報告されている.
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