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本稿では, Coxeter 群 $W$ の rank-one isometry と Coxeter 群 $W$ が幾何学的に
(ココンパクト, 離散的, 等長的に) 作用する CAT(0) 空間 $X$ の理想境界 $\partial X$ のフ

ラクタルのような構造について述べる.

CAT(0) 空間およびその境界については [6], [9], [16] を, Coxeter群および Cox-
eter系については [5], [7], [24] を, また, Coxeter系から定義される Davis 複体と
よばれる CAT(0) 空間については [10], [12], [28] を参照されたい.

CAT(O) 空間 $X$ の isometry $g$ : $Xarrow X$ が, rank-one であるとは, まず $g$ は

hyperbolic isometry (cf. [6, p.229]) であり, axis とよばれる geodesic line $\sigma$ : $\mathbb{R}arrow$

$X$ が存在する. ここで $g$ の axis とは, 任意の $t\in \mathbb{R}$ について $g(\sigma(t))=\sigma(t+t_{0})$

と $g$ である定数 to だけ平行移動する軸のことである. このとき, ある axis $\sigma$ の

イメージ ${\rm Im}\sigma$ をふちにもっような平坦な半平面 $\mathbb{R}_{+}^{2}(=\mathbb{R}\cross[0, \infty))$ が等長的に
$X$ に埋め込まれないとき, $g$ を $X$ の rank-one isometry という.

Rank-one isometry について, W.Ballmann-M.Brin によって以下の定理が示さ
れている.

Theorem (W.Ballmann-M.Brin [1, Theorem $A]$ ). 群 $G$ が $CAT(0)$空間 $X$ 上に

幾何学的に作用しているとする. このとき $G$ に $X$ の rank-one isometry $go\in G$

が (ひとつでも) 存在すれば, $X$ の理想境界 $\partial X$ の 2つの任意の空でない開集合
$U,$ $V$ について, $g\in G$ で

$g(\partial X-U)\subset V$ $g(\partial X-V)\subset U$

となるものが存在する. ここで特に $g$ は rank-one でとれる.

ここで, $g\in G$ は $X$ の isometry であり, その自然な拡張として境界上の同相
写像 $g$ : $\partial Xarrow\partial X$ を導く.
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この定理の中で, $\partial X-V$ を任意の閉集合 $F$ ととらえると, 「$X$ の理想境界
$\partial X$ の任意の空でない開集合 $U$ と任意の $X$ でない閉集合 $F$ について, $g\in G$ で

$g(F)\subset U$ となるものが存在する」 ととらえなおすことができる.

これは, 理想境界 $\partial X$ の複雑さ, 位相的なフラクタルのような状態を表している.
$X$ が双曲空間 $\mathbb{H}^{n}$ のとき, その境界 $\partial X=\partial \mathbb{H}^{n}$ は $(n-1)$ -球面 $\mathbb{S}^{n-1}$ となる.

これは, 位相的フラクタルな状態をもつ最も簡単な例である. しかし, このように

境界が球面となる場合以外は, 一般に, 境界は非常に複雑となる. 実際, 境界 $\partial X$

が homotopy が消えていない真部分閉集合 $A$ を含めば, 境界 $\partial X$ 上の任意の空

でない開集合に $A$ と同相なものが含まれ, $A$ と同相なものが境界上に稠密に存
在する. また, $\partial X$ 上の十分に小さい近傍 $V$ に対して, その補集合 $\partial X-V$ は,
$\partial X$ 上の任意の空でない (いくらでも小さい) 開集合に同相なものが含まれる構造
をもっ.

一般に, 群が幾何学的に作用している CAT(0) 空間の境界や, Coxeter群の境界
が, このような位相的なフラクタルの構造をもつ可能性があることは, その境界の
cohomology や cohomology 次元の情報からみてとることができた ([3], [4], [11],
[14], [19] $)$ . また, そのような境界の典型例が, H. Fischer ([15]) の結果にみられる.

これまでに, このような境界の複雑さをとらえるため, 力学系の概念である 「極
小性」 と「撹搾集合」 の考え方を導入してきた.

境界 $\partial X$ (への群 $G$ の作用) が極小であるとは, 任意の軌道 $G\alpha$ が $\partial X$ で稠密
であることをいう.

また, 境界 $\partial X$ (への群 $G$ の作用) が撹搾的であるとは, 任意の 2点 $\alpha,$ $\beta\in\partial X$

$(\alpha\neq\beta)$ に対して,

lim $sup\{d_{\partial X}(g\alpha,g\beta)|g\in G\}>0$ and

lim $inf\{d_{\partial X}(g\alpha,g\beta)|g\in G\}=0$

をみたすことをいう.

Coxeter群の境界の極小性と撹搾集合に関するいくつかの結果が [20], [21] にみ
られる.

いまここで, 特に right-angled Coxeter群の場合を考える.
既約な right-angled Coxeter 系 $(W, S)$ について, 既約性から, 生成元の有限列

$\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}\}\subset S$ で, $o(a_{i}a_{i+1})=\infty(i=1,$
$\ldots,$

$n$ ただし $\alpha_{n+1}=a_{1})$ , かっ,
$\{a_{1}, \ldots, \alpha_{n}\}=S$ をみたすものがとれる (ここで $si=s_{j}(i\neq j)$ となってもよい).
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このとき, Coxeter 群 $W$ の元 $w_{0}=a_{1}a_{2}\ldots a_{n}$ を考えると, これは right-mgled
Coxeter 系 $(W, S)$ の Davis複体 $\Sigma$ の rank-one isometry となる.

W.Ballmann-M.Brin の定理と Splitting Theorem ([22], [27]) および [20], [21]
の結果から, 以下の定理を得る.

Theorem. Right-angled Coxeter系 $(W, S)$ とその Davis複体 $\Sigma$ および, Coxeter
群 $W$ が幾何学的に作用する任意の $CAT(O)$空間 $X$ に対して, 以下はすべて同値
となる. ただし, $|\partial\Sigma|>2$ とする.

(1) $(W_{\overline{s}},\tilde{S})$ は既約で non-affine.
(2) $W$ は $\Sigma$ の rank-one isometry を含む.

(3) $W$ は $X$ の rank-one isometry を含む.

(4) $\partial\Sigma$ は位相的なフラクタル構造をもつ.
(5) $\partial\Sigma$ は極小.

(6) $\partial\Sigma$ は撹搾的.
(7) $\partial X$ は位相的なフラクタル構造をもつ.
(8) $\partial X$ は極小.
(9) $\partial X$ は撹搾的.

(10) $\Sigma$ は積 $\Sigma_{1}\cross\Sigma_{2}$ に分解する quasi-dense部分集合を含まない. ただし $\Sigma_{i}$ は

非有界とする.

(11) $X$ は積 $X_{1}\cross X_{2}$ に分解する quasi-dense部分集合を含まない. ただし $X_{i}$

は非有界とする.

(12) $W$ は積 $W_{1}\cross W_{2}$ に分解する有限指数の部分群を含まない. ただし $W_{i}$ は

無限群とする.

ここで $W_{\overline{s}}$ は, 有限指数の parabolic 部分群で最小のものであり, $W$ を既約分
解したときの無限のパートでもある (cf. [13], [20], [21]).
この主定理は right-angled Coxeter 群について述べたものであるが, 一般の

Coxeter群の rank-one isometry に関する最近の PCaprace-K.Fujiwaraの結果 [8,
Proposition 4.5] を用いると, 本定理は一般の Coxeter群の場合に拡張できる ([23]).

Rank-one isometry を含む CAT(0) 群が幾何学的に作用する CAT(0) 空間 $X$ の

境界 $\partial X$ は位相的なフラクタル構造をもっが, これはさらに, locally connected
(cf. [25], [26]) や locally cut-point (cf. [29], [30]) などの境界の局所的な性質と関
連をもっ.
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