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1 はじめに

位相空間はすべて Tychonoff空間とする。空間 X 上の実数値連続関数
全体に各点収束位相をいれた空間を $C_{p}(X)$ で表す。 Gerlits, Nagy [3] 以
来、 $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{P}}(X)$ の局所的性質と、 その局所的性質を特徴づける X の covering
propertyに関する多くの結果が知られている。そのような結果の概要は [7]
を参照されたい。本稿では $C_{r},(X)$ の $\alpha$i-properties に関する Shakhniatov
の問題を解決した論文 [8] の概要を与える。

2 性質 $(\alpha_{i})$ と the Ramsey property
定義 $\rceil$ (Arhangel’skii, 1972 [1]) 空間 X の任意の点 $x\in X$ と $x$ への任意
の収束点列の族 $\{S_{n} : ?\iota\in\omega\}$ に対して、 次の条件 $(\alpha_{i})$ を満たす $x$ への収
束点列 $S$ が存在するとき、 X は $\alpha_{i}$-空間 $(i\in\{1,2,3,4\})$ とよばれる。

$(\alpha_{1})$ すべての $n\in\omega$ に対して、 $S_{n}\backslash S$ は有限集合、
$(\alpha_{2})$ すべての $n\in\omega$ に対して、 $S_{n}\cap S$ は無限集合、
$(\alpha_{3})$ 無限個の $n\in\omega$ に対して、 $S_{n}\cap S$ は無限集合、
$(\alpha_{4})$ 無限個の $n\in\omega$ に対して、 $S_{\uparrow 1}\cap S\neq\emptyset$

。

定義 2(Nyikos, 1992 [6]) 空間 X の任意の点 $x\in X$ と $x$ への任意の収束
点列の族 $\{S_{n}:n\in\omega\}$ で $S_{n}\cap S_{m}=\emptyset(n\neq m)$ を満たすものに対して、
次の条件 $(\alpha_{3/2})$ を満たす $x$ への収束点列 $S$ が存在するとき、X は $\alpha_{3/2}$-空
間とよばれる。

$(\alpha_{3/2})$ 無限個の $n\in\omega$ に対して、 $S_{?1}\backslash S$ は有限集合。

これらの性質の関係は次の図式のようになる。第 1可算公理を満たす
空間は、 $\alpha$1-空間である。 $(\alpha_{3/2})arrow(\alpha_{2})$ の証明は Nyikos[6] による。

$\alpha_{1}arrow\alpha_{3/2}arrow\alpha_{2}arrow\alpha_{3}arrow\alpha_{4}$
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定理 $\rceil$ (Dow, 1990 [2]) Lavcr’s model では $(\mathfrak{a}_{1}’)=(\alpha_{2})$ が成り立っ。

定義 3 (Nogura, Shakhmatov, 1995 [5]) 空間 X の任意の点 $;\gamma\cdot\in X$ と
lim lim x.$|\iota,m=x$ を満たす X の点列 $\{J_{it,m}\int:??, ?7l\in\omega\}$ に対して、 次の
条件 $n\tau\neg(*\backslash )$ を満たす $\omega$ の無限部分集合」$t/1$ が存在するとき、 X は Ramsey
property をもつといわれる。

$(^{*})x$ の任意の近傍 $U$ に対して、 ある $k\in\omega$ が存在して $\{x_{?l,771}$ : $n,$ $m_{\iota}\in$

$\lrcorner \mathfrak{h}/I,$ $k\leq n<n\iota\}\subset U$ を満たす。

上の図式に Ramsey property を加えると次のようになる。 Arens の空
間 $6_{\underline{9}}^{\gamma}$ は $\alpha$ 1-空間であるが Ramsey property はもたない。

$0_{1}’arrow\alpha_{3}/2arrow\alpha_{2}arrow\alpha_{3}arrow\alpha_{4}$

$\nearrow$

Ramsey

位相群の Ramsey property について、 Nogura、 Shakhmatov は次の結
果を与えた。

$\overline{\pi}^{\ulcorner}I\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ (Nogura, Shakhmatov, 1995 [5])
(1) 局所コンパクトな位相群において、 $(0_{1}’)$

、
$(\alpha_{2})$

、
$(\alpha_{3})$

、
$(\alpha_{4})$

、 そし
て Ramsey property はすべて同値である。

(2) 一般の位相群においては、次の図式が成り立っ。

$\alpha_{1}arrow\alpha_{3\prime 2}arrow\cdot\alpha_{2}arrow\alpha_{3}arrow\alpha_{4}$ .
$\searrow$ $\nearrow$

Ramsey

位相群における $(\alpha_{2})$ と Ramsey property の関係については何も知られ
ていない。

未解決問題 (Shakhmatov, 2002 [10, Question 3.15])
(1) 位相群において $(\alpha_{2})$ から Ramsey property がでるか ?
(2) 位相群において Ramsey propertyから $(\alpha_{2})$ がでるか ?

定理 1と定理 2(2) から、 Laver’s niodelでは位相群において $(\alpha_{2})$ から
Ramsey property がでる。 しかし、 ZFC において成立する可能性は残っ
ている。
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各点収束位相を入れた関数空間 $C_{p}^{\gamma}(X)$ は位相群であるが、 この種の空
間では次の 2つの定理が知られている。

定理 3 (Gerlits, $N_{c\backslash }gy$ 1988 [4]/Scheepers 1998 [9]) $C_{p}(X)$ において、 $(Cl_{2}’)$ ,
$(\alpha_{3}),$ $(\alpha_{4})$ はすべて同値である。

定理 4 (Sakai, 2009 [8]) $C_{p}(X)$ において、 $(\alpha_{1})$ と $(\alpha_{3’ 2})$ は同値である。

定理 3と定理 4から、 $C_{p}(X)$ においては次の図式が得られる。

$\alpha_{1}=\alpha_{3/2}arrow$ Ramsey $arrow\alpha_{2}=\alpha_{3}=\alpha_{4}$

Shakhmatov は上の未解決問題の特別な場合として次の問題を出した。

問題 (Shakhmatov, 2002 [10, Question 5.9])
(1) $C_{p}(X)$ において $(\alpha_{2})$ と Ranmsey property は同値か?
(2) $C_{p}(X)$ において Ranisey property と $(\alpha_{3/2})$ は同値か?

この問題に対して、 (1) は肯定的であり、 (2) には反例が存在する。

定理 5 (Sakai, 2009 [8]) $C_{p}(X)$ において、 $(\alpha_{2})$ と Ramsey property は同
値である。

反例 Scheepers [9] は $t=b$ のもとで、実数の部分集合 X で、 $C_{p}(X)$ は

$(\alpha_{2})$ を満たすが $(\alpha_{1})$ は満たさない例を構成した。定理 4と定理 5から、
この $C_{p}(X)$ が問題 (2) の反例になる。
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