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1. はじめに
$C$ を実ヒルベルト空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. このとき, $C$ から $C$ への写像 $T$ が非

拡大写像 (nonexpansive mapping) であるとは, 任意の $C$ の元 $x,$ $y$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$

が成り立つことと定義する. 同様に, $T$ が堅非拡大写像 (firmly nonexpansive mapping) である
とは, 任意の $C$ の元 $x,$ $\sim$こ対して

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\langle x-y$ , Tx–Ty$\}$

が成り立っことと定義する. 堅非拡大写像ならば非拡大写像であることは容易にわかる. この
とき, $T$ の不動点 (fixed point) 全体の集合を $F(T)$ で表すこととする. ヒルベルト空間の非拡
大写像に関する次の不動点定理は良く知られた結果である.
定理 1.1 ([25]). $C$ をヒルベルト空間 $H$ の空でない有界閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$ への
非拡大写像とする. このとき, $T$ は $C$ の中に不動点をもっ.

ヒルベルト空間の非拡大写像の不動点問題 (fixed point problem) は極大単調作用素 (maximal
monotone operator) の零元問題 (zero point problem) にも関係している. 零元問題とは極大単
調作用素 $A\subset H\cross H$ に対して,
(1.1) $0\in Au$

を満たす元 $u$ を求める問題である. この問題を解く代表的な手法に近接点法 (proximal point
algorithm) がある: 初期点を $x_{1}\in H$ とし

(1.2) $x_{n+1}=J_{r_{n}}x_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$

で点列を構成する. ただし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ であり, 任意の $r>0$ に対して $J_{r}=(I+rA)^{-1}$ であ
る. このような $J_{r}$ 1は $T$ のリゾルベント (resolvent) と呼ばれる ([22, 27] を参照). この $J_{r}$ が
一価の堅非拡大写像かっ $A^{-1}0=F(J_{r})$ を満たすことは良く知られた事実である. このように
極大単調作用素の零元問題は堅非拡大写像の不動点問題に帰着することができる.
ヒルベルト空間のリゾルベントの概念をバナッハ空間で論じる場合, 4 っのリゾルベントが

知られている. ヒルベルト空間での極大単調作用素をバナッハ空間で論じる場合, 極大単調作
用素と $m$-増大作用素 (m-accretive operator) に分かれる. $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッ
ハ空間とし, その共役空間を $E^{*}$ とする. $A\subset E\cross E$ を $m$増大作用素とし, $T\subset E\cross E^{*}$ と
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$B\subset E^{*}\cross E$ を極大単調作用素とする. このとき, $x\in E$ と $r>0$ に対して, 4つのリゾルベン
トは以下で定義される ([5, 10, 16, 26, 28, 29] を参照).

距離リゾルベント (metric resolvent) $P_{r}x$ $=$ $\{z\in E:0\in J(z-x)+rTz\}$ ,
擬リゾルベント (accretive resolvent) $\Pi_{r^{X}}$ $=$ $\{z\in E:0\in(Jz-Jx)+rTz\}$ ,
増大リゾルベント (relative resolvent) $Q_{r}x$ $=$ $\{z\in E:0\in(z-x)+rAz\}$ ,
準リゾルベント (generalized resolvent) $R_{r}x$ $=$ $\{z\in E:0\in(z-x)+rBJz\}$ .

ただし, $J$ は $E$ の双対写像 (duality mapping) である. また, ヒルベルト空間の堅非拡大写
像の概念をバナッハ空間で論じる場合も 4つの写像が存在し, バナッハ空間での 4 っのリゾル
ベントと関連している. ([2, 4, 13, 19-21, 31, 32] を参照).

距離リゾルベント $\Rightarrow$ 堅距離写像 (firmly metric operator)
擬リゾルベント $\Rightarrow$ 堅非拡大型写像 (firmly nonexpansive type mapping)
増大リゾルベント $\Rightarrow$ 堅非拡大写像 (firmly nonexpansive mapping)
準リゾルベント $\Rightarrow$ 堅準非拡大型写像 (firmly generalized nonexpansive type mapping)

一方, バナッハ空間の非拡大写像に関する不動点定理として以下の定理はよく知られた結果
である ([6, 28] も参照).

定理 L2 ([3, 7, 17]). $C$ を一様凸なバナッハ空間 $E$ の空でない有界閉凸集合とし, $T$ を $C$ か
ら $C$ への非拡大写像とする. このとき, $T$ は $C$ の中に不動点をもっ.

バナッハ空間においても, 堅非拡大写像ならば非拡大写像になるのでこの定理は堅非拡大写
像に関しても成立する. 2008年には高阪-高橋 [21] が堅非拡大型写像に対する以下の不動点定
理を得た.

定理 1.3 ([21]). $C$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $T$ を
$C$ から $C$ への堅非拡大型写像とする. このとき次の条件は同値になる.

(1) $T$ の不動点の集合 $F(T)$ は空でない;
(2) $C$ のある元 $x$ に対して, $\{T^{n}x\}$ は有界である.

本論文では, 2008年の高阪-高橋 [20, 21] の研究を動機として, バナッハ空間の堅準非拡大型
写像に関する不動点定理の研究を行う. まず, 始めにバナッハ空間での新しい非線形写像であ
る堅準非拡大型写像及び準非拡大型写像を定義し, その性質を議論する. 次に, これら新しい非
線形写像に関する不動点定理と弱収束定理を議論する. 最後に, これらの結果を利用して, 準リ
ゾルベントに関する極大単調作用素の零元問題も議論する.

2. 準備
$E$ を実バナッハ空間とし, $E^{*}$ をその共役空間とする. $E$ が狭義凸 (strictly convex) であると

$|$は, $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1$ となる $E$ の元 $x,$ $y(x\neq y)$ に対して, つねに $\Vert x+y\Vert<2$ が成り立っことで
ある. 同様に, 一様凸 (uniformly convex) であるとは, $\Vert x_{n}\Vert=\Vert y_{n}\Vert=1,$ $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}+y_{n}\Vert=2$

となる $E$ の点列 $\{x_{n}\},$ $\{y_{n}\}$ に対して, つねに $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=0$ となることである.
バナッハ空間 $E$ の元 $x$ に対して, $E^{*}$ の部分集合

$Jx$ $:=\{x^{*}\in E^{*} :\langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$

を対応させる写像 $J$ のことを, $E$ の双対写像 (duality mapping) と呼ぶ.
この双対写像 $J$ は $E$ のノルムの微分可能性とも大いに関わりをもっ. いま $S(E):=\{x\in$

$E$ : $\Vert x\Vert=1\}$ とするとき, $S(E)$ の元 $x,$ $y$ に対して, 次の極限を考える.

(2.1) $\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$
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バナッハ空間 $E$ のノルムが G\^ateaux 微分可能 (G\^ateaux differentiable) であるとは, $S(E)$ の
元 $x,$ $y$ に対して, つねに (2.1) が存在するときをいう. このとき, 空間 $E$ は滑らか (smooth) で
あるともいう. 任意の $S(E)$ の元 $y$ に対して, (2.1) が $S(E)$ の元 $x$ に関して一様に収束する
とき, $E$ のノルムが一様 $G\hat{a}$teaux 微分可能 (uniformly G\^ateaux differentiable) であるという.
任意の $S(E)$ の元 $x$ に対して, (2.1) が $S(E)$ の元 $y$ に関して一様に収束するとき, $E$ のノル
ムが Fr\’echet 微分可能 (Fr\’echet differentiable) であるという. (2.1) が $S(E)$ の元 $x,$ $y$ に関し
て一様に収束するとき, $E$ のノルムが一様 Frechet 微分可能 (uniformly Fr\’echet differentiable)
であるという. このとき, 空間 $E$ は一様に滑らか (uniformly smooth) であるともいう.
多価写像 $T\subset E\cross E^{*}$ に対して, $T$ の定義域 (domain) と $T$ の値域 (range) は

$D(T)=\{x\in E :Tx\neq\emptyset\},$ $R(T)=\cup\{Tx :x\in D(T)\}$

で定義される. 多価写像 $T\subset E\cross E^{*}$ が単調作用素 (monotone operator) であるとは, 任意の
$(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in T$ に対して

$\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}\}\geq 0$

がっねに成り立っことと定義する. 多価写像 $T$ が狭義単調作用素 (strictly monotone operator)
であるとは, 任意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in T(x\neq y)$ に対して

$\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}\}>0$

がっねに成り立っことと定義する. また, 単調作用素 $T$ が極大 (maximal) であるとは, $T$ を
真に含む単調作用素 $S\subset E\cross E^{*}$ が存在しないときいう. すなわち, $S\subset E\cross E^{*}$ が単調作
用素で, かつ $T\subset S$ であるならば, $T=S$ となるときをいう. $T$ が極大単調作用素ならば,
$T^{-1}0=\{u\in E:0\in Tu\}$ は閉凸集合となる. $E$ が回帰的で狭義凸ならば, 単調作用素 $T$ が極
大になる必要十分条件は, 任意の $\lambda>0$ に対して, $R(J+\lambda T)=E^{*}$ となることである ([5, 29]
を参照).
バナッハ空間 $E$ での双対写像 $J$ とノルムの微分可能性に関しては次の性質が知られている

([5, 28, 29] を参照).
(1) $E$ の元 $x$ に対して, $Jx$ は空でない有界な閉凸集合である;
(2) $J$ は単調作用素である,
(3) $E$ が狭義凸であるための必要十分条件は, $J$ が 1対 1となることである.
すなわち, $x\neq y\Rightarrow Jx\cap Jy=\emptyset$ ;

(4) $E$ が狭義凸であるための必要十分条件は $J$ が狭義単調作用素となることである.,
(5) $E$ が回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間なら, $E^{*}$ の双対写像」$*$

は $J$ の逆像となる.
すなわち, $J_{*}=J^{-1}$ である;

(6) $E$ が回帰的であるための必要十分条件は, $J$ が全射となることである;
(7) $E$ が滑らかであるための必要十分条件は, $J$ が一価になることである.

$E$ を滑らかなバナッハ空間とする. このとき, 双対写像 $J$ が弱点列連続 (weakly sequentially
continuous) であるとは, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $E$ の元 $x$ に弱収束するならば, $E^{*}$ の点列 $\{Jx_{n}\}$

が $E^{*}$ の元」$x$ に弱 $*$ 位相の意味で収束することと定義する.

3. 堅準非拡大型写像に関する不動点定理

本節では, 堅準非拡大型写像の不動点定理を議論する. まず始めに, それに必要な堅準非拡大
型写像と準非拡大型写像を定義し, その性質に関して議論する.

$E$ を滑らかなバナッハ空間とし, $J$ を $E$ の双対写像とする. このとき, $E$ の元 $x,$ $y$ に対して,
$V(x, y)=\Vert x\Vert^{2}-2\langle x,$ $Jy\}+\Vert y\Vert^{2}$

で $E\cross E$ から $\mathbb{R}$ への関数 $V$ を定義する. この関数 $V$ に関しては次のような性質が知られて
いる ([1, 15, 24] を参照).

(1) $E$ の元 $x,$ $y$ に対して, $(\Vert x\Vert-\Vert y\Vert)^{2}\leq V(x, y)\leq(\Vert x\Vert+\Vert y\Vert)^{2}$ である;
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(2) $E$ の元 $x,$ $y,$ $z$ に対して, $V(x, y)=V(x, z)+V(z, y)+2\langle x-z,$ $Jz-Jy\rangle$ である;
(3) $E$ が狭義凸ならば, $E$ の元 $x,$ $y$ に対して $V(x, y)=0$ であるための必要十分条件は

$x=y$ である.
$C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, $C$ から $C$ への写像 $T$ が堅準非拡大型写像
(firmly generalized nonexpansive type mapping) であるとは, 任意の $C$ の元 $x,$ $y$ に対して,

$V(x, Tx)+V(y, Ty)+V(Tx, Ty)+V(Ty, Tx)\leq V(y, Tx)+V(x, Ty)$

がつねに成り立っことと定義する ([13] を参照). また, $T$ が準非拡大型写像 (generalized
nonexpansive type mapping) であるとは, 任意の $C$ の元 $x,$ $y$ に対して,

$V(Tx, Ty)+V(Ty, Tx)\leq V(y, Tx)+V(x, Ty)$

がっねに成り立つことと定義する ( $[$ 131 を参照). 同様に, $T$ が準非拡大写像 (generalized
nonexpansive mapping) であるとは, $F(T)$ が空集合でなく, かつ任意の $C$ の元 $x$ と $F(T)$ の

元 $y\}$こ対して,
$V(Tx, y)\leq V(x, y)$

がっねに成り立っことと定義する ([8, 10] を参照). ただし, $F(T)$ は写像 $T$ の不動点の集合,
すなわち $F(T)=\{z\in C:Tz=z\}$ である. これらの写像に関しては次のような結果が得られ
ている.

補助定理 3.1 ([13]). $C$ を滑らかなバナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$

への堅準非拡大型写像とする. このとき, $T$ は準非拡大型写像である.

補助定理 32([13]). $C$ を滑らかなバナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$

への準非拡大型写像とする. このとき, $T$ の不動点集合 $F(T)$ が空でなければ, $T$ は準非拡大
写像になる.

補助定理 33([13]). $C$ を滑らかなバナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$

へ写像とする. このとき, $T$ が堅準非拡大型写像であることの必要十分条件は, 任意の $C$ の元
$x,$ $y$ に対して,

(3.1) $\langle(x-Tx)-(y-Ty),$ $JTx-JTy\rangle\geq 0$

が成り立つことである.

$C$ の元 $p$ が $T$ の準漸近的不動点 (generalized asymptotic fixed point) であるとは, $\{Jx_{n}\}$

が $Jp$ に弱 $*$ 位相の意味で収束し $\lim_{narrow\infty}(Jx_{n}-JTx_{n})=0$ を満たす点列 $\{x_{n}\}\subset C$ が存在す
ることと定義する. このとき, $T$ の準漸近的不動点の集合を $\check{F}(T)$ で表す. 準漸近的不動点の集
合に関しては次の補助定理が知られている.

補助定理 34([14,23]). $C$ をヒルベルト空間 $H$ の空でない閉凸集合とし, $C$ から $C$ への写像 $T$

を非拡大写像で $F(T)$ が空集合でないとする. このとき, $T$ は準非拡大写像かっ $F(T)=\check{F}(T)$

となる.

近年, 茨木-高橋 $[$ 13 $]$ は準非拡大型写像に関する以下の不動点を得た.

定理 35 $([$13$])$ . $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $T$ を $E$ から $E$ への準非拡
大型写像とする. このとき次の条件は同値になる.

(1) $T$ の不動点の集合 $F(T)$ は空でない;
(2) $E$ のある元 $x$ に対して, $\{T^{n}x\}$ は有界である.

定理 35と補助定理 3.1の直接的な結果として, 茨木-高橋 [13] は堅準非拡大型写像に関する
以下の不動点も得た.
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定理 3.6 ([13]). $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $T$ を $E$ から $E$ への堅準非
拡大型写像とする. このとき次の条件は同値になる.

(1) $T$ の不動点の集合 $F(T)$ は空でない;
(2) $E$ のある元 $x$ に対して, $\{T^{n}x\}$ は有界である.

さらに, 茨木-高橋 [13] は準非拡大型写像の不動点集合に関して次の結果を得た.
定理 3.7 ([13]). $E$ を回帰的で滑らかなバナッハ空間とし, 共役空間 $E^{*}$ が一様 G\^ateaux微分
可能なノルムを持っものとする. $T$ を $E$ から $E$ への準非拡大型写像とする. このとき $T$ の不
動点集合 $F(T)$ が空でなければ, $\check{F}(T)=F(T)$ が成立する.

4. サニー準非拡大射影と弱収束定理

本節では, 堅準非拡大型写像の弱収束定理を議論する. まず, 始めにヒルベルト空間の距離
射影のバナッハ空間への拡張概念であるサニー準非拡大射影を定義し, その性質に関して議論
する.

$E$ をバナッハ空間とし, $D$ を $E$ の空でない集合とする. このとき, $E$ から $D$ への写像 $R$ が
サニー (sunny) であるとは, 任意の $E$ の元 $x$ と $t\geq 0$ に対して

$R(Rx+t(x-Rx))=Rx$
が成り立っことである. 同様に, $E$ から $D$ への写像 $R$ が射影 (retraction) であるとは, 任意の
$D$ の元 $x$ に対して, $Rx=x$ が成り立っことである. これらの写像に関して次の補助定理が知
られている.

補助定理 41([8, 10]). $E$ を滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $D$ を $E$ の空でない集合とす
る. また $R$ を $E$ から $D$ の上への射影とする. このとき, $R$ がサニーかつ準非拡大写像になる
必要十分条件は, 任意の $E$ の元 $x$ と $D$ の元 $\sim$こ対して,

{x--Rx, $JRx-Jy\rangle\geq 0$

となることである. ただし, $J$ は $E$ の双対写像である.

$E$ が滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $D$ を空でない集合とする. このとき, $E$ から $D$ の

上へのサニー準非拡大射影 (sunny generalized nonexpansive retraction) は一意に決まる. そこ
で, 滑らかな狭義凸バナッハ空間の場合に, $E$ から $D$ の上へのサニー準非拡大射影を $R_{D}$ で表
すことにする. $D$ を $E$ の空でない集合とする. このとき, $D$ が $E$ のサニー準非拡大レトラク
ト (sunny generalized nonexpansive retract) であるとは, $E$ から $D$ の上へのサニー準非拡大射
影が存在するときと定義する. サニー準非拡大射影の不動点集合はもちろん $D$ である ([8, 10]
を参照). サニー準非拡大射影とサニー準非拡大レトラクトに関しては次の 3っの結果が知られ
ている.

定理 42([18]). $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $D$ を $E$ の空でない集合と
する. このとき次の条件は同値になる.

(1) $D$ はサニー準非拡大レトラクトである;
(2) $JD$ は閉凸集合である.

このとき, $D$ は閉集合となる.

補助定理 43([14]). $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $D$ を $E$ の空でないサ
ニー準非拡大レトラクトとする. また $R_{D}$ を $E$ から $D$ の上へのサニー準非拡大射影とする.
このとき, $\check{F}(R_{D})=F(R_{D})=D$ が成り立っ.

補助定理 44([14]). $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし Z $T$ を $E$ から $E$ への準
非拡大写像する. このとき, $F(T)$ は $E$ のサニー準非拡大レトラクトである.
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堅準非拡大型写像に関する弱収束定理を得るために, サニー準非拡大射影に関する次の補助
定理が必要となる.

補助定理 45([13]). $E$ が滑らかで一様凸なバナッハ空間とし, $T$ を $E$ から $E$ への準非拡大
写像とする. $R$ を $E$ から $F(T)$ の上へのサニー準非拡大射影とする. このとき, 任意の $E$ の

元 $x$ に対して, 点列 $\{RT^{n}x\}$ は $F(T)$ の元へ強収束する.

茨木-高橋 [13] は堅準非拡大写像に関する次の弱収束定理を得た.

定理 4.6 ([13]). $E$ を一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ一様凸なバナッハ空間とし, $T$ を
$E$ から $E$ への堅準非拡大型写像とする. このとき $fE$ の双対写像 $J$ が弱点列連続であれば,
次の条件は同値になる.

(1) $T$ の不動点の集合 $F(T)$ は空でない;
(2) $E$ の任意の元 $x$ に対して, $\{T^{n}x\}$ は弱収束する.

このとき, 点列 $\{T^{n}x\}$ は $F(T)$ の元へ弱収束する.

さらに, 茨木-高橋 [13] は補助定理 45と定理 46より, 次の堅準非拡大写像に関する弱収束
定理を得た.

定理 47([13]). $E$ を一様凸で一様に滑らかなバナッハ空間とし, $T$ を $E$ から $E$ への堅準非
拡大型写像とする. このとき, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続であれば, 次の条件は同値になる.

(1) $T$ の不動点の集合 $F(T)$ は空でな $Aa,\cdot$

(2) $E$ の任意の元 $x$ に対して, $\{T^{n}x\}$ は弱収束する.
このとき, 点列 $\{T^{n}x\}$ は $F(T)$ の元 $p= \lim_{narrow\infty}RT^{n}x$ へ弱収束する. ただし, $R$ は $E$ から
$F(T)$ の上へのサニー準非拡大射影である.

5. 極大単調作用素の零元問題

本節では, バナッハ空間における極大単調作用素の零元問題を議論する. まず始めに, バナッ
ハ空間のリゾルベントの一つである準リゾルベントに関して議論を行う. $E$ を回帰的で滑らか
な狭義凸バナッハ空間とし, その共役空間を $E^{*}$ とする. このとき, 単調作用素 $B\subset E^{*}\cross E$ が
極大ならば, 任意の $r>0$ に対して, $E=R(I+rBJ)$ である ([10] の命題 4.1を参照). ここで,
任意の $r>0$ と $x\in E$ に対して

$R_{\eta}x=\{z\in E:x\in z+rBJz\}$

とすると, $R_{\eta}$ は一価写像となる. このとき, $R_{\eta}$ は

$(I+rBJ)^{-1}$

で記述される. このような $R$ を $B$ の準リゾルベント (generalized resolvent) を呼ぶこととす
る ([10, 12] を参照). 準リゾルベントに関しては以下の結果が知られている.

補助定理 5.1 ([10, 11]). $E$ が回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $B\subset E^{*}\cross E$ を
$B^{-1}0\neq\emptyset$ を満たす極大単調作用素とする. $r>0$ に対して, $R_{r}=(I+rBJ)^{-1}$ とする. この
とき, 次の性質が成立する.

(1) $r>0$ に対して, $D(R_{r})=E$ ;
(2) $r>0$ に対して, $(BJ)^{-1}0=F(R_{r})$ ;
(3) $(BJ)^{-1}0$ は閉集合;
(4) $r>0$ に対して, $R_{\eta}$ : $Earrow E$ は準非拡大写像.

定理 5.2 ([10, 18]). $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $B\subset E^{*}\cross E$ を $B^{-1}0\neq\emptyset$

を満たす極大単調作用素とする. このとき, $(BJ)^{-1}0$ はサニー準非拡大レトラクトになる.
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補助定理 53([13]). $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $B\subset E^{*}\cross E$ を極大単
調作用素とする. $r>0$ に対して, $R_{r}=(I+rBJ)^{-1}$ とする. このとき, $R_{r}$ は $E$ から $E$ への

堅準非拡大型写像になる.

補助定理 53と定理 36の直接的な結果から次の極大単調作用素の零元の存在性に関する次
の結果を得ることができる.

系 54. $E$ を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, $B\subset E^{*}\cross E$ を極大単調作用素とす
る. $r>0$ に対して, $R_{\gamma}=(I+rBJ)^{-1}$ とする. このとき次の条件は同値になる.

(1) $B$ の零元の集合 $B^{-1}0$ は空でない;
(2) $E$ のある元 $x$ に対して, $\{R_{r}^{n}x\}$ は有界である.

また, 補助定理 53と定理 37の直接的な結果から次の極大単調作用素の零元集合に関する
次の結果を得ることができる.

系 55. $E$ を回帰的で滑らかなバナッハ空間とし, 共役空間 $E^{*}$ が $=$様 G\^ateaux微分可能なノル
ムを持つものとする. $B\subset E^{*}\cross E$ を極大単調作用素とする. $r>0$ に対して, 私 $=(I+rBJ)^{-1}$
とする. このとき $B$ の零元の集合 $B^{-1}0$ が空でなければ, $\check{F}$ (私) $=F(R_{r})=(BJ)^{-1}0$ が成立
する.

最後に, 助定理 53と定理 4.7の直接的な結果から次の極大単調作用素の零元への収束性に
関する次の結果を得ることができる.

系 56. $E$ を一様凸で一様に滑らかなバナッハ空間とし, $B\subset E^{*}\cross E$ を極大単調作用素とす
る. $r>0$ に対して, $R_{\eta}=(I+rBJ)^{-1}$ とする. このとき, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続で
あれば, 次の条件は同値になる.

(1) $B$ の零元の集合 $B^{-1}0$ は空でない;
(2) $E$ の任意の元 $x$ に対して, $\{R_{r}^{n}x\}$ は弱収束する.

このとき, 点列 $\{R_{r}^{n}x\}$ は $(BJ)^{-1}0$ の元 $p= \lim_{narrow\infty}RR_{\eta}^{n_{X}}$ へ弱収束する. ただし, $R$ は $E$

から $(BJ)^{-1}0$ の上へのサニー準非拡大射影である.
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