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概要

バナッハ空間における堅非拡大型の写像 ((P) 型, (Q) 型及び (R) 型の写像) に対

する基本性質, 不動点定理及び連続性定理を述べる. これらの非線形写像は, ヒルベ

ルト空間における堅非拡大写像 (firmly nonexpansive 写像) のバナッハ空間におけ
る一般化である.

1 はじめに

ヒルベルト空間における凸最小化問題 (より一般には, 極大単調作用素に対する零点問

題 $)$ は, 堅非拡大写像 (firmly nonexpansive 写像) [5] に対する不動点問題と捉えられる.

また, 堅非拡大写像のクラスはバナッハ空間においてより一般的に定義がなされている

[6]. バナッハ空間の場合, 堅非拡大写像に対する不動点問題は増大作用素に対する零点問

題と関連することがよく知られている [7].

文献 [2] において, バナッハ空間における三種類の非線形写像 $((P)$ 型, (Q) 型及び

(R) 型の写像) $)$ が導入された. これらは, バナッハ空間における凸最小化問題と関わり

の深い写像である. 特に, 空間がヒルベルト空間であれば, これらのクラスは堅非拡大

写像のクラスと一致する. また, (Q) 型の写像は, [18] において堅非拡大型写像 (firmly
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nonexpansive-type mapping) として定義されたものであり, このクラス $F$は Bregman 距
離 $D$ を用いて定義された D-firm operator [4] のクラスに含まれる.
本稿では, (P) 型, (Q) 型及び (R) 型の写像に対する基本性質, 不動点定理及び連続性
定理を述べる. 本論文の構成は以下の通りである. \S 2で基本概念の定義や用語の解説を
行う. \S 3では, ヒルベルト空間における堅非拡大写像と凸最小化問題の関連を述べる.
\S 4で, バナッハ空間における堅非拡大写像の基本性質を述べ, \S 5では, (P) 型, (Q) 型及
び (R) 型の写像の定義を述べるとともにそれらの基本性質をまとめる. \S 6において, (P)
型, (Q) 型及び (R) 型の写像に対する不動点定理及び連続性定理を述べる. \S 7では, 凸

最小化問題, 変分不等式問題及びミニ. マックス問題への応用を議論する.

2 準備

本稿で扱う線形空間は全て実線形空間とする. $\mathbb{R}$ で実数全体の集合を表す. $E$ をバナッ

ハ空間とするとき, $E^{*}$ でその双対空間を表す. $E$ と $E^{*}$ のノルムを $\Vert\cdot\Vert$ で表す. 空間
$E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x\in E$ に強収束すること及び弱収束することをそれぞれ $x_{n}arrow x$ 及び

$x_{n}arrow x$ で表す. $x\in E$ 及び $x^{*}\in E^{*}$ に対し, $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ で $x^{*}(x)$ を表す. $S(E)$ で $E$ の単
位球面 $\{x\in E:\Vert x\Vert=1\}$ を表す. $E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J:Earrow 2^{E^{*}}$ は

$Jx=\{x^{*}\in E^{*}:\langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$ $(\forall x\in E)$

で定義される.

バナッハ空間 $E$ が滑らかであるとは, 任意の $x,$ $y\in S(E)$ に対して, 極限

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$ (2.1)

が存在することを言う. $E$ のノルムが Fr\’echet 微分可能 (resp. 一様に $G\hat{a}$teaux 微分可
能 $)$ であるとは, 任意の $x\in S(E)$ に対して (resp. 任意の $y\in S(E)$ に対して), (2.1) が
$y\in S(E)$ に関して (resp. $x\in S(E)$ に関して) 一様収束することを言う. また, $E$ が一

様に滑らかであるとは, (2.1) が $x,$ $y\in S(E)$ に関して一様収束することを言う.
バナッハ空間 $E$ が狭義凸であるとは, $x,$ $y\in S(E)$ かつ $x\neq y$ ならば $\Vert(x+y)/2\Vert<1$

が成り立つことを言う. また, $E$ が一様凸であるとは, 任意の $\epsilon\in(0,2]$ に対してある
$\delta>0$ が存在して, $x,$ $y\in S(E)$ かつ $\Vert x-y\Vert\geq\epsilon$ ならば $\Vert(x+y)\prime 2\Vert\leq 1-\delta$ が成り立つこ
とを言う. さらに, $E$ が Kadec-Klee 条件を満たすとは, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x_{n}arrow x\in E$

及び $\Vert x_{n}\Vertarrow\Vert x\Vert$ を満たすとき, $x_{n}arrow x$ が成り立っことを言う.

バナッハ空間の幾何学及び以下の基本性質については, [8, 29, 30] を参照すると良い.
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補題 2.1. $E$ をバナッハ空間とするとき, 次が成り立っ.

(1) $E$ が回帰的であるとき, $E$ が滑らかであることは $E^{*}$ が狭義凸であることに同値で

ある.

(2) $E$ が滑らかであることは $J$ が一価写像であることに同値である. このとき, $J$ は

$E$ のノルム位相及び $E^{*}$ の弱 $*$位相に関して連続である.

(3) $E$ が滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間であるとき, $J$ は $E$ から $E^{*}$ への全単

射であり, $J^{-1}$ は $E^{*}$ から $E$ への双対写像と一致する.

(4) $E$ が一様凸であるとき, $E$ は狭義凸かつ回帰的であり, Kadec-Klee 条件を満たす.

(5) $E$ が一様に滑らかであることは $E^{*}$ が一様凸であることに同値である.

(6) $E$ が Frechet 微分可能なノルムを持っとき, $J$ はノルムの意味で連続である.

(7) $E$ が一様に G\^ateaux 微分可能なノルムを持つとき, $J$ は $E$ の任意の空でない有界

部分集合上で, $E$ のノルム位相及び $E^{*}$ の弱 $*$位相に関して一様連続である.

(8) $E$ が一様に滑らかであるとき, $J$ は $E$ の任意の空でない有界部分集合上で, ノル

ムの意味で一様連続である.

$E$ をバナッハ空間とし, $A:Earrow 2^{E}$ とするとき, $A$ のグラフ $G(A)$ , 定義域 $D(A)$ 及

び値域 $R(A)$ は次で定義される.

$G(A)=\{(x, x’)\in E\cross E:x’\in Ax\}$

$D(A)=\{x\in E:Ax\neq\emptyset\}$

$R(A)= \bigcup_{x\in D(A)}A$
記.

$A$ が増大作用素 (accretive operator) であるとは, 任意の $(x, x’),$ $(y, y’)\in G(A)$ に対し

て, ある $j\in J(x-y)$ が存在して, $\langle x’-y’,j\}\geq 0$ が成り立つことを言う. $A$ が $m$増大

作用素 (m-accretive operator) であるとは, $A$ が増大作用素であり, $R(I+rA)=E$ が
任意の $r>0$ に対して成り立っことを言う.

また, $B:Earrow 2^{E^{*}}$ とするとき, $B$ のグラフ $G(B)$ , 定義域 $D(B)$ 及び値域 $R(B)$ は

次で定義される.

$G(B)=\{(x, x^{*})\in E\cross E^{*}:x^{*}\in Bx\}$

$D(B)=\{x\in E:Bx\neq\emptyset\}$

$R(B)= \bigcup_{x\in D(B)}Bx$
.

$B$ が単調作用素 (monotone operator) であるとは, 任意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in G(B)$ に
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対して, $\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ が成り立っことを言う. $B$ が極大単調作用素 (maximal
monotone operator) であるとは, $B$ が単調作用素であり, $G(B)\subsetneqq G(B’)$ となる単調作
用素 $B’$ : $Earrow 2^{E^{*}}$ が存在しないことを言う.

$E$ がヒルベルト空間の場合, $E=E^{*}$ 及び $J=I$ ($E$ 上の恒等写像) が成り立っため,
増大性と単調性は一致する. また, $m$増大性と極大単調性が一致することも知られてい
る [30, 31].

$E$ をバナッハ空間とし, $f:Earrow(-\infty, \infty]$ とするとき, $f$ が proper であるとは,
$f(x)\in \mathbb{R}$ となる $x\in E$ が存在することを言う. また, $f$ が下半連続であるとは, 任意の
$r\in \mathbb{R}$ に対して, $\{x\in E:f(x)\leq r\}$ が $E$ の閉集合となることを言う. さらに, $f$ が凸
であるとは, 任意の $x,$ $y\in E$ と $t\in(0,1)$ に対して,

$f(tx+(1-t)y)\leq tf(x)+(1-t)f(y)$

が成り立っことを言う. $\arg\min_{y\in E}f(y)$ で集合 $\{x\in E :f(x)=\inf f(E)\}$ を表す.
Rockafellar の定理 $[$23, 24$]$ によって, $f$ が proper で下半連続な凸関数であるとき,

$\partial f(x)=\{x^{*}\in E^{*}:f(x)+\langle y-x, x^{*}\rangle\leq f(y) (\forall y\in E)\}$ $(\forall x\in E)$

で定義される $f$ の劣微分作用素 (subdifferential operator) $\partial f:Earrow 2^{E^{*}}$ は極大単調作
用素である. この場合, $(\partial f)^{-1}(0)=$ argmin$y\in Ef(y)$ が成り立っ. 非線形関数解析学及
び凸解析学に関しては [29-31] を参照すると良い.

$C$ をバナッハ空間 $E$ の空でない部分集合とし, $T:Carrow E$ とするとき, $F(T)$ で $T$ の

不動点全体の集合を表す. すなわち, $F(T)=\{x\in C:Tx=x\}$ である. また, $I$ で $C$

上の恒等写像を表す. 点 $u\in C$ が $T$ の漸近的不動点 (asymptotic fixed point) [22] であ
るとは, ある $C$ の点列 $\{z_{n}\}$ で $z_{n}arrow u$ かっ $z_{n}-Tz_{n}arrow 0$ を満たすものが存在すること
を言う. $\hat{F}(T)$ で $T$ の漸近的不動点全体の集合を表す. 本稿を通して, $\phi:E\cross Earrow \mathbb{R}$ で

$\phi(u, v)=\Vert u\Vert^{2}-2\langle u,$ $Jv\rangle+\Vert v\Vert^{2}$ $(\forall u, v\in E)$

により定義される関数を表す. また, $T$ が relatively nonexpansive 写像 [20, 21] である
とは, $F(T)=\hat{F}(T)\neq\emptyset$ かつ

$\phi(u, Tx)\leq\phi(u, x)$ $(\forall u\in F(T), x\in C)$

が成り立っことを言う. さらに, relatively nonexpansive 写像 $T$ が strongly relatively
nonexpansive $[$22] であるとは, $\{z_{n}\}$ が $C$ の有界列で, ある $u\in F(T)$ に対して

$\phi(u, z_{n})-\phi(u, Tz_{n})arrow 0$
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が成り立っとき, $\phi(Tz_{n}, z_{n})arrow 0$ となることを言う.

$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする.

また, $D$ を $E$ の空でない部分集合で $JD$ が $E^{*}$ の閉凸集合であるものとする. このとき,

$E$ から $C$ 上への距離射影 $P_{C}$ 及び $E$ から $C$ 上への generalized projection $\Pi_{C}[1,14]$ は

それぞれ次で定義される.

$P_{C}x= \arg\min_{y\in C}\Vert y-x\Vert$
$(\forall x\in E)$ , $\Pi_{C}x=\arg\min_{y\in C}\phi(y, x)$

$(\forall x\in E)$ .

また, $E$ から $D$ 上への sunny generalized nonexpansive retraction $R_{D}[11]$ は次を満た

す写像である.

$\bullet$ $R_{D}:Earrow D$ は上への写像で, $R_{D}^{2}=R_{D}$ を満たす.

$\bullet$ $\phi(R_{D}x, u)\leq\phi(x, u)$ $(\forall x\in E, u\in D)$ .
$\bullet$ $R_{D}(R_{D}x+t(x-R_{D}x))=R_{D}x$ $(\forall x\in E, t>0)$ .

このような写像 $R_{D}$ は, 存在すれば一意であることが知られている [11]. また, 上記の仮

定の下では, $R_{D}$ が存在して $R_{D}=J^{-1}\Pi_{JD}J$ が成り立つことも知られている [17].

3 ヒルベルト空間における堅非拡大写像

$E$ をヒルベルト空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分集合とする. このとき, 写像

$T:Carrow E$ が堅非拡大 (firmly nonexpansive) [5] であるとは,

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq$ $\langle$Tx–Ty, $x-y\rangle$ $(\forall x, y\in C)$

が成り立っことを言う. Schwarz の不等式により, 堅非拡大写像 $T:Carrow E$ は非拡大

(nonexpansive) である. つまり, $\Vert$ Tx–Ty$\Vert\leq\Vert x-y\Vert(\forall x, y\in C)$ が成り立つ.

また, $g:Earrow \mathbb{R}$ を連続な凸関数し, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, 次

の問題を考える.

(Pl) $g(u)= \min g(C)$ となる $u\in C$ を求めよ.

この問題に対し,

$f(x)=\{\begin{array}{ll}g(x) (x\in C)\infty (x\in E\backslash C)\end{array}$

により proper で下半連続な凸関数 $f:Earrow(-\infty, \infty]$ を定めると, 問題 (Pl) は次の問題
と等価である.
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(P2) $f(u)= \min f(E)$ となる $u\in E$ を求めよ.

ここで, 各 $x\in E$ に対して,

$h_{x}(y)=f(y)+ \frac{1}{2}\Vert y-x\Vert^{2}$ $(\forall y\in E)$

により proper で下半連続な凸関数 $h_{x}:Earrow(-\infty, \infty]$ を定めると, $h_{x}$ は $E$ 上でただ一

っの最小点を持っ. つまり,

$f(z_{x})+ \frac{1}{2}\Vert z_{x}-x\Vert^{2}=\min\{f(y)+\frac{1}{2}\Vert y-x\Vert^{2}:y\in E\}$

となる $z_{x}\in E$ がただーっ存在する. そこで, $Sx=z_{x}(\forall x\in E)$ によって写像 $S:Earrow E$

( $\partial f$ のリゾルベント) を定義することが出来る. 言い換えると,

$Sx= \arg\min_{y\in E}\{f(y)+\frac{1}{2}\Vert y-x\Vert^{2}\}=(I+\partial f)^{-1}x$ $(\forall x\in E)$

となる. この写像は堅非拡大であり,

$Su=u \Leftrightarrow f(u)=\min f(E)$

が成り立っ. よって, 問題 (Pl) (又は問題 (P2)) は堅非拡大写像 $S$ に対する不動点問題

である. 詳しくは, [31] を参照すると良い.

4 バナッハ空間における堅非拡大写像

$E$ をバナッハ空間とし, $J:Earrow E^{*}$ を双対写像とする. また, $C$ を $E$ の空でない部分

集合とし, $T:Carrow E$ とする. このとき, $T$ が堅非拡大写像 (firmly nonexpansive) [6]
であるとは,

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert r(x-y)+(1-r)(Tx-Ty)\Vert$ $(\forall r>0, x, y\in C)$

が成り立っことを言う. 堅非拡大写像については [7, 9, 10] を参照すると良い. 以下の補題

4.1によって, $T$ が堅非拡大であることは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して, ある $j\in J$(Tx-Ty)
が存在して,

{x--Tx--(y--Ty), $j\rangle\geq 0$

が成り立っことに同値である. よって, $E$ が滑らかな場合, $J$ は一価写像であるので, $T$

が堅非拡大であることは

$\{x$ – $Tx$ –($y$ – $Ty$ ), $J(Tx-Ty)\}\geq 0$ $(\forall x, y\in C)$ (4.1)
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と同値である.

補題 4.1 ([29, 30]). $E$ をバナッハ空間とし, $J:Earrow E^{*}$ を双対写像とする. また,

$u,$ $v\in E$ とする. このとき, 次は同値である.

(1) $\Vert u\Vert\leq\Vert u+rv\Vert$ $(\forall r>0)$ .
(2) $\langle v,$ $j\rangle\geq 0$ となる $i\in Ju$ が存在する.

また, [7] で述べられているように, 堅非拡大写像のクラスは増大作用素のリゾルベン

トのクラスと一致する.

補題 42. $E$ をバナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分集合とする. また, $T:Carrow E$

とする. このとき, 次は同値である.

(1) $T$ が堅非拡大である.

(2) ある増大作用素 $A:Earrow 2^{E}$ が存在して, $Tx=(I+A)^{-1}x(\forall x\in C)$ となる.

このとき, $F(T)=A^{-1}0$ が成り立っ.

5 バナッハ空間における (P) 型, (Q) 型及び (R) 型の写像

$E$ を滑らかなバナッハ空間とし, $J:Earrow E^{*}$ を双対写像とする. また, $C$ を $E$ の空で

ない部分集合とし, $T:Carrow E$ とする. このとき, 次の定義を与える [2].

$\bullet$ $T$ が (P) 型の写像 (mapping of type $(P)$ ) であるとは,

$\langle Tx$ – $Ty$ , $J(x-Tx)-J(y-Ty)\}\geq 0$ $(\forall x, y\in C)$

が成り立っことを言う.. $T$ が (Q) 型の写像 (mapping of type $(Q)$ ) であるとは,

{Tx--Ty, Jx–JTx–(Jy–JTy)} $\geq 0$ $(\forall x, y\in C)$

が成り立っことを言う. これは, 次と同値である.

$\phi(Tx, Ty)+\phi(Ty, Tx)+\phi(Tx, x)+\phi(Ty, y)$

$\leq\phi(Tx, y)+\phi(Ty, x)$ $(\forall x, y\in C)$ .

$\bullet$ $T$ が (R) 型の写像 (mapping of type $(R)$ ) であるとは,

$\langle$x–Tx–(y–Ty), $JTx-JTy\rangle\geq 0$ $(\forall x, y\in C)$
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が成り立っことを言う. これは, 次と同値である.

$\phi(Tx, Ty)+\phi(Ty, Tx)+\phi(x, Tx)+\phi(y, Ty)$

$\leq\phi(x, Ty)+\phi(y, Tx)$ $(\forall x, y\in C)$ .

補足 5.1. \S 1で述べたように, [18] において, (Q) 型の写像は堅非拡大型写像 (firmly
nonexpansive-type mapping) と呼ばれていた. この写像のクラスは, より一般の D-firm
operator [4] のクラスに含まれる. また, [12] において, (R) 型の写像は mapping of
firmly generalized nonexpansive type と呼ばれている.

これらの写像のクラスは, それぞれ, 単調作用素の三種類のリゾルベントのクラスと一
致する.

命題 52([2]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分
集合とする. また, $S:Carrow E$ とする. このとき, 次は同値である.

(1) $S$ が (P) 型である.

(2) ある単調作用素 $A:Earrow 2^{E^{*}}$ が存在して, $Sx=(I+J^{-1}A)^{-1_{X}}(\forall x\in C)$ が成り
立っ.

このとき, $F(S)=A^{-1}0$ が成り立っ.

命題 5.3 ([19]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部

分集合とする. また, $T:Carrow E$ とする. このとき, 次は同値である.

(1) $T$ が (Q) 型である.

(2) ある単調作用素 $A:Earrow 2^{E^{*}}$ が存在して, $Tx=(J+A)^{-1}Jx(\forall x\in C)$ が成り
立っ.

このとき, $F(T)=A^{-1}0$ が成り立っ.

命題 5.4 ([2]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分
集合とする. また, $U:Carrow E$ とする. このとき, 次は同値である.

(1) $U$ が (R) 型である.

(2) ある単調作用素 $A:E^{*}arrow 2^{E}$ が存在して, $Ux=(I+AJ)^{-1_{X}}(\forall x\in C)$ が成り
立っ.

このとき, $F(U)=(AI)^{-1}0$ が成り立っ.
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これら三つの写像には, 次の相互関係がある.

命題 55([2]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分

集合とする. また, $T:Carrow E$ とする. このとき, 次が成り立っ.

(1) $T$ が (P) 型であることは, $I-T:Carrow E$ が (R) 型であることに同値である.

(2) $T$ が (Q) 型であることは, $JTJ^{-1}:JCarrow E^{*}$ が (R) 型であることに同値である.

(3) $T$ が (R) 型であることは, $JTJ^{-1}:JCarrow E^{*}$ が (Q) 型であることに同値である.

また, 次の例も重要である. 詳しくは, [2] を参照すると良い.

例 56. $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合と

する. また, $D$ を $E$ の空でない部分集合で, $JD$ が $E^{*}$ の閉凸集合であるものとする. こ

のとき, 次が成り立っ.

(1) $E$ から $C$ 上への距離射影 $P_{C}:Earrow C$ は (P) 型であり, $F(P_{C})=C$ が成り立っ.

(2) $E$ から $C$ 上への generalized projection $\Pi_{C};Earrow C$ は (Q) 型であり, $F(\Pi_{C})=C$

が成り立っ.

(3) $E$ から $D$ 上への sunny generalized nonexpansive retraction $R_{D}:Earrow D$ は (R)
型であり, $F(R_{D})=D$ が成り立っ.

例 5.7. $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $f:Earrow(-\infty, \infty]$ を proper で
下半連続な凸関数とする. また, $g:E^{*}arrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関数とす
る. このとき, 次が成り立っ.

(1) $Sx= \arg\min_{y\in E}\{f(y)+\Vert y-x\Vert^{2}/2\}(\forall x\in E)$ で定義される写像 $S:Earrow E$

は (P) 型であり, $F(S)= \arg\min_{y\in E}f(y)$ が成り立っ.

(2) $Tx=$ argmin$y\in E\{f(y)+\phi(y, x)/2\}(\forall x\in E)$ で定義される写像 $T:Earrow E$ は

(Q) 型であり, $F(T)=$ argmin$y\in Ef(y)$ が成り立っ.

(3) $Ux=J^{-1}($argmin$y^{*}\in E^{*}\{g(y^{*})+(\Vert y^{*}\Vert^{2}-2\langle x,$ $y^{*}\rangle+\Vert x\Vert^{2})/2\})(\forall x\in E)$ で

定義される写像 $U:Earrow E$ は (R) 型であり, $F(U)=J^{-1}($argmin$y^{*}\in E^{*g(y^{*}))}$

が成り立っ.

(P) 型, (Q) 型及び (R) 型の写像に関して, 次が成り立っ.

補題 58([3]). $E$ を滑らかなバナソハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分集合とする. ま

た, $S:Carrow E$ を (P) 型の写像とする. このとき, 次が成り立つ.
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(1) $C$ が閉凸であれば, $F(S)$ も閉凸である.

(2) $F(S)=\hat{F}(S)$ .

(3) $t\in[0,1]$ とするとき, $tI+(1-t)S:Carrow E$ も (P) 型の写像である.

補題 5.9 ([18]). $E$ を一様に Gateaux 微分可能なノルムを持つ狭義凸バナッハ空間とし,
$C$ を $E$ の空でない部分集合とする. また, $T:Carrow E$ を (Q) 型の写像とする. このと

き, 次が成り立つ.

(1) $F(T)=\hat{F}(T)$ .
(2) $F(T)\neq\emptyset$ のとき, $T$ $|$ま strongly relatively nonexpansive 写像である.

補足 5.10. 補題 59において, $C$ が閉凸であれば $F(T)$ も閉凸となる [21].

補題 5.11 ([2]). $E$ を滑らかなバナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分集合とする.
また, $U:Carrow E$ を (R) 型の写像とする. このとき, 次が成り立っ.

(1) $C$ が閉凸であれば, $U^{-1}0$ も閉凸である.

(2) $\{x_{n}\}$ が $C$ の点列で, $x_{n}arrow p$ かっ $Ux_{n}arrow 0$ を満たすとき, $p\in U^{-1}0$ が成り立っ.

(3) $E$ が回帰的で $E^{*}$ が一様に G\^ateaux 微分可能なノルムを持つとする. $\{z_{n}\}$ が $C$

の点列で, $Jz_{n}arrow u^{*}\in JC$ かっ $Jz_{n}-JUz_{n}arrow 0$ を満たすとき, $J^{-1}u^{*}\in F(U)$

となる.

6 不動点定理と連続性定理

まず, (P) 型, $($ Q $)$ 型及び $($R$)$ 型の写像に対する不動点定理を述べる.

定理 61([2]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない有界

閉凸集合とする. また, $S:Carrow E$ を (P) 型の写像とし, $P_{C}:Earrow C$ を $C$ 上への距離
射影とする. このとき, $P_{C}S$ は不動点を持つ. 特に, $S(C)\subset C$ であれば, $S$ は不動点

を持っ.

定理 62([18]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉

凸集合とする. また, $T:Carrow C$ を (Q) 型の写像とする. このとき, $T$ が不動点を持つ

ことは, $\{T^{n}x\}$ が有界となるような $x\in C$ が存在することに同値である. 特に, $C$ が有

界であれば, $T$ は不動点を持っ.
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定理 62は, [28] における手法を参考にして証明した次の nonspreading 写像に対する

不動点定理の系である.

定理 63([19]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉

凸集合とする. また, $T:Carrow C$ を nonspreading 写像とする. すなわち,

$\phi(Tx, Ty)+\phi(Ty, Tx)\leq\phi(Tx, y)+\phi(Ty, x)$ $(\forall x, y\in C)$

が成り立っとする. このとき, $T$ が不動点を持つことは, $\{T^{n}x\}$ が有界となるような

$x\in C$ が存在することに同値である. 特に, $C$ が有界であれば, $T$ は不動点を持つ.

補題 55と定理 62の系として, 次の (R) 型の写像に対する不動点定理を得ることが出

来る.

定理 64 $([$2$])$ . $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分

集合で $JC$ が $E^{*}$ の閉凸集合であるものとする. また, $U:Carrow C$ を $($R$)$ 型の写像とす

る. このとき, $U$ が不動点を持つことは, $\{U^{n}x\}$ が有界となるような $x\in C$ が存在する

ことに同値である. 特に, $C$ が有界であれば, $U$ は不動点を持つ.

次に, (P) 型, (Q) 型及び (R) 型の写像に対する連続性定理を述べる.

定理 65([2]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分

集合とする. また, $S:Carrow E$ を (P) 型の写像とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) $C$ の任意の空でない有界集合 $X$ に対し, $S(X)$ は有界である.

(2) $\{x_{n}\}$ が $C$ の点列で $x_{n}arrow x\in C$ であるとき, $Sx_{n}arrow Sx,$ $J(x_{n}-Sx_{n})arrow$

$J$ (x–Sx) 及び $\Vert x_{n}-Sx_{n}\Vertarrow\Vert x-Sx\Vert$ となる.

(3) $J(I-S):Carrow E^{*}$ は単調で demicontinuous である. すなわち, $J(I-S)$ は単調
作用素であり, また, $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x_{n}arrow x\in C$ を満たすとき, $J(I-S)x_{n}arrow$

$J(I-S)x$ が成り立っ.

(4) $E$ が Kadec-Klee 条件を満たすとき, $S$ はノルムの意味で連続である.

(5) $E$ が一様凸であるとき, $S$ は $C$ の任意の空でない有界集合上でノルムの意味で一

様連続である.

(6) $E$ が一様に滑らかで一様凸であるとき, $J(I-S)$ は $C$ の任意の空でない有界集合

上でノルムの意味で一様連続である.

定理 66 $([$2$])$ . $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分

集合とする. また, $T:Carrow E$ を (Q) 型の写像とする. このとき, 次が成り立っ.
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(1) $C$ の任意の空でない有界集合 $X$ に対し, $T(X)$ は有界である.

(2) $E$ のノルムが Frechet 微分可能であり, $\{x_{n}\}$ が $C$ の点列で $x_{n}arrow x\in C$ を満た

すとき, $Tx_{n}arrow Tx,$ $JTx_{n}arrow JTx$ 及び $\Vert Tx_{n}\Vertarrow\Vert Tx\Vert$ が成り立っ.

(3) $E$ のノルムが Fre’chet 微分可能であり $E$ が Kadec-Klee 条件を満たすとき, $T$ は

ノルムの意味で連続である.

(4) $E$ が一様に滑らかで一様凸であるとき, $T$ は $C$ の任意の空でない有界集合上でノ
ルムの意味で一様連続である.

定理 6.7 ([2]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない部分
集合とする. また, $U:Carrow E$ を (R) 型の写像とする. このとき, 次が成り立っ.

(1) $C$ の任意の空でない有界集合 $X$ に対し, $U(X)$ は有界である.

(2) $\{x_{n}\}$ が $C$ の点列で $x_{n}arrow x\in C$ であるとき, $Ux_{n}arrow Ux,$ $JUx_{n}arrow JUx$ , 及び

$\Vert Ux_{n}\Vertarrow\Vert Ux\Vert$ が成り立っ.

(3) $JU:Carrow E^{*}$ は単調で demicontinuous である.

(4) $E$ が Kadec-Klee 条件を満たすとき, $U$ はノルムの意味で連続である.
(5) $E$ が一様凸であるとき, $U$ は $C$ の任意の空でない有界集合上でノルムの意味で一
様連続である.

(6) $E$ が一様に滑らかで一様凸であるとき, $JU$ は $C$ の任意の空でない有界集合上で
ノルムの意味で一様連続である.

7 応用

本節では, \S 6で得た (Q) 型の写像に対する不動点定理 (定理 62) をより具体的な問題
へ適用する. まず, 次の凸最小化問題への系を得ることが出来る.

系 7.1. $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $f:Earrow(-\infty, \infty]$ を proper で
下半連続な凸関数とする. また, $T:Earrow E$ を

$Tx= \arg\min_{y\in E}\{f(y)+\frac{1}{2}\phi(y, x)\}$ $(\forall x\in E)$

で定義する. このとき, $\arg\min_{y\in E}f(y)$ が空でないことは, $\{T^{n}x\}$ が有界となるような
$x\in C$ が存在することに同値である.

証明. 例 5.7より, 写像 $T:Earrow E$ は $($ Q $)$ 型の写像であり, $F(T)= \arg\min_{y\in E}f(y)$ が
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成り立っ. よって, 定理 62から結論を得る. 口

同様に, 変分不等式問題への系を得ることが出来る.

系 72. $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない有界閉凸

集合とする. また, $A:Carrow E^{*}$ を hemicontinuous な単調写像とする. このとき, ある

$u\in C$ が存在して, $\langle y-u,$ $Au\rangle\geq 0(\forall y\in C)$ が成り立っ.

証明. 写像 $A$ に対する $C$ 上の変分不等式問題の解集合を

VI$(C, A)=\{u\in C:\langle y-u, Au\}\geq 0$ $(\forall y\in C)\}$

で表す. 写像 $B:Earrow 2^{E^{*}}$ を

$Bx=\{$ $\emptyset(A+N_{C})(x)$ $(x\not\in C)(x\in C)$

により定義すると, $B$ は極大単調作用素であり, $B^{-1}0=VI(C, A)$ が成り立っ [26]
([13, 15, 27] においても同様の応用が議論されている). ただし, $N_{C}(x)$ は $C$ の $x\in C$ に

おける正規錐 (normal cone) である. すなわち,

$N_{C}(x)=\{x^{*}\in E^{*}:\langle y-x, x^{*}\}\leq 0$ $(\forall y\in C)\}$

である. そこで, $Tx=(J+B)^{-1}Jx(\forall x\in E)$ で $B$ のリゾルベントを定義すると, 補題

53より, $T:Earrow E$ は (Q) 型の写像であり, $F(T)=B^{-1}0=VI(C, A)$ が成り立っ.

また, $C$ が有界であり, $T(E)\subset C$ であるので, 任意の $x\in E$ に対して $\{T^{n}x\}$ は有界で

ある. よって, 定理 62から結論を得る. 口

最後に, ミニマックス問題への系を得る.

系 73. $E$ と $F$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ と $D$ をそれぞれ $E$ と

$F$ の空でない有界閉凸集合とする. また, $L:C\cross Darrow \mathbb{R}$ が次を満たすとする.

(1) 任意の $x\in C$ に対して, $y\mapsto L(x, y)$ が下半連続な凸関数である.

(2) 任意の $y\in D$ に対して, $x\mapsto L(x, y)$ が上半連続な凹関数である.

このとき,
max min $L(x, y)=$ min max $L(x, y)$
$x\in Cy\in D$ $y\in Dx\in C$

が成り立っ.
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証明. $E\cross F$ のノルムを

$\Vert(x, y)\Vert_{E\cross F}=\sqrt{\Vert x\Vert_{E}^{2}+\Vert y\Vert_{F}^{2}}$ $(\forall(x, y)\in E\cross F)$

で定義すると,
$(E\cross F, \Vert\cdot\Vert_{E\cross F})^{*}=(E^{*}\cross F^{*}, \Vert\cdot\Vert_{E^{*}\cross F^{*}})$

となる. ただし, $E^{*}\cross F^{*}$ のノルムは

$\Vert(x^{*}, y^{*})\Vert_{E^{*}\cross F^{*=}}\sqrt{\Vert x^{*}\Vert_{E^{*}}^{2}+\Vert y^{*}\Vert_{F^{*}}^{2}}$ $(\forall(x^{*}, y^{*})\in E^{*}\cross F^{*})$

で定義する. 仮定より, $E\cross F$ は回帰的であり, $E\cross F$ 及び $E^{*}\cross F^{*}$ が狭義凸となる.
よって, $E\cross F$ は滑らかでもある. さらに, 双対写像 $J:E\cross Farrow E^{*}\cross F^{*}$ は

$J(x, y)=(J_{E}x, J_{F}y)$ $(\forall(x, y)\in E\cross F)$

で与えられる. ここで, $J_{E}:Earrow E^{*}$ 及び $J_{F}:Farrow F^{*}$ は双対写像である. また,

$K:E\cross Farrow[-\infty, \infty]$ を

$K(x, y)=\{\begin{array}{l}L(x, y)\infty-\infty\end{array}$

により定義し, $A_{L}:E\cross Farrow 2^{E^{*}\cross F^{*}}$ を

$((x, y)\in C\cross D)$

$(x\in C, y\in F\backslash D)$

$(x\in E\backslash C)$

$A_{L}(x, y)=\{$ $\emptyset\partial(-K(\cdot, y))(x)\cross\partial K(x, \cdot)(y)$
$((x, y)\in C\cross D)$

$((x, y)\not\in C\cross D)$

により定義すると, $A_{L}$ は極大単調作用素となり, $A_{L}^{-1}(0,0)$ は $L$ の鞍点全体の集合 $S_{L}$

と一致する [25] (文献 [16, 31] も参照すると良い). ここで, $(x_{0}, y_{0})\in S_{L}$ は

$L(x, y_{0})\leq L(x_{0}, y_{0})\leq L(x_{0}, y)$ $(\forall(x, y)\in C\cross D)$

が成り立っことを意味する. そこで, $T(x, y)=(J+A_{L})^{-1}J(x, y)(\forall(x, y)\in E\cross F)$ $F$こ

より, $A_{L}$ のリゾルベントを定義することが出来る. 補題 53より, この写像 $T:E\cross Farrow$

$E\cross F$ は (Q) 型の写像であり, $F(T)=A_{L}^{-1}(0,0)=S_{L}$ が成り立っ. 仮定より, $C\cross D$ は

有界であり, $T(E\cross F)\subset C\cross D$ であるので, 任意の $(x,$ $y)\in E\cross F$ に対して, $\{T^{n}(x,$ $y)\}$

は有界である. よって, 定理 62により, $T$ の不動点すなわち $L$ の鞍点 $(x_{0}, y_{0})$ が存在す
る. $C$ と $D$ が弱コンパクト集合であり, $L$ が第一変数について弱上半連続かつ第二変数
について弱下半連続であることに注意して,

$L(x_{0}, y_{0})= \min_{y\in D}L(x_{0}, y)\leq\max_{x\in}\min_{Cy\in D}L(x, y)$
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$L(x_{0}, y_{0})= \max_{x\in C}L(x, y_{0})\geq\min_{y\in D}\max_{x\in C}L(x, y)$

を得る. これより,

$\max_{x\in c}\min_{y\in D}L(x, y)\geq\min_{y\in D}\max_{x\in C}L(x, y)$

が成り立っ. 逆の不等号が成立することは自明である. 以上より, 結論を得る. 口
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