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1. 序

$H$ を実 Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$ への写

像 $T$ が $C$ から $C$への非拡大であるとは任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$

をみたすときであり, $F(T)$ で集合 $\{x\in C:x=Tx\}$ を表す. 非線形写像の不動点

をみつける問題, すなわち, 不動点近似の問題については多くの数学者によって研究さ
れ, 幾つかの不動点をみつけるための点列近似法が研究されている. その結果として,
[1, 12, 13, 15, 17] など不動点への強および弱収束定理が多数示されている. そのような
中で Nakajo-Takahashi $[9|$ は数理計画法におけるハイブリッド法の考えを用いて, 以下
の通リ, 非拡大写像の不動点をみつけるための点列に関して研究し, 強収束定理を証明
した.

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert x_{n}-z\Vert\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}^{X}}, n=1,2, \ldots,\end{array}$ (1)

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である ([6, 11, 14] も参照). [2] で
は, この定理を可換な非拡大半群に対する強収束定理へ一般化した定理を示している.
一方, Nakajo-Takahashi [9] の考え, Halpern [5] の考えをもとにMartinez-Yanes and Xu
[7] は以下の点列を導入し, 強収束定理を示した:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C: \Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x, n=1,2, \ldots,\end{array}$ (2)
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ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である.
本報告では, Martinez-Yanes and Xu [7], Matsushita-Takahashi [8], Nakajo-Takahashi [9]

の考えを受けて, 不動点集合が空でないという仮定なしで, 非拡大写像に対して定義さ
れる点列 (2) の well-definedness について探究する. さらに, 共通不動点が存在するた
めの必要十分条件はその点列が有界であることも示す.

2. 準備

本論文では以後, $H$ は実 Hilbert 空間を表し, $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束する
ことを表し, また $\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す. $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞれ,
すべての実数からなる集合, すべての非負の実数からなる集合とする. さらに $\mathbb{N}$ はすべ
ての正整数からなる集合を表す.

$C$ は $H$ の閉凸部分集合とする. すると, 任意の $x\in H$ に対して,

$\Vert x-x_{0}\Vert=\min_{y\in C}\Vert x-y\Vert$

をみたす $C$ の元 $x_{0}$ が唯一存在する. このとき, $P_{C}x=x_{0}$ で定義される写像 $P_{C}$ は $H$ か
ら $C$ の上への距離射影という. $x$ は $H$ の元で $u$ は $C$ の元とする. このとき, $u=P_{C}x$

であることの必要十分条件は

.

$\langle u-y,$ $x-u\}\geq 0$ (3)
が任意の $y\in C$ に対して成立することである ([16] 参照).

3. HYBRID TYPE の点列について

Matsushita-Takahashi [8] は点列 (1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こついて研究し, 以下の通り $F(T)\neq\emptyset$ という仮
定なしでこの点列が well-defined であることを示した.

Theorem 3.1. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C$ へ

の非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ みたす実数列とする. $x_{1}=x$ を $C$

の任意の点とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert x_{n}-z\Vert\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}^{X}} (n\in \mathbb{N})\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined
である.

また, Matsushita-Takahashi [8] は点列 (1) $\iota$こついて研究し, 以下の通り $F(T)\neq\emptyset$ で

あるための必要十分条件を確立した.
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Theorem 3.2. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C$ へ

の非拡大写像とし, $\{\alpha_{n}\}$ $|$は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ と $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ . $\alpha_{n}\in[0,1]$ をみた
す実数列とする. $x_{1}=x$ を $C$ の任意の点として, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列
とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert x_{n}-z\Vert\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}^{X}} (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $F(T)\neq\emptyset$ であるこ
との必要十分条件は $\{x_{n}\}$ が有界であることである.

4. 非拡大写像に対して定義される点列と不動点の存在について

この節では, 第 2節の定理の考えを受けて, 点列 (2) について研究する. その結果とし
て, Martinez-Yanes and Xu [7], Matsushita-Takahashi [8], Nakajo-Takahashi [9] の考
えを用いて, 共通不動点集合が空でないという仮定なしで, 点列 (2) が well-definedness
であることを示す. さらに, 不動点が存在するための必要十分条件についても探求する
([4] 参照). まず, $F(T)\neq\emptyset$ の仮定なしで点列 (1) が well-defined であることを示す.

Theorem 4.1. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$上の非拡
大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列とする. $x_{1}=x$ を $C$ の任
意の元とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined で
ある.

次に, $F(T)\neq\emptyset$ であることの必要十分条件について記す.

Theorem 4.2. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ 上の非拡
大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり, $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列
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とする. $x_{1}=x$ を $C$ の任意の元とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},Q_{n}=\{z\in C: \langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $F(T)\neq\emptyset$ であるこ
との必要十分条件は $\{x_{n}\}$ が有界であることである.

同様にして以下の定理も示せる.

Theorem 4.3. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ 上の非拡
大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列とする. $x$ を $C$ の任意の
元とし, $C_{1}=C,$ $xi=P_{C_{1}}x$ とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x, (n\in \mathbb{N}),\end{array}$ (4)

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined である.

次に, (4) で定義される点列が有界であることは $F(T)\neq\emptyset$ であることの必要十分条
件であることを示す.

Theorem 4.4. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$上の非拡
大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり, $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列
とする. $x$ を $C$ の任意の元とし, $C_{1}=C,$ $x_{1}=P_{C_{1}}x$ とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義さ
れる点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ が有界であることの必
要十分条件は $F(T)\neq\emptyset$ である.

Theorem 4.1の系として次の結果を得る.

Theorem 4.5. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ 上の非拡
大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列とする. $x_{1}=x$ を $C$ の任
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意の元とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}C_{n}=\{z\in C:\Vert Tx_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}^{X}} (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined で
ある.

次に Theorem42の系として, $F(T)\neq\emptyset$ であることの必要十分条件について記す.

Theorem 4.6. $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ 上の非拡

大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり, $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列
とする. $x_{1}=x$ を $C$ の任意の元とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,C_{n}=\{z\in C:\Vert Tx_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}^{X}} (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $F(T)\neq\emptyset$ であるこ

との必要十分条件は $\{x_{n}\}$ が有界であることである.
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