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1 はじめに

射影空間 $PG(m, 2)$ 内の高次元双対超卵形 (dimensional dual hyperoval, DHO)
は C. Huybrechts と A. Pasini [6] により以下のように定義された.

定義 1 ($GF(q)$ 上の DHO). $m$-次元射影空間 $PG(m, q)$ における $d$-次元部分
空間の集合 $S$ が, $PG(m, q)$ における $d$-次元双対超卵形であるとは, 以下の
ことが成り立つことである:
(1) $S$ に属するどの 2個の $d$-部分空間も 1点で交わり,
(2) $S$ に属するどの異なる 3個の $d$-部分空間も共通点を持たず,
(3) $S$ に属する $d$-部分空間達は $PG(m, q)$ を生成し,
(4) $S$ は $q^{d}+q^{d-1}+\cdots+q+2$ 個の $d$-部分空間から成る.

本稿では $GF(2)$ 上の高次元双対超卵形のみを考察するが, $q>2$ の場合
の双対超卵形も同様に研究されている. 有名なものとしては, $M_{22}$ が作用
する $PG(5,4)$ における 2次元双対超卵形の例がある. (たとえば [7] 参照.)
$GF(2)$ 上の $d$-次元の双対超卵形が生成する射影空間の次元 $n$ については,
$2d\leq n\leq d(d+3)/2+2$ が示されている [14] が, 本当は $2d\leq n\leq d(d+3)/2$

であろうと予想されている. その最大の次元と考えられる $PG(d(d+3)/2,2)$
には, 現在
(1) Huybrechts’ DHO [5],
(2) Buratti-Del Fra’s DHO [1],[3],
(3) Veronesean DHO [11], [14],
(4) Veronesean DHO の変形 [9],
の 4種類の (同型でない) 双対超卵形が構成されている.
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さて, 吉荒は (1 ) の Huybrechts’ DHO の quotient である高次元双対超卵
形 (DHO) を, Quadratic な APN 関数を用いて構成した. (quotient または
cover の定義については A. Psini [8], 8.2および 8.3をご覧下さい.) 本稿では
(2) の Buratti-Del Fra’s DHO の quotient である高次元双対超卵形 (DHO)
を, Quadratic な APN 関数を用いて構成することを考える.

定義 2 (APN 関数). $GF(2)$ 上のベクトル空間 $H$ から $W$ への写像 $f$ が APN
(almost perfect nonlinear) であるとは, $H$ の (すべての)O と異なる元 $a$ およ
び $W$ の (すべての) 元 $b$ に対し $|\{x\in H|f(x+a)+f(x)=b\}|\leq 2$ が成り立
つこととする.

APN 関数は, DES 暗号の S-Box の設計との関係で研究されており, 近年
(2005年頃から) 非常に研究が進展している. (APN function, Cryptography
で検索すると多くの論文が出てくる)

定義 3(Quadratic な関数). $GF(2)$ 上のベクトル空間 $H$ から $W$への写像 $f$ は,
$B_{f}(x, y)$ $:=f(x+y)+f(x)+f(y)+f(0)$が双一次形式であるとき, Quadratic
であるという.

Quadratic な APN 関数 $f$ から構成される高次元双対超卵形 $S_{f}$ は次のように
定義される. ([12], [13] 参照.)

例 (吉荒による APN DHO $S_{f}$ ). $H$ を $d+1$ 次元ベクトル空間とし, $R=$

$\langle B_{f}(x, y)|x,$ $y\in H\rangle$ とする. このとき, $s\in H$ に対して

$X(s):=\{(x, B_{f}(x, s))|x\in H\backslash \{s\}\}\subset PG(H\oplus R)$

は $d$ -次元部分空間であり $S_{f}=\{X(s)|s\in H\}$ は $PG(H\oplus R)$ における d-
次元双対超卵形となる.

この $S_{f}$ は, Huybrechts’ DHO の quotient であることが分かっている.
本稿では $d\geq 4$ の場合, $GF(2^{d})$ 上の Quadratic な APN関数 $f$ から、Buratti-
Del Fra’s DHO の quotient である高次元双対超卵形 $D_{f}$ を $3d$-次元射影空間
$PG(3d, 2)$ 内に構成する方法を説明する. さらに次の定理の証明を説明する.

定理 1. $d\geq 4$ とし, $f$ と $g$ を $GF(2^{d})$ 上の Quadratic な $APN$関数とする. も
し $d$ -次元双対超卵形 $D_{f}$ と $D_{g}$ が同型であるならば, $f$ と $g$ は拡大アファイン
同値である.

なお, 本稿中には, 十分詳しい証明を与えることが出来ない場合があります,
もし十分詳しい証明が必要な場合にはご連絡を下さい.

定義 4. $f$ と $g$ が拡大アファイン同値であるとは, アフィン同型写像 $A_{1},$ $A_{2}$

とアファイン写像 $A$ が存在して $f=A_{1}\circ g\circ A_{2}+A$ と表せることである.
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2 Buratti-Del Fra型の双対超卵形の構成
$H$ を $d+1$ 次元ベクトル空間とし, $R=\langle B_{f}(x, y)|x,$ $y\in H\rangle$ とする. 以下の
ことが簡単に分かる.

命題 1. $s,$ $t\in H$ に対して $b(s, t)\in H\oplus R$ を次を満たすように定める.
$(b1)b(s, s)=(0,0)$ ,
$(b2)b(s, t)=b(t, s)$ ,
$(b3)b(s, t)\neq(O, 0)$ if $s\neq t$ ,
$(b4)b(s, t)=b(s’, t’)$ if and only if $\{s, t\}=\{s’, t’\}$ in case $s\neq t$ or $s’\neq t’$ ,
$(b5)\{b(s, t)|t\in H\}$ is a vector space over $GF(2)_{f}$ and
$(b6)\{b(s, t)|s, t\in H\}$ generate $H\oplus R$ .

このとき, $X(s):=\{b(s, t)|t\in H\backslash \{s\}\}\subset PG(H\oplus R)$ は $d$ -次元部分空間
であり $S=\{X(s)|s\in H\}$ は $PG(H\oplus R)$ における $d$ -次元双対超卵形と
なる.

定義 5. $\{e_{0}, e_{1}, e_{2}, \ldots, e_{d}\}$ を $H$ の基底とする. $x=e_{i_{1}}+\cdots+e_{i_{l}}$ に対して

SuPP$(x)$ $:=\{e_{i_{1}}, \ldots, e_{i_{l}}\}\subset\{e_{0}, e_{1}, e_{2}, . . . , e_{d}\}$ とし, また SuPP(0) $:=\emptyset$ と定
める. さらに $J(x)$ を次のように定める.

$\{\begin{array}{l}|Supp(x)| \text{が奇数の場合}, J(x):=Supp(x)|Supp(x)| \text{が偶数の場合}, J(x):=\{0\}\cup Supp(x)\end{array}$

$V$ を $\{e_{1}, e_{2}, \ldots, e_{d}\}$ で生成された $H$ の部分ベクトル空間とし,

$H \ni x=\sum_{i=0}^{d}\alpha_{i}e_{i}\mapsto\overline{x}=\sum_{i=1}^{d}\alpha_{i}e_{i}\in V$

とする. $(i=0,$
$\ldots,$

$d$ に対し $\alpha_{i}\in GF(2)$ である. $)$ $\xi$ を $V$上定義された $V\backslash \{0\}$

の特性関数とし, $s,$ $t\in H$ に対して

$x_{s,t}:= \xi(\overline{s}+t\gamma+\sum_{w\in J(t\gamma}\xi(\overline{s}+w)\in GF(2)$

と定める.

これで, Buratti-Del Fra 型高次元双対超卵形 $D_{f}$ が以下のように定義できる.
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例 (Buratti-Del Fra 型 DHO $D_{f}$ ) . $f$ を $H$ 上の Quadratic な $APN$関数とす
る. $H\oplus R$ において $b(s, t)$ を次のように定義する.

$b(s, t)$ $:=$ $(s+t, B_{f}(s, t))$ (1)
$+$

$x_{\overline{s},\overline{t}} \sum_{w\in J(\overline{s})}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))+\sum_{w\in J(t\gamma}x_{w,\overline{s}}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))$
.

このとき $b(s, t)$ は条件 $(bl),$ $(b2),$ $(b5),$ $(b6)$ を満たす. さらに, 次の和公式
も満たすことが確かめられる.

$b(s, t_{1})+b(s, t_{2})=b(s, s+t_{1}+t_{2}+\alpha\{s, t_{1}, t_{2}\}e_{0})$ ,

ただし $\alpha\{s, t_{1}, t_{2}\}:=\xi(\overline{s}+t_{1}^{-})+\xi(\overline{s}+t_{2}^{-})+\xi(t_{1}^{-}+t_{2}^{-})\in GF(2)$ とする.
$l$ を十分大な整数とし, $e_{0}\in GF(2^{dl})$ を, $GF(2^{d})$ 上 $e_{0}$ が $GF(2^{dl})$ を体とし
て生成するように選んでおく. $GF(2^{d})$ の基底 $\{e_{1}, e_{2}, \ldots, e_{d}\}$ も固定してお
く. $GF(2^{dl})\oplus GF(2^{dl})$ 内でベクトル空間 $U$ を次のように定義する.

$U:=\{(s+t, B_{f}(s, t))|s, t\in GF(2^{d})\}$ .

同様ベクトル空間 $W$ も次のように定義する :
$W:=\langle(e_{0},0),$ $(e_{0}, B_{f}(e_{0}, e_{1})),$ $(e_{0}, B_{f}(e_{0}, e_{2})),$

$\ldots,$
$(e_{0}, B_{f}(e_{0}, e_{d}))\}$ .

このとき $U=GF(2^{d})\oplus GF(2^{d})$ であり, $s,$ $t\in GF(2^{d})$ のとき, $b(s, t):=$
$(s+t, B_{f}(s, t))$達は $PG(U)$ における吉荒による APN DHO $S_{f}$ を生成すること
に注意する. さらに, $e_{0}$ の取り方により $(e_{0},0),$ $(e_{0}, B_{f}(e_{0}, e_{1})),$ $(e_{0}, B_{f}(e_{0}, e_{2}))$ ,
. . ., (eo, $B_{f}$ (eo, $e_{d}$ )) は, 一次独立であるので, $W$ は $(d+1)$-次元ベクトル空間
である.

補題 1. $H:=\langle GF(2^{d}),$ $e_{0}\}\subset GF(2^{dl})$ とする. このとき以下が成り立つ.
(1) $U\cap W=\{(0,0)\}$ ,
(2) $H\oplus R=U\oplus W$ ,
(3) $f$ は $H$ 上の Quadmtic $APN$ 関数と見なせる.

たとえば, 以下のことから $b(s+e_{0}, t)\in U\oplus W$ がわかる.

$b(s+e_{0}, t)$ $=$ $(s+t, B_{f}(s, t))+(e_{0}, B_{f}(e_{0}, t))$

$+$
$x_{\overline{s},\overline{t}} \sum_{w\in J(\overline{s})}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))+\sum_{w\in J(t\gamma}x_{w,\overline{s}}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))$

$=$
$(s+t, B_{f}(s, t))+ \sum_{w\in J(t]}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))$

$+$
$x_{\overline{s}_{1}\overline{t}} \sum_{w\in J(\overline{s})}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))+\sum_{w\in J(t\gamma}x_{w,\overline{s}}(e_{0}, B_{f}(e_{0}, w))$

.
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同様 $b(s, t)\in U\oplus W,$ $b(s, t+e_{0})\in U\oplus W,$ $b(s+e_{0}, t+eo)\in U\oplus W$ が
成り立つので, $s,$ $t\in H$ に対して $b(s, t)$ 達が生成する空間 $H\oplus R$ が $U\oplus W$

と等しいことが分かる. 次に, 射影 $\pi$ : $U\oplus Warrow U$ の像について考察する.
$s,$ $t\in GF(2^{d})$ に対して $\overline{b}(s, t):=(s+t, B_{f}(s, t))$ と定めると, $s,$ $t\in H$ に対し
て $\pi(b(s, t))=\overline{b}(\overline{s}$ ,のとなるので以下のことが分かる.

$\pi$ : $U\oplus W\ni b(s, t)\mapsto\overline{b}(\overline{s},$ $t\gamma\in U$ .

$s\in GF(2^{d})$ に対して $\overline{X}_{f}(s):=\{\overline{b}(s, t)|t\in GF(2^{d})\backslash \{s\}\}\subset U\backslash \{(0,0)\}$ とし,
$\overline{S}_{f}$ を以下のように定める.

$\overline{S}_{f}:=\{\overline{X}_{f}(s)|s\in GF(2^{d})\}$ .

$\overline{S}_{f}$ は吉荒による (APN 関数 $f$ を用いた) $(d-1)$-次元 APN DHO である. $\overline{S}_{f}$

が双対超卵形であることを利用して, (つまり (b3) および (b4) は $\overline{S}_{f}$ について

は成立しているので) Buratti-Del Fra型の DHO $D_{f}$ についても (b3) およ
び (b4) が成り立つことが証明できる. その結果, $PG(U\oplus W)=PG(3d, 2)$

の中に $d$-次元 Buratti-Del Fra型の DHO $D_{f}$ が構成出来ることが分かった.
なお, $D_{f}$ は吉荒による DHO $S_{f}$ とは (和公式が異なるので) 同型ではない.

3 Buratti-Del Fra型のDHOの同型問題について
$f$ および $g$ を $GF(2^{d})$ 上の Quadratic APN 関数とする. $f,$ $g$ に対して
$e_{0}$ および $e_{0}’,$ $GF(2^{d})$ の基底を $e_{1},$ $\ldots,$

$e_{d}$ および $e_{1}’,$

$\ldots,$
$e_{\acute{d}}$ と定める. $H:=$

$\langle GF(2^{d}),$ $e_{0}\rangle$ および $H’:=\langle GF(2^{d}),$ $e_{0}\rangle$

’ とする. また

$W_{f}$ : $=$ $\langle(e_{0},0),$ $(e_{0},$ $B_{f}(e_{0},$ $e_{1})),$ $(e_{0},$ $B_{f}(e_{0},$ $e_{2})),$
$\ldots,$

$(e_{0},$ $B_{f}(e_{0},$ $e_{d}))\rangle$ ,
$W_{g}$ : $=$ $\langle(e_{0},$$0)’,$ $(e_{0},$ $B_{g}(e_{0},$$e_{1}’))\prime\prime,$ $(e_{0},$ $B_{g}(e_{0},$$e_{2}))\prime\prime\prime,$

$\ldots,$
$(e_{0},$ $B_{g}(e_{0},$$e_{d}))\}\prime\prime\prime$ .

$D_{f}$ を $PG(U\oplus W_{f})$ における Buratti-Del Fra 型 DHO, $D_{g}$ を $PG(U\oplus W_{g})$

における Buratti-Del Fra 型 DHO とする. また, $X_{f}(t)$ $:=\{b_{f}(s, t)|t\in H\}$ ,
$X_{g}(t):=\{b_{g}(s, t)|t\in H’\}$ とする. さて, $\Phi$ : $PG(U\oplus W_{f})arrow PG(U\oplus W_{g})$ に

より $D_{f}=\{X_{f}(t)|t\in H\}$ から $D_{g}=\{X_{g}(t)|t\in H’\}$ への同型写像が導かれ
ると仮定する. このとき, 1対 1写像 $\rho:Harrow H’$ があって $\Phi(X_{f}(t))=X_{g}(\rho(t))$

と表せる. ここで, 高次元双対超卵形の性質より, $s,$ $t_{1},$ $t_{2}\in H$ に対して以下
が成り立つことが分かる.

$\rho(s+t_{1}+t_{2}+\alpha\{s, t_{1}, t_{2}\}e_{0})$

$=\rho(s)+\rho(t_{1})+\rho(t_{2})+\alpha\{\rho(s), \rho(t_{1}), \rho(t_{2})\}e_{0}’$ .
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そうすると, $\rho$ は線形写像 $A:Harrow H’$ で $A(e_{0})=e_{0}$’を満たすものを用いて,
$\rho(x)=A(x)+h$ と表せることが証明できる. ([3] の Proposition 10参照.) そ
うすると

$\Phi((e_{0}, B_{f}(e_{0}, w)))$

$=$ $\Phi(b_{f}(0, w))+\Phi(b_{f}(e_{0}, w))$

$=$ $b_{g}(\rho(0), \rho(w))+b_{g}(\rho(e_{0}), \rho(w))$

$=$ $b_{g}(h, A(w)+h)+b_{g}(e_{0}^{J}+h, A(w)+h)$

$=$ $(h+(A(w)+h), B_{g}(h, A(w)+h))+\cdots$

$+$ $((e_{0}’+h)+(A(w)+h), B_{g}(e_{0}’+h, A(w)+h))+\cdots$

$=$ $(e_{0}, B_{g}(e_{0}, A(w)+h))+\prime\prime\cdots$

$=$
$w \in J(\frac{\sum}{A(w)+h})^{(e_{0},B_{g}(e_{0},w))+}\prime\prime\ldots$

.

より $\Phi(W_{f})\subset W_{g}$ が分かる. よって次の写像が導かれる.

$\overline{\Phi}$ : $U\cong(U\oplus W_{f})/W_{f}arrow(U\oplus W_{g})/W_{g}\cong U$.

この写像 $\overline{\Phi}$ により, $PG(U)$ における, 吉荒による APN DHO 達 $\overline{S}_{f}$ と $\overline{S}_{g}$

の同型が導かれる. さらに, $\overline{S}_{f}$ が $\overline{S}_{g}$ と同型ということより, $f$ と $g$ が拡大
アフィン同値ということが分かる. ([4] の Theorem 1を見よ.) 以上のこと
より, 次の定理が証明された.
定理 1 $d\geq 4$ とし, $f$ と $g$ を $GF(2^{d})$ 上の Quadratic な $APN$関数とする. も
し $d$ -次元双対超卵形 $D_{f}$ と $D_{g}$ が同型であるならば, $f$ と $g$ は拡大アファイン
同値である.
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