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1 Introduction

このノートでは Frobenius-Schur indicator の一般化を考える. Frobenius-Schur indicator は有
限群 $G$ の既約指標 $\chi$ に対して

$\nu(\chi)=\frac{1}{|G|}\sum_{g\in G}\chi(g^{2})$

で定義される.

Theorem 1.1. (Frobenius-Schur の定理 [2])

1, ( $\chi=\overline{\chi}$ かつ $\chi$ を与える表現は実数体上実現可能)

$\nu(\chi)=$ $\{$ $-1$ , ( $\chi=\overline{\chi}$ かつ $\chi$ を与える表現は実数体上実現不可能)

$0$ , $(_{\chi}\neq\overline{\chi})$

これは後に川中と松山によって一般化され [3], 最近では Burnp-Ginzburg による結果が重要で

ある [1]. ここでは, Frobenius-Schur indicator をある群とその部分群のペアを用いて一般化し,

さまざまな性質を調べることにする.

2 Generalized Frobenius-Schur Indicator

$G$を有限群とする (ただし, この節の議論はコンパクト群でも大丈夫). $\tau^{r}=1$ を満たす $\tau\in$ Aut$G$

の自己同型を一つ固定する (位数が $r$ でなくても良い). $C_{r}=\langle a^{j}|a^{r}=1\rangle$ を $r$ 次の巡回群とし
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て, $G$ と $C_{r}$ との半直積群 $G_{\tau}(r)=\{(g)a^{j})|g\in G, a^{j}\in C_{r}\}$ を

$(g,a^{j})(h, a^{k})=(g\tau^{j}(h), a^{j+k})$

で定義する. ここでは次の命題が成り立つ.

Proposition 2.1. $G_{\tau}(r)$ は $GlC_{r}$ に埋め込み可能.

Proof. 写像 $\iota$ : $G_{\tau}(r)arrow G$ ? $C_{r}$ を

$\iota:(g, a^{j})\mapsto(g, \tau(g), \tau^{2}(g), \cdots, \tau^{r-1}(g):a^{j})$

とすればよい. 口

この命題を踏まえて, 以下では $\iota(G_{\tau}(r))$ を単に $G_{\tau}(r)$ と書く事にする. $\zeta_{r}=\exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}}{r})$ と概

こう. $G$ の (既約でなくても良い) 表現 $(\rho, V_{\rho})$ と $C_{r}$ の既約表現 $\varphi_{k}$ : $a\mapsto\zeta^{k}$ に対して

$V_{\rho}(r, k)=V_{\rho}^{\otimes}\otimes\varphi_{k}$

として, ここへの $GlC_{r}$ の作用を

$(g_{1}, \cdots,g_{r}:a)v_{i_{1}}\otimes v_{i_{2}}\otimes\cdots\otimes v_{i_{r}}\otimes v^{k}=\zeta_{r}^{k}v_{i_{r}}\otimes v_{i_{1}}\otimes v_{i_{2}}\otimes\cdots\otimes v_{i_{r-1}}\otimes v^{k}$

で定めると $V(r, k)$ は $GlC_{r}$ 加群になる. $\eta$ を $G_{\tau}(r)$ の一つの (既約) 表現とする. そして

$m(\rho, k, \eta)=\langle V_{\rho}(r, k),$ $\eta\rangle_{G_{\tau}(r)}$

と置く (intertwining number なので非負整数な事に注意) いま, $r$ と $i$ の最大公約数を $d_{j}$ と書

く事にする. そして generalized Frobenius-Schur indicator を

$\nu_{\tau^{j}}^{\eta}(\chi)=\frac{1}{|G|}\sum_{g\in G}\prod_{\ell=0}^{d_{J^{-1}}}\chi_{\rho}(\tau^{\ell}(g\tau^{r-j}(g)\tau^{2(r-j)}(g)\cdots\tau^{(r’ d_{j}-1)(r-j)}(g))\overline{\tau)(g,a^{j})}$

で定義する (
$\chi_{\rho}$ は $\rho$ の指標である). これを用いて次のことが言える.

Theorem 2.2.

$m( \rho, k, \eta)=\frac{1}{r}\sum_{j=0}^{r-1}\nu_{\tau^{j}}^{\eta}(\chi)\zeta_{r}^{jk}$

この定理の反転公式は次で与えられる.

Theorem 2.3.

$\nu_{\tau^{j}}^{\eta}(\chi)=\sum_{k=0}^{r-1}m(\rho, k, \eta)\zeta_{k}^{-jk}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}[\zeta]$

Remark 2.4. この方向の一般化は文献 [1] と同じ方向である. ただし, 我々の特徴は群のペァ

$(G1C_{r}, G_{\tau}(r))$ を考える事であり, それにより上記定理のような表現論的な意味付けが容易にで

きた.
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3 応用その 1;Kawanaka-Matsuyamaによる一般化再訪

この節では $\xi$ を $\xi(g)=\xi(\tau(g))$ を満たす $G$ の一次表現とし, 前節の $\eta$ を $\eta(g, a^{j})=\xi(g)$ に取る.

$\rho$ を既約, $r=2$ として前節の定理を書き下すと,

$\{\begin{array}{l}\nu_{\tau^{0}}(\chi_{\rho}) =\frac{1}{|G|}\sum_{g\in G}\chi_{\rho}(g)\chi_{\rho}(\tau(g))\overline{\xi(g)}=m(\rho, 0,\xi)+m(\rho, 1,\xi)\nu_{\tau^{1}}(\chi_{\rho}) =\cap^{1}\sum_{g\in G}\chi_{\rho}(g\tau(g))\overline{\xi(g)}=m(\rho,0,\xi)-m(\rho, 1,\xi)\end{array}$

であるが, 上の式は指標の直交性を用いて

$\nu_{\tau^{0}}(\chi_{\rho})=m(\rho, 0,\xi)+m(\rho, 1,\xi)=\{\begin{array}{l}1, \chi_{\rho}=\xi\otimes^{\overline{\tau}}\chi_{\rho}0, \chi_{\rho}\neq\xi\otimes^{\overline{\tau}}\chi_{\rho}\end{array}$

したがって, $m(\rho, k, \xi)$ の非負性から次が言える.

Theorem 3.1.

$\nu_{\tau^{1}}(\chi_{\rho})=\frac{1}{|G|}\sum_{g\in G}\chi_{\rho}(g\tau(g))\overline{\xi(g)}=\{\begin{array}{ll}1, (rn(\rho, 0, \xi)=1)-1, (m(\rho, 1, \xi)=1)0, (rn(\rho, 0, \xi)=m(\rho, 1, \xi)=0).\end{array}$

Remark 3.2. 上の定理で $\xi$ を恒等表現に取れば, 川中と松山の結果である [3] また, $\tau$ を自明な

ものにした場合は文献 [5] で筆者により示された.

4 応用その 2: 共役類と既約表現の個数の間の関係

この節でも $\xi$ を $\xi(g)=\xi(\tau(g))$ を満たす $G$ の一次表現とし, 前節の $\eta$ を $\eta(g, a^{j})=\xi(g)$ に取る,

さらに $r=2$ とする.

この組, $(GlC_{2}, G_{\tau}(2), \xi)$ はゲルファントの三つ組み ( $\xi_{G_{\tau}(2)}^{GlC_{2}}$ が無重複) である. この三つ組み

から作られるヘッケ環の表現から来る基底と両側剰余類から来る基底を比較すると, つぎの定理

を得る.

Theorem 4.1. Conj $G$ を $G$ の共役類, $IrrG$ を $G$ の既約指標の全体とする.

$\#\{\chi\in IrrG|\chi=\overline{\tau\chi}\otimes\xi\}=\#\{c\in$ Conj $G|c=\tau_{C^{-1}\}-\#\{C}\in ConjG|c=^{\tau}c^{-1},$ $\xi(c)=-1\}$

ここで, $c\in$ ConjG に対して, $\tau_{C}=\{\tau(g)|g\in c\}$ , および, $c^{-1}=\{g^{-1}|g\in c\}$

Remark 4.2. 上の定理はブラウアーの置換補題の最も簡単な場合の帰結である「リアルな既約

指標の個数とリアルな共役類の個数が等しい」 と言う事の一般化になっている $(\tau$ と $\xi$ を自明なも

のとせよ).
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5 応用その 3: 群上の数え上げ

ここでも, $\xi$ は $\tau$-不変とする. (この仮定によって以下全ての場合で $g^{2}$ を $g\tau(g)$ に読み替えても

大丈夫である.) $\tau$ が自明ならば,

$\frac{1}{|G|}\sum_{\chi}\nu_{\tau^{r-1}}^{1}(\chi)\chi(g)$

は $x^{r}=g$ を満たす $x\in G$ の個数を表すことはよく知られている. これを我々の一般化でやるとど

うなるであろうか ? ここでは取りあえず $r=2$ として考える.

各共役類 $c$ に対して (存在するならば,) $y_{c}$ を $y_{c}^{2}\in c$ と定め $g\in c$ に対して $\phi_{\xi}(g)=\xi(y_{c})$ とす

る, ただし, そのような $y_{c}$ が無い時は $\phi_{\xi}(x)=0$ とする. すると, 定義より $\phi_{\xi}$ は $(_{r}^{\urcorner}$ 上の類関数

になる. 一方,

$\theta_{\xi}(x)=\#\{y\in G|y^{2}=x,\xi(y)=\phi_{\xi}(x)\}-\#\{y\in G|y^{2}=x,\xi(y)=-\phi_{\xi}(.r)\}$

と置く. そして

$\tilde{\theta}_{\xi}(x)=\phi_{\xi}(x)\theta_{\xi}(x)$

とする.

Proposition 5.1. $\tilde{\theta}_{\xi}$ は $G$ 上の類関数である.

Proof.
$\Theta_{\xi}^{\pm}(x)=\{y\in G|y^{2}=x,\xi(y)=\pm\phi_{\xi}(x)\}$

としよう (複号同順). それぞれ $y\mapsto gyg^{-1}$ としてやれば, これは全単射である. 従って $\theta_{\xi}$ は類

関数. また, 先に見たように $\phi_{\xi}$ も類関数なのでこれらの積も類関数である. 口

Theorem 5.2.

$\tilde{\theta}_{\xi}(x)=\sum_{\chi\in IrrG}\nu_{\tau^{1}}^{\xi}(\chi)\chi(x)$

Proof. $\tilde{\theta}_{\xi}$ は類関数なので,

$\tilde{\theta}_{\xi}(x)=\sum_{\chi\in IrrG}a_{\chi}\chi$

と書く, このとき, 直交関係より,

$a_{\chi}= \frac{1}{|G|}\sum_{x\in G}\tilde{\theta}_{\xi}(x)\overline{\chi(x)}$ (1)

である. さて, 次のような計算をしてみよう

$\sum_{y\in G,y^{2}=x}\xi(y)\chi(y^{2})=\phi_{\xi}(x)(\sum_{\xi(y)=\phi_{\zeta}(x)}1-\sum_{\xi(y)=-\phi_{\xi}(x)}1)\chi(x)=\tilde{\theta}_{\xi}(x)\chi(x^{\backslash },|$ (2)
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従って (1) と (2) より,

娠 $= \frac{1}{|G|}\sum_{x\in G}\chi(x^{2})\overline{\xi(x)}$

口

6 例:6次対称群の場合

ここでは, 6次対称群 $S_{6}$ を考える. よく知られているように $S_{6}$ は対称群の中で唯一非自明な

自己同型をもつ $(AutGInnG\cong C_{2})$ , 位数 2の自己同型 $\psi$ を次のように作る事ができる [4] :
まず, 外部自己同型 $\phi$ を生成元をそれぞれ, $\phi((12))=(12)(36)(45),$ $\phi((23))=$ (15)(23) $(46)$ ,

$\phi((34))=(12)(34)(56),$ $\phi((45))=(16)(23)(45),$ $\phi((56))=(12)(35)(46)$ に移すものとする. さら

に, 内部自己同型 $\gamma$ を $\gamma(\sigma)=(12345)\sigma(15432)$ とする. そして $\psi=\gamma\circ\phi$ と置けばこれは $\psi^{2}=1$

である.

それでは $S_{6}$ の指標表と Frobenius-Schur indicator を書いてみよう. なお表の右側には Frobenius-

Schur indicator の値を書いておいた.

6.1 共役類と表現の個数の関係

ここでは第 3節で述べた事の例を見る.

$\xi$ も $\tau$ も自明に取ると, 対称群の既約表現は全て実数体上実現可能であり, さらに対称群の共役

類は全て $c^{-1}=c$ を満たすので Theorern3. 1の両辺とも 11となり確かに正しい.
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. $\xi$ を自明に $\tau=\psi$ と取ると, $\tau$ で固定される表現は 6, 42, 321, $2^{2}1^{2},1^{6}$ の 5つであり, また, $\tau$ で

固定される共役類は $1^{6},2^{2}1^{2},41^{2},42,51$ の 5つである.

. $\xi$ を符号表現に $\tau$ を自明に取ると, また, $\tau$ で固定される共役類は 321の 1つである. 確かにこ

れは even な共役類の個数 6と odd な共役類の個数 5の差になっている.

. $\xi$ を符号表現に $\tau=\psi$ をに取ると, また, $\tau$ で固定される共役類は $41^{2},321,31^{3}$ の 3つである.

確かにこれは $\tau$ で固定される共役類のうち even なものが 4個 $(1^{6},2^{2}1^{2},42,51^{2})$ と odd なものが

1{固 (41 ) の差になっている.

62 $\sigma\tau(\sigma)=1$ の解の個数

. $\xi$ を符号表現, $\tau$ を自明に取ると, $\nu_{\tau^{1}}^{\xi}(\chi)\neq 0$ となるのは対称なヤング図形でパラメトライズ

される表現 (321) である. $x=1$ としよう. 自乗して単位元になるのは $1^{6},21^{4},2^{2}1^{2},2^{3}$
’

であり,

class order はそれぞれ 1, 15, 45, 15である. $c=(1^{6})$ に $y_{c}=1$ を対応させると $\phi_{\xi}(1)=1$ である.

また, 直接計算で $\nu_{\tau^{1}}^{\xi}(321)=1$ である. 従って定理の右辺の単位元での値は $\chi^{(321)}$ $($ ] $)=16$ とな

る. 左辺は

$\tilde{\theta}_{\xi}(1)=(1+45)-(15+15)=16$

したがって確かに

$\tilde{\theta}_{\xi}(1)=\chi^{(321)}(1)$

. 次に $\xi$ を符 l/’表現, $\tau=\psi$ と取る. $\sigma\tau(\sigma)=1$ を満たす元は $\grave|\mathfrak{n}$位元及び, 共役類 $2^{2}1^{A}$
’

の中に 5個

42の中に 10個, 51の中に 20個の計 36個ある. これは確かに 42, 321, $31^{3}$ の次元の和 10 $+$ 16 $+$ 10

に等しい.
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