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あらまし 最大クリーク抽出問題 (あるいは, それと双対な最大独立節点集合問題) の時間計算量については, Tarjan-
Tro.ianowski(1977) から Robson(2001) や Fomin ら (2006) に至るまで, 長年にわたる逐次的進展がなされているが, そ

れらのほとんどはアルゴリズムあるいは時間計算量解析が非常に複雑である. これに対し本稿では, 節点数 $n$ のグラフに

対して, 時間計算量が $O(2^{0.33334n})$ となる単純な最大クリーク抽出アルゴリズムと単純な解析を提唱する. また, 最大ク

リーク問題の多項式時間的可解性についての新たな 1結果も与える. 本稿の手法は, 一般の最大クリーク抽出問題の最大
時間計算量評価改善の新しい基礎ともなるものである.
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1 はじめに
無向グラフ中の最大クリークを抽出する問題は理論,

応川の両面で亜要な問題であり, 理論と実験の双方から
様々な研究がなされている $[2]-[14]$ . 計算尉理論の視点
から見れば, この問題は白明な計算壁が $O(P(r\iota)2^{n})(r\iota$

はグラフの節点数, $P(n)$ は $n$ の適当な多項式) という
解決困難な問題である. この時間計算量はまず $TaI^{\cdot}.iaIi$

ら [2] によって改善され, これに Robson[3] が続き, 従
来の多項式領域での最良結果は $O(2^{0288n})[5]$ となっ

ていた. 一方, Toinita らは極大クリークを全列挙す
る $O(3^{n/3})=O(2^{0.528n})$-時間アルゴリズムを発表し
ているが [6], これを最大クリーク 1個だけと出力を
限定することにより, 当然この計算量は大きく軽減
できる. これに従 $A\searrow$ Shindo-Tomita はアルゴリズム
MAXCLIQUE[4] において, 単純な $O(2^{0.3493n})$-時間

アルゴリズムを提唱した. このアルゴリズムは非常に
単純であり, 理論的オーダ評価では上記 Tarjan らの
結果より若干大きくなるものの, 実働結果では Taijan
らの結果と比較して非常に高速であった.
筆者らはこれらの結果を受けて, 先述のアルゴリズ

ム MAXCLIQUE を基にした解析過程の見直しを行
い, 計算量を改善した一連の結果 [11], [12], [13] を発
表してきている. 但しこの結果は膨大な場合分けの上
に立った非常に煩雑な計算量解析となっており, 難解
であるという面があった. そこで本稿においては, 上
記の各結果の解析過程を簡単化し, また解析結果の更
なる改善を可能にすべくアルゴリズム MAXCLIQUE
を改良した単純な分枝限定アルゴリズムを提唱し, そ
の計算量が $O(2^{0.3334n})$ -時間となることを示す. この

値は Shiiido-Tomita のオーダ評価結果を改善するも
のであり, かつ場合分け解析を排除して解析過程を大
幅に簡単化することに成功している.
本稿のアルゴリズム, 解析手法は, 文献 $16$], $[14]$ を

直接的基盤としているので, 適宜それらを参照され
たい.

2 諸定義と記法
(1) 本稿で対象とするグラフは, 自己閉路をもたない
無向グラフ $G=(V, E)$ である. ここで, $V$ は節点の有

限集合, $E$ は相異なる 2節点の非順序対 $(v,w)$ (これ

を辺と呼ぶ) の集合である. 節点 $v$ と $w$ は, $(v,w)\in E$

が成り立つとき隣接しているという.
集合 $V$ に対して, その要素数を $|V|$ で表す. また,

集合 $V$ が順序付き集合である時, その先頭から $i$ 番
目の要素を $V[i]$ で表す.

(2) $v\in V$ について: $\Gamma(v)$ を $G=(V, E)$ の内で $v$ に

隣接する全ての節点の集合とする. 即ち
$\Gamma(v)=\{w\in V|(v,w)\in E\}(\neq v)$ .

$|\Gamma(v)|$ を $v$ の次数と呼ぶ.
(3) 節点の部分集合 $W\subseteq V$ について,

$E(W)=\{(v.w)\in E(v,w)\in W\cross W\}$

としたとき: $G(W)=(W, E(W))$ を $G=(V,E)$ の $W$

による誘導部分グラフと呼ぶ.
(4) 与えられた $Q\subseteq V$ の誘導部分グラフ $G(Q)$ に対

して, 次が成り立っとき, $G(Q)$ は完全であるという.
$\forall_{v,w}\in Q(v\neq w)$ に対して $(v,w)\in E$

このとき $Q$ はクリークであるという. またクリーク
のサイズを $|Q|$ によって定義する.

自分自身を除くグラフ中の異なる任意のクリークの
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真の部分クリークでないクリークを極大クリークとい
い, 極大クリークのうちでサイズが最大であるものを
最大クリークという.

3 アルゴリズムMAXCLIQUE
アルゴリズム MAXCLIQUE を図 1に示す. この

アルゴリズムは基本となる処理である深さ優先探索
EXPAND に, 下記の限定操作

. 部分森の同一化

. 部分集合森の削減

. 近接拡大クリークの抽出
を加えた分枝限定アルゴリズムである. このうち部分
森の同一化については [4] に詳しいので, 適宜これを
参照されたい.

基本アルゴリズム EXPAND は, 探索の各深さにお
いて候補節点集合 SUBG 中の節点と最も多く隣接す
る節点を選択し, この節点の隣接部分と SUBG との

積集合を新たな候補節点集合として EXPAND を行う
ことで, クリークを抽出していく深さ優先探索である.
限定操作の関係上アルゴリズムには変数 $d$ を用いて

再帰の深さを導入している. 即ち再帰の一番上 $=1$ 段
階目を深さ $0$ として, 対象となる候補節点集合に関し
ては, SUBG(0) のように上付き添え字 (0) を付ける.
深さ 1以降も同様とする.

3.1 部分集合森の削減
MAXCLIQUE による探索においては, 深さ 1にお

いて, 節点集合 SUBG(1) 中の最大次数節点を $u_{1}$ と

して

$SUBG_{u_{1}}^{(2)}=SUBG^{(1)}\cap\Gamma(u_{1})$

および

$EXT_{u_{1}}^{(1)}=SUBG^{(1)}-\{u_{1}\}-SUBG_{u_{1}}^{(2)}$

によって各節点

$u_{1},$ $v_{1},$ $v_{2},$
$\ldots,$ $v_{|EXT^{(1)}|}$

に対してそれぞれ隣接部分
$SUBG_{u_{1}}^{(2)},SUBG_{v_{1}}^{(2)},SUBG_{v_{2:}}^{(2)}\ldots,$

$SUBG_{v_{|EXT^{(1)}|}}^{(2)}$

が定義される. このとき節点 $v_{i}$ は

$|(SUBG^{(1)}-\{u_{1},v_{1},v_{2}, , ..,v_{i-1}\})\cap\Gamma(v_{i})|$ が最大で
ある節点であり

$SUBG_{v}^{(2)}:=\Gamma(v_{i})\cap SUBG^{(1)}$

である.

これらの隣接部分は上記の順番で探索が行われる.
このとき次が成立する.

[命題 1] 隣接部分 $SUBG_{v}$ . $(1\leq i\leq|EXT_{u_{1}}^{(1)}|)$

がそれ以前に探索された隣接部分
$SUBG_{u_{1}}^{(2)}$

のいずれかの部分集合であるならば, $SUBG_{v_{l}}^{(2)}$ から

の探索で得られる極大クリークのサイズは,

$SUBG_{u_{1}}^{(2)}$

の探索により得られる最大クリークのサイズ以下と
なる.

(証明略)
最大クリーク抽出において [命題 1] の条件が成立す
る場合には探索を行う必要はないので,MAXCLIQUE
において $SUBG_{v:}^{(2)}$ を定義した時は, これが $SUBG_{u_{1}}^{(2)}$

の部分集合でないことを確認し, そうでなければ探索
を省く. この限定操作を部分集合森の削減と呼ぶ. こ

の操作は EXPAND の任意の深さにおいて実行可能で
あるが, 後述するもう 1つの限定操作との関係で実行
を深さ 1の場合だけに限定している.
部分集合森の削減を導入すると

$EXT_{u_{1}}^{(1)}=\{v_{1},v_{2}, \ldots,v_{|EXT_{u_{1}}^{(1)}|}\}$

の最後尾節点
$v_{|EXT_{u_{1}}^{(1)}|}$

の $\sim$ae部分は探索が削減され
ることがわかる. 即ち以下が成立する.

[命題 $2$ ] $SUBG_{v_{|EXT_{u_{1}}^{(1)}|}}^{(2)}\subseteq SUBG_{u_{1}}^{(2)}$ (証明略)

3.2 近接拡大クリークの抽出
命題 1に示したことから, 部分集合森の削減は, 隣

接部分
$SUBG_{v}^{(2)}j$ が $SUBG_{u_{1}}^{(2)}$ の部分集合でない場合には

探索の効率化を期待できない. しかし下記に示すよう
に, この状況を逆に積極的に利用することで効果を発
揮する以下のような限定操作を導入することができ
る. 再帰深さ 1における各候補節点集合 $SUBG_{u_{0}}^{(1)}$ お
よび $SUBG_{v}^{(1)}:(1\leq i\leq|EXT_{u_{0}}^{(1)}|)$ のそれぞれに対
する探索において, ある極大クリーク $Q$ が抽出され
たとき, 以下を確認する. まずそれぞれの極大クリー
クに対してその根集合は $SUBG_{u_{0}}^{(1)}$ および $SUBG_{v}^{(1)}|$

$(1\leq i\leq|EXT_{u_{0}}^{(1)}|)$ のいずれか 1つであるから, その
集合を RSUBG として深さ 1において保持しておく.
次に RSUBG 中で $|RSUBG\cap\Gamma(v)|$ が最大となる

節点を $v$ として, 以下の操作を行う.
(1) $REXT=RSUBG-\{v\}-(RSUBG\cap\Gamma(u_{1}))=$

$\{v_{1},v_{2}, \ldots,v_{|REXT|}\}$

として

$U_{2}$ $:=\{^{\forall}\{s,t\}\subseteq REXT|(s,t)\in E\}$ とする. 即ち
$U_{2}$ は REXT 中で互いに隣接する任意の 2節点の組
の集合である.

(2) $F=U_{2}[i](1\leq i\leq|U_{2}|)$ とする. 即ち $F$ は $U_{2}$

の $i$ 番目の要素であり (定義 (1)) $2$ 要素からなる集合
である. 隣接部分 $W_{2}=\Gamma(F[1])\cap\Gamma(F[2])$ を考え,

$Q-\{v\}\subseteq W_{2}$ ならば

$(Q-\{v\})\cup U_{2}[i]$ はクリークである. 何故ならば, いま
$Q-\{v\}\subseteq Q$

はクリークであり, $Q-\{v\}$ 中の全ての節点は互いに
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0000: procedure MAXCLIQUE(G)

0100: begin
0200: global $Q:=\emptyset$ ;

0300: global Qmax. $=\emptyset$ ;

0400: EXPAND $(V, 0)$

0500: end {of MAXCLIQUE}
0600: procedure EXPAND(SUBG, $d$)

0700: begin
0800: if $S$ひ $BG^{(d)}\neq\emptyset$ then $u_{d}:=a$ vertex in $S$ひ $BG^{(d)}$ that maxiinizes $|S$ひ $BG^{(d)}\cap\Gamma(u_{d})|$ ;
0900. if $d=1$ then $v:=u_{1}$ fi
1000. $Q:=Q\cup\{u_{d}\}$ ;
1100: SUBG蝿$+$ 1). $=\Gamma(u_{d})\cap SUBG^{(d)}$ ;

1200: if $d=0$ then RSUBG: $=SUBG$島) fi
1300: EXPAND(SUBG毘$+$ 1), $d+1)$

1400: $Q:=Q-\{u_{d}\}$ ;
1500; if $d=1$ then RSUBG: $=RSUBG$ 一 $\{u_{1}\}$ fi
1600: $EXT^{(d)}:=SUBG^{(d)}-\{u_{d}\}$ -SUBG$u(d)_{;}d$

1700: for $i$ $:=1$ to $|EXT^{(d)}|$ do
1800: $v_{i}$ $:=a$ vertex ill $EXT^{(}$の that maximizes $|SUBG^{(d)}\cap\Gamma(v,)|$ ;
1900: if $d=1$ then
2000: $v:=v_{i}$ ;

2100: $U_{1}:=EXT_{u_{1}}^{(1)}\cap\Gamma(v_{1})$ ;
2200: if ひ 1 $|$ $\leq 1$ then $i:=i$ 十 lfi

2300. $SUBG_{1}^{(d+1)}:=\Gamma(v_{l})\cap SUBG^{(}$ の:

2400: if $d=0$ then RSUBG: $=SUBG_{v}^{(1)}$ fi
2500: if $d=1$ then if $SUBG_{v}^{(2)}\subseteq SUBG_{u_{1}}^{(2)}$ then $i:=i+1$ fi
2600. fi
2700: $Q:=Q\cup\{v_{1}\}_{:}$.

2800: EXPAND $(SUBG_{\iota^{t}:}^{(d+1)}d+1)$ ;

2900. $Q.=Q-\{v_{t}\}_{i}$

3000. $EXT^{(d)}=EXT^{(d)}-\{v_{1}\}$ ;

3100: if $d=1$ then RSUBG. $=RSUBG-\{v_{i}\}$ fi
3200: od
3300: else $\{i. e. SUBG_{v}^{(d)}=\emptyset\}$

3400: if $|Q|\geq|Q\gamma\gamma\iota ax|$ then Qmax. $=Q$ fi
3500. end {of EXPAND}

図 1 アルゴリズム MAXCLIQUE

隣接する 2節点の集合 U2 $[i]$ の全ての節点に隣接して
いるからである.

クリーク $(Q-\{v\})\cup U_{2}[i]$ は $Q$ よりサイズが 1大
きいため.

$\acute$

最大クリーク抽出においては $Q$ を保持する

必要はない. そこで $Q$ を新たに

$(Q-\{v\})\cup U_{2}[i]$

によって書き換える. EXPAND によって極大クリー
クが抽出されたときに実行される上記の処理を, 近接
拡大クリークの抽出と呼ぶ.

この操作によって, $SUBG_{v}^{(2)}$ に含まれる全ての極
大クリーク $Q$ について

$Q_{a}\subseteq SUBG_{v}^{(2)}(1\leq i\leq|$ REX $T|)$

かつ

$Q_{a}-(Q-\{v\})=\{w_{1},w_{2}\}w_{1},w_{2}\in REXT$

をみたす $Q$ より 1だけサイズが大きいクリークを全て
抽出することができる. いまこのようなクリークを近

接拡大クリークとよぶ事にし, 以下のように定義する.

110



(6) クリーク $Q$ に対し, クリーク $Q_{a}$ が条件

$|Q_{a}|=|Q|+1$

をみたし, かっ

$Q-\{q\}=Q_{a}-\{q_{1}, q_{2}\}$

なる $q\in Q$ および $q_{1},$ $q_{2}\in Q_{a}$ が存在するとき, $Q_{a}$ を

$Q$ の近接拡大クリークという.

部分集合森の削減によって, もし $SUBG_{w}^{(2)}\subseteq SUBG_{v}^{(2)}$

であれ $lh^{\backslash }SUBG_{w}^{(2)}$ についての探索は省略できるので

あるが, この限定操作は $SUBG_{w}^{(2)}$ が $SUBG_{v}^{(2)}$ に含

まれない節点を 1個でも含む場合, 即ち
$|SUBG_{w}^{(2)}\cap SUBG_{v}^{(2)}|<|SUBG_{v}^{(2)}|$

なるときには適用できない. しかしながら上記近接拡

大クリークの抽出を用いれば, $SUBG_{w}^{(2)}$ が $SUBG_{v}^{(2)}$

に含まれない節点をただ 1個含む場合にも探索を省略

できることがわかる. この省略は次の命題により保証
される.

[命題 3] $SUBG_{v}^{(2)}$ 中の最大クリークを $Q_{v}$ とする.
$A^{a}$ ま $|SUBG_{v}^{(2)}|\geq|SUBG_{w}^{(2)}|$

t$)\grave$つ $|SUBG_{w}^{(2)}\cap SUBG_{v}^{(2)}|=|SUBG_{v}^{(2)}|-1$

であるとき, SU$BG_{w}^{(2)}$ 中の最大クリーク $Q_{w_{1}}$ のサイ

ズは $Q_{v}$ の近接拡大クリーク $Q_{a}$ のサイズ以下である.
(証明) 条件から $SUBG_{w}^{(2)}$ 中には $SUBG_{v}^{(2)}$ に含まれ

ない節点がただ 1個存在するので, その節点を $u$ とす

ると
$SUBG_{w}^{(2)}-\{u\}\subseteq SUBG_{v}^{(2)}$

である. 従ってここで $SUBG_{w}^{(2)}-\{u\}$ 中の最大クリー

クを $Q_{w}’$ とおけば, [命題 1] により
$|Q_{u}’,|\leq|Q|$

$|$

もし節点 $u$ が $Q_{w}’$ 中の節点に隣接しているならば,
$Q_{w}’\cup\{u\}=Q_{w}$ であり, そうでないならば $Q_{w}’=Q_{w}$

である. よっていずれの場合にも

$|Q_{w}|\leq|Q|+1=|Q$。$|$ である. (証明終)

近接拡大クリークの抽出を行うと, SUBG卿が $EXT_{u_{1}}^{(2^{\backslash }}$.
中の節点を 2個以上含まない場合には探索を省略で
きる.

いま隣接部分 $SUBG_{u}$ 探索終了後 $SUBG_{v}$ が探索

されるとする. このとき $SUBG_{v}$ に対する探索は

一般に $|SUBG_{u}\cap SUBG_{v}|$ が小さい, すなわち $SUBG_{v}$

が $SUBG_{u}$ に含まれない節点を多く含むほど困難で

あることが予想できる. 逆に $SUBG_{u}\cap$ SUBG. $|$ が

大きいほど探索は容易であるといえるが, ここに示し
た近接拡大クリーク抽出はそのような容易な部分問題
を排除するための操作であるといえる.
アルゴリズム上でこの処現を実現するためには MAX-

CLIQUEの 3400-3500行間に図 2に示す 3401-3412

行を挿入すればよい.

近接拡大クリークの抽出は再帰深さ 1の各集合に対し

てのみ実行される処理である. この処理は一般に全深

さにおいて定義することも可能であるが, 全深さでこ

の処理を追加した場合, 計算量の増加が指数オーダー
となることが予想される. そのためこの操作は実行を
深さ 1に限定してある.

$)$

4 最大時間計算量評価
節点集合 $V$ で $|V|=n$ , 最大次数 $\Delta\leq n-1$ で

あるグラフについて, いま一般に再帰深さ $d(0\leq$

$d\leq n-1)$ とするとき, $SUBG_{v}^{(d)}\subseteq V$ に対する

EXPAND $(SUBG_{v}^{(d)}, d)$ での最大時間計算量を
$t(|SUBG_{v}^{(d)}|)$ とすると, 次の関係式が成り立つ.

$t(|SUBG_{v}^{(d)}|)$

$\leq t(|SUBG_{u_{d}}^{(d+1)}|)+\sum_{i=1}^{|E.YT_{u_{d}}^{(d+1)}|}t(|SUBG_{v_{j}}^{(d+1)}|)$

$+C( \max\{\Delta, |SUBG_{v}^{(d)}|\})^{2}$ (Tl)
但し, ここでは計算量評価においては一般深さで

(Tl) 式を用いることはせず: 全体の計算量を決定する
深さ $0$ および近接拡大クリークの抽出が適用される深

さ 1においての (Tl) 式の関係を考慮する.

即ち (Tl) 式において $d=0$ とすれば,
$t(7t)\leq t(|SUBG_{u_{0}}^{(1)}|)$

$+ \sum_{i=1}^{|EXT_{u}^{(1)}|}0t(|SUBG_{v_{-}}^{(1)}|)+Cn^{2}$ (Tl-O)

が成立する. また $d=1$ とすれば
$t(|SUBG_{u0}^{(1)}|)\leq t(|SUBG_{u_{1}}^{(2)}|)$

$+ \sum_{i=1}^{|EXT_{u_{1}}^{(2)}|}t(|SUBG_{v_{\tau}}^{(2)}|)+C(\Delta+1)^{2}$ (TI-IA)
$t(|SUBG_{v_{l}}^{(1)}|)\leq t(|SUBG_{u_{1}}^{(2)}|)$

$|$

$+ \sum_{j=1}^{|EXT_{v}^{(2)}|}jt(|SUBG_{v_{j}}^{(2)}|)+C(\Delta+1)^{2}$

$(1 \leq i\leq|EXT_{u_{0}}^{(1)}|)$ (TI-IB)

がそれぞれ成立する.
これらの式末尾の $Cn^{2}$ および $C(\Delta+1)^{2}$ はこのよ

うな問題分割に必要な全ての処理に要する多項式オー
ダーの計算量の上界であり, ここで定数 $C>0$ は以下

$))$

$|$ の様に定義する.
いま EXPAND の再帰深さを $d\geq 1$ , すでに得られ

ている最大クリーク $Qmax\subseteq V$ , 近接拡大クリーク

の抽出に用いる集合 RSUBG $\subseteq V$ とそれぞれおく.

この条件のもと, EXPAND(SUBG $d$) に対し, 次

の再帰深さの候補節点集合となる $SUBG_{u_{d}}^{(d+1)}$ および
$SUBG_{v}^{(d+1)}(1\leq i\leq|EXT_{u_{d}}^{(d+1)}|)$ を常に空集合で与

える処理を $EXPAND_{0}$ とする. このとき $EXPAND_{0}$

の時間計算最を考える.
まず最大次数節点 $u_{d}$ の選択および, 集合 $SUBG_{u}^{(d+1)}d$

と $EXT_{u_{d}}^{(d+1)}$ の定義に要する手数が $o(|SUBG_{v}^{(d)}|^{2})$

となる. ここでそのような上界 $C_{1}|SUBG_{v}^{(d)}|^{2}$ を与え

る定数を $C_{1}$ とする.
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3401: REXT $:=RSUBG-\{v\}-(RSUBG\cap\Gamma(v))$ ;

3402: if $|REXT|\geq 3$ then
3403: $U_{2}:=\emptyset$ ;

3404: for $i=1$ to $|REXT|$ do
3405: for $j=i$ 十 1 tO $|REXT|$ do
3406: ひ: $=$ $\{$ REX$T[i]$ , REX$T[j]\}$ ;
3407: if $($ REXT$[i],$ $REXT[j])\in E$ then $U_{2}$ $:=$ ひ 2 $\cup$ U丘 od od
3408: for $i:=1$ to $|$ひ 21 do
3409: $F:=$ ひ 2 $[i]$ ;

3410: $W_{1};=\Gamma(F[1])\cap\Gamma(F[2])$ ;

3411: if Qmax 一 $\{v\}\subseteq W_{1}$ then $Q\pi\iota ax:=$ $(Qn\iota ax$ 一 $\{v\})\cup$ ひ 2 $[i]\}fi$ od
3412: fi

図 2近接拡大クリークの抽出

$SUBG_{u_{d}}^{(d+1)}=\emptyset$ であるから, $SUBG_{u_{d}}^{(d+1)}$ に関して

アルゴリズムは空集合性の判定を行った後, 近接拡大
クリークの抽出を実行する.
まず $d\geq 1$ であるから, この時点ですでに定義され

ている集合 RSUBG から最大次数節点 $v$ を選択し, 集
合 $SUBG_{v}$ および REXT を構成する. ここまでに要
する手数は $o(|SUBG_{v}^{(d)}|^{2})$ となるから i いまそのよ
うな上界 $C_{2}|SUBG_{v}^{(d)}|^{2}$ を与える定数を $C_{2}$ とする.

各集合定義後アルゴリズムはまず REXT から先頭
節点 $w_{1}$ を選択し, REXT 中で $w_{1}$ に隣接する節点の
集合 $U$ を構成する. その後 $U$ から順に節点を取り出

しクリークのチェックおよび, クリークの更新があれ
ば更新を行うが, このチェックの手数は REXT の節
点 1個節点につき

$(Q_{7}nax-\{v\})\cup\{U_{2}[i]\}$

がクリークかどうかの判定, およびクリーク書き換え
に要する計算量であるから $o(|SUBG_{t}^{(d)}|)$ で可能であ

る. 条件から

$|REXT|=|RSUBG-\{v\}$ –SUBG. $|$

$<|SUBG_{u_{1}}^{(2)}|\leq\triangle$

となるので, REXT 各節点に関する操作に要する手
数は $O(\Delta^{2})$ である. そこでいまそのような上界 $C_{3}\Delta^{2}$

を与える定数を $C_{3}$ とする.

以上から EXPANDo の実行に要する時間計算量は
$C_{1}|SUBG_{v}^{(d)}|^{2}+C_{2}|SUBG_{v}^{(d)}|+C_{3}\Delta^{2}$

$<(C_{1}+C_{2}+C_{3})( \max\{\Delta, |SUBG_{v}^{(d)}|\})^{2}$

である. ここで定数 $C$ を $C=C_{1}+C_{2}+C_{3}$ によって定

義すると, EXPANDo は $O((ntax\{\Delta, |SUBG_{v}^{(d)}|\})^{2})$

の処理である.

上記の定数を $d=0$ および $d=1$ の場合に適用
すれば, それぞれ 0 $(n^{2})$ および $O(\Delta^{2})$ の上界を得る.
そこでこの定数 $C$ を (Tl), (Tl-O), (TI-IA) および

(TI-IB) 式の $C$ とする [6].

また EXPAND の計算量は, その性質上対象とする
節点集合のサイズに関して単調である. 即ち次が成立
する.

$t(\Delta)\geq t(\Delta-1)\geq t(\Delta-2)\geq\ldots\geq t(O)$ (T2)
あるグラフが与えられたとき, MAXCLIQUE $(G)$ は

そのグラフに対応したクリーク探索森を形成する. す
なわち MAXCLIQUE$(G)$ の計算墨とはそのようなク

リーク探索森を形成するために必要な計算鼠である.
全体の計算鑓評価を行うにあたり, まずは本稿にお
いて導入した限定操作の効果について評価を行う.
いま (TI-IA), (TI-IB) における親節点集合 $SUBG_{u_{1}}^{(2)}$

および $SUBG_{v}^{(2)}$ 中の殻大次数節点の次数について考
える.

これらの次数は親節点集合のサイズより必ず 1以上
減少するから, これを $k\geq 1$ を用いて $\Delta-k$ と表す

と, (TI-IA) または (TI-IB) 式から分割される部分問
題の総数は, 部分森の同一化によって

$\Delta-((\Delta-k)-1)=k-1$

個であるが, 限定操作の導入によりこの部分問題数は
少なくとも 2つ減少させることができる.
即ち, 以下の補題が成立する.

[補題 1] 節点集合が $V$ で) $|V|=n$ , 最大次数が $\Delta\geq 0$

なる任意のグラフにおいて, $u_{0}\in V$ を最大次数節点
とする. $SUBG_{u_{0}}^{(1)}=V\cap\Gamma(u_{0})$ として.

$\acute$

(TI-IA) お
よび (TI-IB) 式による問題分割が発生するとき, ある

$1\leq k\leq|EXT_{v}^{(1)}|(v\in\{u_{1)}v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{|EXT_{u}^{(1)}1|}\})$

において, $|EXT_{v}^{(1)}|\geq 2$ ならば
$SUBG_{v_{J}}^{(2)}\subseteq SUBG_{u_{1}}^{(2)}$

なる $SUBG_{v_{l}}^{(2)}(1\leq i\leq|EXT_{v}^{(1)}|)$ が少なくとも 2

つ存在する.

(証明) 以下全て深さ 1に関する議論であるから, 特に
必要のない限り集合表記時 $(d)$ の表示は省略する.

[命題 2] により $SUBG_{v_{|EXT_{v}|}}$ は常に $SUBG_{u_{1}}$ の
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部分集合であるから, 題意の $SUBG_{v_{k}}$ のうち 1つを $t(\Delta)\leq C(\Delta$ 十 $1)^{2}$

SUBG.$|EXT_{v}|$
としてよい. そこで次に $SUBG_{v_{|EXT_{v}|}}$ $<C’\cdot 1\cdot(\Delta+1)^{2}=C’\cdot 2^{0.33338\cdot 0}\cdot(\Delta+1)^{2}$

以外にも少なくとも 1つ題意を満たす $SUBG_{v_{J}}$ が存 である. 従って題意は成立する.
在することを示す. 次に, ある $\Delta\geq 0$ 以下の全ての $\Delta$ において

$A^{a}$ ま $SUBG_{v_{1}},$ $SUBG_{v_{2}},$
$\ldots,$ $SUBG_{v_{|EXT_{u}|-2}}1$ のう $t(|SUBG_{u_{1}}^{(2)}|)\leq C’2^{0.33338\Delta}(\Delta+1)^{2}$

ち 1個以上に対して限定操作が適用されるならば,題が成立すると仮定する. この仮定のもとで, 節点数 $n$ ,
意は成立する. そこで 最大次数 $\Delta+1$ であるグラフについての計算に要す
$SUBG_{v_{1}},$ $SUBG_{v_{2}},$ $\ldots$ , SUBG$|EXT_{u}1|-2$ には全て限定 る計算量を考える.
操作が適用されないとする. この節点の子節点の最大次数は $\Delta$ 以下であるから,
このとき隣接部分 $SUBG_{v_{|EXT_{u}|-1}}1$ を考える. もし そのような最大次数子節点 $u_{1}$ の次数を $\Delta-k(0\leq k\leq$

$SUBG_{v_{|EXT_{u_{1}}|-1}}$ が $EXT_{u_{1}}$ 中の節点を 1個も含まな $\Delta$ ) とおく. このとき $t(\Delta+1)$ は, (T2-1) 式により
いならば $t(\Delta$ 十 $1)$ $\leq t(\Delta-$ ん $)$

$SUBG_{v_{|EXT_{u}|-1}}1\subseteq SUBG_{u_{1}}$ $+ \sum_{i=1}^{|EXT_{u}^{(2)}}1$
ト 1

$t(|SUBG_{vi}^{(2)}|)+C(\Delta+2)^{2}$

であるから, 題意は成立する. また $SUBG_{v_{\ovalbox{\tt\small REJECT} EXT_{u}|-1}}1$ ただし補題 1により: $|EXT_{u_{1}}^{(2)}|\geq 2$ , 即ちん $\geq 2$ な
が $EXT_{u_{1}}$ 中の節点を含むとしても, この時点で節点 らば $SUBG_{v:}^{(2)}(1\leq i\leq|EXT_{u_{1}}^{(2)}|-1)$ のうち少なく
$v_{1},$ $v_{2},$

$\ldots,$ $v_{|EXT_{u_{1}}|-2}$ は探索から除外されているから, とも 1つおよび $SUBG_{v_{|EXT_{u}|}}1$ は探索されないから,
$|EXT_{u_{1}}-\{v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{|EXT_{u}1|-1}\}|=|\{v_{|EXT_{u_{1}}|}\}|=1$ ある $1\leq i\leq|EXT_{u_{1}}^{(2)}|-1$ において $t(|SUBG_{v}j|)=0$

即ち $SUBG_{v_{|EXT_{u}|-i}}1$ が含むことのできる節点は としてよい. 即ち
ただ 1個である. ここで更に

$t(\Delta+1)\leq t(\Delta-k)$

$|SUBG_{|EXT_{u}1|-1}|\leq|SUBG_{u_{1}}|$ $+ \sum_{i=1}^{i-1}t(|SUBG_{v_{i}}|)$

であるから
$+ \sum_{i=j+1}^{|EXT_{u}|-1}1t(|SUBG_{v}.|)+C(\Delta+2)^{2}$

$SUBG_{v}|EXT_{u}1|-i\subseteq SUBG_{u}i\cup\{v|EXT_{u_{1}}|\}$ である.
である. つまり $SUBG_{v}|EXT_{u}1|-i$ は $SUBG_{ui}$ の近接 節点 $u_{1}$ は $SUBG_{u_{0}}^{(1)}$ 中最大の次数の節点であるか
拡大集合である. 従って [命題 3] により: $SUBG_{V}|EXT_{u_{1}}|-1$ ら, $v_{1},$ $v_{2},$

$\ldots,$
$v$ の SUBG$u_{0}(1)$ における次数

中の最大クリークは $SUBG_{u_{1}}$ に対する近接拡大クリー
$|EXT_{u}^{(1)}1|-1$

は $u_{1}$ 以下である. ここからいま $|SUBG_{v},$ $|(1\leq i\leq$
$(2)$

クの抽出により既に抽出されているから. $SUBG_{v_{|EXT_{u}|-1}}1$ (2)
$|EXT_{u_{1}}|-1)$ のサイズを $0\leq k_{i}\leq\Delta-k$ を用いて

に対しては限定操作が適用され, 探索が省略される.
それぞれ

以上から題意の $SUBG_{v}j$ の存在が示せた. (証明終)
補題 1のような集合 $SUBG_{v_{|EXT_{v}\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$ および $SUBG_{v_{j}}^{(2)}$

$\Delta-k-k_{1_{\dot{J}}}\Delta-k-k_{2},$
$\ldots,$ $\Delta-k-k_{|EXT_{1}^{(2)}1|-1}$

と表すと
に対しては, 部分集合森の削減が適用され.
$t(|SUBG_{v}|EXT_{v}||)=t(|SUBG_{v_{J}}^{(2)}|)=0$ となる.

$t(\Delta+1)$

$\leq t(\triangle-k)+t(\Delta-k-k_{1})$

主要定理証明に先立ち, まず最大次数 $\Delta$ をパラメー
$+\ldots+t(\Delta-k-k_{J-1})+t(\Delta-k-k_{j+1})$

ターとして用いた EXPAND による各子問題の時間計
算量評価結果を以下に与える. $+\ldots+t(\Delta-k-k_{|EXT_{u_{1}}^{(2)}|-1})+C(\Delta+2)^{2}$

となる. (T2) 式を用いると
[補題 2] 節点集合が SUBG で, 最大次数が $\triangle\geq 0$ な

る任意のグラフにおいて, EXPAND $(SUBG_{u_{0}}^{(1)}, 1)$ お
$t(\Delta+1)\leq t(\Delta-k)+t(\Delta-k)$

よび EXPAND $(SUBG_{v}^{(1)}, 1)$ の最大時間計算量上界
十... $+t(\Delta-k)+t(\Delta-k)+\ldots+t(\Delta-k)+C(\Delta+2)^{2}$

であるから, 帰納法の仮定により
はそれぞれ $t(\triangle)$ によって与えられるが, このとき定

$t(\Delta+1)$
数 $C’=250C$ とすると

$\leq((\Delta+1)-(\Delta-k)-1-1)\cdot C’2^{0.33338(\Delta-k)}(\Delta+2)^{2}$
$t(\triangle)\leq C’2^{0.33338\Delta}(\Delta+1)^{2}$

$+C(\Delta+2)^{2}$
である.

$=(k-1)C’2^{0.33338(\Delta-k)}(\triangle+2)^{2}+C(\Delta+2)^{2}$
(証明) 以下ではまず (TI-LA) 式を用いて

EXPAND $(SUBG_{u_{0}}^{(1)}, 1)$ についての題意の成立を示
$=C’ 2^{0.33338\Delta}(k-1$$\overline{2}^{\Gamma}+_{\frac{1}{2502})(\triangle+2)^{2}}$

$\leq C’2^{0.33338\triangle}(2^{7\overline{\varpi}^{1}\pi F}\pi^{k}+0.001)(\Delta+2)$ .2
す. 証明は最大次数 $\Delta$ に関する数学的帰納法による.

$k-1$

先ず, $\triangle=0$ の場合, $SUBG_{u_{1}}^{(2)}=\emptyset$ , SUBG., $=\emptyset$

$k\geq 0$ において $W2l\pi\pi<1.258$ であるから

$(1 \leq i\leq|EXT_{u_{1}}^{(1)}|)$
$t(\Delta+1)\leq C’2^{0.33338\Delta}$ (1.258 $+$ 0.001) $(\Delta+2)^{2}$

$=C’2^{0.33338\Delta}\cdot 1.259\cdot(\Delta+2)^{2}$

であるから, 定数 $C$ の定義により
$<C’2^{0.33338\Delta}\cdot 2$ . $(\Delta+2)^{2}$

113



$<C’2^{0.33338(\triangle+1)}((\Delta+1)+1)^{2}$

である.

上記は $|EXT_{u_{1}}^{(2)}|\geq 2$ なる場合を考えたが, もし
$|EXT_{u_{1}}^{(2)}|\leq 1$ であるならば, $u_{0}$ の子節点のうち探索

されるのは $u_{1}$ のみであるから
$t(\triangle+1)\leq t(|SUBG_{u_{1}}^{(2)}|)+C(\triangle+2)^{2}$

$\leq C’2^{0.33338\Delta}+C(\Delta+2)^{2}$

$\leq C’2^{0.33338\Delta}(1+\frac{1}{250\cdot 2^{033338\Delta}})(\Delta+2)^{2}$

$\leq C’2^{0.33338(\Delta+1)}(\Delta+2)^{2}$

であり, やはり題意は成立する.

以上と帰納法による帰結により, 任意の $\Delta\geq 0$ にお

いて補題の関係が成立する.

上記は EXPAND $(SUBG_{u_{0\dot{\prime}}}^{(1)}0)$ についての題意の

成立を示したが,
(TI-IB) 式を用いれば EXPAND $(SUBG_{v}^{(1)}, 0)$ につ

いても全く同様にして題意の成立を示すことができ

る (証明終)
これより, 次が成立する.

[定理] 節点数 $n$ のグラフにおいて $t(n)=O(2^{0.3334}n)$

である.

(証明) (Tl) 式に対して [補題 2] を用いれば
$t(|V|)\leq(7l-\Delta-1)$C’ $2^{033338\Delta}(A+1)^{2}+Cn^{2}$

$\leq 7t\cdot C’2^{0.33338n_{7l^{2}}}+C_{7l^{2}}$

いま定数 $C^{l/}=2.5\cdot 10^{9}$ とすると, 任意の $7l$ において

$n^{2}<C^{l/}2^{0.00001}n$ が成立するから
$t(7l)<n\cdot C’C’’2^{0.33338}n$ . $2^{0.00001}n+C\tau\iota^{2}$

$=C^{t}C_{7l}’’\cdot 2^{0.0.33339n}+C_{7l^{2}}$

$\leq C’C_{7l^{2}}’’\cdot 2^{0.0.33339n}+C_{7l^{2}}$

$\leq(1+\frac{C’}{C’C’’})C’C’’2^{0.0.33339}n_{7l^{2}}$

$<(1+ \frac{C}{CC^{\prime l}})C’C’’\cdot C^{1/}2^{0.0.33339}n$ . $2^{0.00001}n$

$=(1+ \frac{1}{C’’C’’})C^{l/}2^{0.3334}n$

従って.- $t(7l)=O(2^{0.3334n})$ である. (証明終)
また補題 2からは次の系も導かれる.

[系] あるグラフの最大次数 $\Delta$ について: $\triangle$ が条件

$\Delta\leq 2.9993dlgr\iota(d\leq 1)$

をみたすとき, $t(rt)$ は

$t(n)=o(n^{1+d})$ なる多項式オーダーとなる.
一般に節点数 $7l$ のグラフの操作の最大時間計算量

として $o(n^{2})$ を要することから.l 系において $d=1$ と

した場合の計算量 $o(n^{2})$ は最大クリーク抽出の最適

な時間計算量オーダであると考えられる.

5 むすび
一般グラフに対する最大クリーク抽出間題が, 単純
なアルゴリズムによって $O(2^{0.3334}n)-$時間で解決でき

ることを示した.

一般の最大クリーク抽出間題の最大時間計算趾に対

して, 筆者らは従来の評価 $[2]-[5]$ , を大幅に改善する

多項式計算領域における結果を発表してきたが $[$ 11 $]$ ,

$[$ 12 $]$ ., $[$ 13 $]$ ., 本稿における手法は, その一般結果をより

単純明快に証明する新しい基礎ともなる.
謝辞ご支援協力をいただいた電気通信大学先進アル
ゴリズム研究ステーション長西野哲朗教授, 高橋治
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