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1 Introduction, Theorem
$d$-次元シュレーディンガー方程式の初期値問題

$\dot{t}\frac{\partial u}{\partial t}=-\frac{1}{2}\triangle u+V(t, x)u$ , $u(s, x)=\varphi(x)$ (1)

を考える。 $V(t, x)$ は実可測関数とする。 もし, 任意の $s\in \mathbb{R},$ $\varphi\in \mathcal{H}=L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ に

対して, $\Vert u(t)\Vert_{\mathcal{H}}=\Vert\varphi\Vert,$ $t\in \mathbb{R}$ を満たす (1) の解 $u(t)\in \mathcal{H}$ が一意的に存在して,

$\mathbb{R}\ni t\mapsto u(t)\in \mathcal{H}$ が強連続とすると, 解作用素 $U(t, s):\mathcal{H}\ni\varphi\mapsto u(t)\in \mathcal{H}$ は

Chapman-Kolmogorov の等式

$U(t, s)U(s, r)=U(t, r)$ , $U(t, t)=1$

を満たす $(t, s)$ に関して強連続に依存する $\mathcal{H}$ のユニタリー作用素の族である. $U(t, s)$ を

(1) の $\mathcal{H}=L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ での unitary propagator, $U(t, s)$ の超関数核 $E(t, s, x, y)$ を (1) の

基本解という。

$U(t, s) \varphi(x)=\int E(t, s, x, y)\varphi(y)dy$ .

以下, $s=0$ の時は変数 $s$ を省略し $E(t, x, y)=E(t, 0.x, y)$ などと書く。 自由シュレー

ディンガー方程式に対しては (即ち $V=0$ なら) ,

$E_{0}(t, x, y)= \frac{e^{\mp\frac{i\pi d}{1^{4}}}}{|2\pi t^{d/2}}e^{i(x-y)^{2}’ 2t}$ , $\pm t>0$ . (2)

調和振動子に対しては $($即ち $V(x)=\text{国^{}2}/2$ なら $)$ , $m\pi<t<(m+1)\pi,$ $m\in \mathbb{Z}$ のとき

$E_{h}(t, x, y)= \frac{e^{-id(1+2m)\pi\prime 4}}{|2\pi\sin t|^{d/2}}e^{(i’\sin t)(\cos t(x^{2}+y^{2})\prime 2-x\cdot y)}$ (3)
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$t=m\pi$ のときは
$E_{h}(m\pi, x, y)=e^{-im\pi\prime 2}\delta(x-(-1)^{m}y)$ . (4)

であることはよく知られている。 この講演では調和振動子の摂動, すなわち $V(t, x)=$

$x^{2}/2+W(t, x)$ で $W(t, x)$ が $|x|arrow\infty$ において $W(t, x)=o(|x|^{2})$ で, $W$ のへッシアン

行列が正値性の条件 $\partial^{2}W(t, x)\geq C\langle x\}^{-\delta}$ , あるいは負値性の条件 $\partial^{2}W(t, x)\leq-C\langle x\rangle^{-\delta}$

を $0<\delta<1$ に対して満たすとき, 基本解 $E(m\pi, x, y)$ が滑らかで $|x|arrow\infty$ において

$|E(t, x, y)|\geq C\langle x\}^{d\delta\prime 2(1-\delta)}$ のように増大する関数であることを示す。

定理を述べる前に, まず $V$ がより一般の場合に知られていることを復習し, なぜこのよ

うな問題に興味があるのかを説明しよう。 $\dot{x},\dot{p}$ は時間変数 $t$ に関する $x(t),p(t)$ の微分で

ある。 (1) に対応する古典力学のハミルトニアン

$H(t, x,p)= \frac{1}{2}p^{2}+V(t, x)$

の生成する正準方程式

$\dot{x}=\partial_{p}H(t, x,p)=p$ , $\dot{p}=-\partial_{x}H(t, x,p)=-\nabla_{x}V(t, x)$ (5)

の $x(s)=y,$ $p(s)=k$ を満たす解を

$(x(t, s, y, k),p(t, s, y, k))$ .

と書く。 ポテンシャル $V(t, x)$ が空間の無限遠方で二次関数より早く増大しない場合につ

いての次の定理は藤原大輔氏 [3] による。

定理 1([3]). $V(t, x)$ は $x$ について $c\infty$ , 任意の $\alpha$ に対して $\partial_{x}^{\alpha}V(t, x)$ は $(t, x)$ について

連続とする。 さらに :
$|\partial^{\alpha}V(t, x)|\leq C_{\alpha}$ , $|\alpha|\geq 2$ (6)

とする。 この時, ある $T>0$ が存在して, $0<\pm(t-s)<T$ において次が成立する :
(1) $\mathbb{R}^{d}\ni k\mapsto x(t, s, y, k)\in \mathbb{R}^{d}$ は微分同相である. $x=x(t, s, y, k)$ を満たす $k$ を $k^{*}$ と

すれば, $(x(r),p(r))=(x(r, s, y, k^{*}),p(r, s, y, k^{*}))$ は $x(t)=x,$ $x(s)=y$ を満たす (5) の

一意的な解である。 この解を用いて

$S(t, s, x, y)= \int_{s}^{t}(x(r)\cdot p(r)-H(r, x(r),p(r)))ds$ (7)

と定義する. $S$ は $(t, s, x, y)$ に関して $C^{1},$ $(x, y)$ に関して $c\infty$ 級で, (1) に対応する古典

力学の Hamilton-Jacobi 方程式

$\partial_{t}S(t, s, x, y)+\frac{1}{2}(\partial_{x}S(t, s, x, y)-A(t, x))^{2}+V(t, x)=0$ , (8)
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$\partial_{s}S(t, s, x, y)-\frac{1}{2}(\partial_{y}S(t, s, x, y)+A(t, y))^{2}-V(t, x)=0$ (9)

をみたす. $S$ は次の評価をみたす:

$| \partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}(S(t, s, x, y)-\frac{(x-y)^{2}}{2(t-s)})|\leq C_{\alpha\beta}|t-s|$ , $|\alpha+\beta|\geq 2$ . (10)

(2) 基本解 $E(t, s, x, y)$ は次のように書ける :

$E(t, s, x, y)= \frac{e^{\mp d\pi i’ 4}}{|2\pi(t-s)|^{d’ 2}}e(t, s, x, y)e^{iS(t,s,x,y)}$ . (11)

ただし, $e(t, s, x, y)$ は $(x, y)$ について $C^{\infty}$ 級, 任意の $\alpha,$
$\beta$ に対して $\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}e(t, s, x, y)$ は

$(t, s, x, y)$ に関して $C^{1}$ 級で次を満たす :
$|\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}(e(t, s, x, y)-1)|\leq C_{\alpha\beta}|t-s|$ . (12)

調和振動子の例 (4) から分かるように, (6) の条件の下では一般には定理 1は大きい

$t-s$ に対しては成立しない。 しかし, $V(t, x)$ の無限大での増大度が二次関数より緩やか

な場合は, 定理 1の結果が任意の $t,$ $s$ に対して拡張される。 $V(t, x)$ は定理 1の条件とと

もに次を満たす時劣二次型と言われる。

$\lim_{|x|arrow\infty}|\partial_{x}^{a}V(t, x)|=0$ , $|\alpha|=2$ . (13)

$Q(T, R)=\{(t, s, x, y):0<|t-s|<T, x^{2}+y^{2}\geq R^{2}\}$ と定義する.

定理 2 ([10, 12]). $V(t, x)$ を劣二次型とする。 この時, $E(t, s, x, y)$ は $t\neq s$ において

$(x, y)$ の $C^{\infty}$ 級, 任意の $\alpha,$
$\beta$ に対して $\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}E(t, s, x, y)$ は $(t, s, x, y)$ の $C^{1}$ 級関数であ

る. 任意の $T>0$ に対して, $R>0$ が存在し次が成立する :

(1) $x^{2}+y^{2}\geq R^{2}$ を満たす $(x, y)\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ と $0<|t-s|<T$ に対して $x(t)=x$ ,

$x(s)=y$ を満たす (5) の解が一意的に存在する。 $(t, s, x, y)\in Q(T, R)$ に対して

$S(t, s, x, y)$ を (7) によって定義する。

(2) $Q(T, R)$ において $E(t, s, x, y)$ は (11) の形に書ける。 $e(t, s, x, y)$ は定理 1の性質

に加えて次を満たす :

$\lim_{x^{2}+y^{2}arrow\infty}$
$|\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}(e(t, s, x, y)-1)|=0$ . $|\alpha|+|\beta|\geq 0$ .

一方, $V(t, x)$ が空間の無限遠方で二次関数より早く増大する場合は空間次元 $d=1$ で

$V(t, x)=V(x)$ が $t$ に依存しない場合に限ってではあるが, $E(t, x, y)$ に定理 1や定理 2

の様な性質は望むべくもないことが示されている。
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定理 3([10, 14]). $d=1,$ $V(t, x)=V(x)\in C^{3}$ , 定数 $c>2$ と $C>0$ が存在して f 十分

大きな $|x|>R$ に対して次が成立とする。

$V$ は下に凸, $xV’(x)\geq cV(x)>0$ , $c>2$ , (14)

$|V^{(j)}(x)|\leq C\langle x\}^{-1}|V^{(j-1)}(x)|$ , $j=1,2,3$ . (15)

この時, 任意の $($ to, $x_{0},$ $y_{0})$ のどんなに小さな近傍においても基本解 $E(t, x, y)$ は $C^{1}$ 級で

はない. さらに, 適当な定数 $0<C_{1}<C_{2}<\infty$ に対して Ci $\langle x\}^{k}\leq V(x)\leq C_{2}\langle x\rangle^{k}$ な

ら. $k>10$ の時, $E(t, x, y)$ は任意の $t$ において $(x, y)$ に関して非有界である.

(14) の条件 $xV’(x)\geq cV(x)>0$ が満たされるとき, 十分大きな $x$ に対して, $V(x)\geq$

$C|x|^{c}$ であることを注意する.

以上の 3つの定理から分かるように, 基本解の性質はポテンシャルの空間無限遠方での

増大度 $V(x)\sim C|x|^{2}$ を境に大きく変化する。 このためこの境目での振る舞い, とくに $V$

が調和振動子の摂動の時, すなわち

$V(x)= \frac{1}{2}x^{2}+W(t, x)$ , $W$ は劣二次型 (16)

の時の基本解の性質は興味ある対象である。これについて以下が知られている。 $t$ がいわ

ゆる non-resonant time の時, すなわち $m\pi<t-s<(m+1)\pi,$ $m\in \mathbb{Z}$ の時, 調和振動子

の基本解の構造は劣二次型の摂動 $W$ に対して安定で, 基本解はほぼ (3) と同じ形である:

定理 4([4]). $V$ は $c\infty$ 級で, (16) を満たすとする。 この時, $E(t, s, x, y)$ は $m\pi<t-s<$

$(m+1)\pi,$ $m\in \mathbb{Z}$ において $(x, y)$ の $C^{\infty}$ 関数, $\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}E(t, s, x, y)$ は $(t, s, x, y)$ の $C^{1}$ 関数

である。任意の $0<\epsilon<\pi/2,$ $m\in \mathbb{Z}$ に対して次が成立する :

(1) $R>0$ が存在し $m\pi+\epsilon<t-s<(m+1)\pi-\epsilon,$ $x^{2}+y^{2}\geq R^{2}$ を満たす $(x, y)$ と

$t$ に対して $x(t)=x_{f}x(s)=y$ を満たす (5) の解 $(x(r),p(r))$ が一意的に存在する。

$S(t, s, x, y)$ をこの解の作用積分とする. $S(t, s, x, y)$ は次を満たす :

$\lim_{x^{2}+y^{2}arrow\infty}\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}(S(t, s, x, y)-\frac{((\cos(t-s)(x^{2}+y^{2})-2xy)}{2\sin(t-s)})=0,$ $|a|+|\beta|\geq 2$ .

(2) $m\pi+\epsilon<t-s<(m+1)\pi-\epsilon,$ $x^{2}+y^{2}\geq R^{2}$ に対して

$E(t, s, x, y)= \frac{e^{-id(1+2m)\pi’ 4}}{|2\pi\sin(t-s)|^{d/2}}e^{iS(t,s,x,y)}e(t, s, x, y)$
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が成立する。但し, $e(t, s, x, y)$ は $(x, y)$ について $c\infty$ 関数, $\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}e(t, s, x, y)$ は

$(t, s, x, y)$ について $C^{1}$ で次を満たす :

$\lim_{x^{2}+y^{2}arrow\infty}$
$\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}(e(t, s, x, y)-1)=0$ .

$t$ が resonant time $t=m\pi,$ $m\in \mathbb{Z}$ の時, 基本解の性質は摂動に関してより敏感であ

る。 $W$ は劣二次型でかつ国 $arrow\infty$ の時, 次を満たすとき劣線形型であるという :

$\sup_{t\in \mathbb{R}}|\partial_{x}^{\alpha}W(t, x)|=o(1)$
, $|\alpha|=1$ .

劣線形型の摂動に対しては調和振動子の基本解の性質は $t=m\pi$ でも安定である。

定理 5 ([4, 1, 2]). $V=x^{2}/2+W(t, x)$ で $W$ は劣線形型, $m\in \mathbb{Z}$ とする. この時,

$E(m\pi+s, s, x, y)$ には初期条件の特異性が回帰し

WF$xE(m\pi+s, s, x, y)=\{(-1)^{m}(y, \xi):\xi\in \mathbb{R}^{d}\backslash \{0\}\}$ .

$E(m\pi+s, s, x, y)$ は $|x-y|arrow\infty$ において急減少である : 任意の $N$ に対して定数 $C_{N}$

が存在して
$|E(m\pi+s, s, x, y)|\leq C_{N}\langle x-y\rangle^{-N}$ , $|x-y|\geq 1$ . (17)

$W$ は劣二次型でさらに次を満たす時, 線形型と言われる :
$|\partial_{x}^{\alpha}W(t, x)|\leq C$, $|\alpha|=1$ .

定理 6([11, 1, 2]). $W$ が線形型の時, 一般には初期条件の特異性 $\delta(x-y)$ は $t=m\pi$ に

おいて伝播する. 例えば $W=a\langle x\rangle$ の時, $\hat{\xi}=\xi’|\xi|$ として

$WF_{x}E(m\pi, x, y)=\{(-1)^{m}(y+2am\hat{\xi}, \xi):\xi\in \mathbb{R}^{d}\backslash \{0\}\}$ ,

$E(m\pi, x, y)$ は $|x-y|arrow\infty$ において急減少である : 任意の $N$ に対して定数 $C_{N}$ が存在

して
$|E(m\pi, x, y)|\leq C_{N}\langle x-y\rangle^{-N}$ , $|x-y|\geq R$ . (18)

しかし, 摂動が国 $arrow\infty$ において線形型より早く増大すると, 適当な符号条件のもと

で, $E(m\pi, x, y)$ の特異性は「無限遠方に吹き飛ばされ」 , $(x, y)$ の滑らかな関数となる :
$s=0$ としよう。

定理 7([11]). $V=x^{2}/2+W(t, x),$ $W$ は劣二次型で, $\partial_{x}^{2}W=(\partial^{2}W/\partial_{Xj}\partial x_{k})$ が, 定数

$0<\delta<1,0<C_{1}<C_{2}<\infty$ $($あるいは $-\infty<C_{1}<C_{2}<0)$ に対して符号条件:

$C_{1}\langle x\}^{-\delta}\leq\partial_{x}^{2}W(t, x)\leq C_{2}\langle x\rangle^{-\delta}$ , (19)
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を満たすとする. この時, $E(m\pi, x, y),$ $m\in \mathbb{Z}$ は $(x, y)$ に関して $C^{\infty}$ である。

この講演では定理 7の場合に基本解 $E(m\pi, x, y)$ が $|x-y|arrow\infty$ において無限大に発

散することを示す. これは線形型以下の時の (17), (18) と鋭いコントラストをなし, 調和

振動子の摂動の基本解 $E(m\pi, x, y)$ の滑らかさや有界性の性質が摂動 $W$ が劣線形型から

優線形型に変わる時に鋭く変化することを意味する。

定理 8([5]). $V(x)=x^{2}/2+W(t, x),$ $W(t, x)$ は劣二次型で符号条件 (19) を満たすと

する。 $m\in \mathbb{Z}$ と $y\in \mathbb{R}^{d}$ を任意に固定する。 この時, 任意の $0<a<b<\infty$ に対して,

$a\leq|x|\leq b$ の時 $\chi(x)=1$ を満たす任意の関数 $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{d}\backslash \{0\})$ に対して, $R\geq 1$ によ

らない定数 $0<M_{1}<M_{2}$ が存在して次が成立する :

$M_{1}R^{d\delta\prime(2-2\delta)} \leq(\int_{\mathbb{R}^{d}}|E(m\pi, x, y)|^{2}\chi(\frac{x}{R})^{2}\frac{dx}{R^{d}})^{1’ 2}\leq M_{2}R^{d\delta/(2-2\delta)}$ . (20)

注意 9. $\delta$ が $0$ から 1に増大するとき, $|x|arrow\infty$ での $W(t, x)$ の増大度 $2-\delta$ は減少し,

摂動 $W(t, x)$ の大きさは小さくなるにもかかわらず, $E(m\pi, x, y)$ の $|x|arrow\infty$ での増大度

$r(\delta)=d\delta/(2-2\delta)$

は $0$ から無限大に増大する。 この「矛盾」は準古典的「説明」できる。準古典論では初

期関数 $\delta(x-y)=E(O, x, y)$ は, 時間 $0$ において $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ の Lagrange 平面 $\{(x,p)\in$

$\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}:x=y,p\in \mathbb{R}^{d}\}$ に密度 $(2\pi)^{-d\prime 2}dp$ で一様分布する粒子群 $\Gamma$ を表す。時間 $m\pi$

後, $\Gamma$ は古典力学のハミルトン流によって $\{(x(m\pi, y, k),p(m\pi, y, k)):k\in \mathbb{R}^{d}\}$ に移相さ

れる. 今の場合, $|k|arrow\infty$ で

$|p(m\pi, y, k)|\sim|k|$ , $|x(m\pi, y, k)|\sim|k|^{1-\delta}$

である (補題 12を参照) . ゆえに準古典理論 (WKB 法) によって国 $arrow\infty$ の時,

$|E(m \pi, x, y)|\sim|\det(\frac{\partial x}{\partial k})|^{-12}\sim|k|^{d\delta\prime 2}\sim|x|^{d\delta\prime(2-2\delta)}$ .

上の「矛盾」にはまた別の説明もある : $\delta=0$ の時, $W=c\langle x\rangle^{2}$ で $m\pi$ は $V=x^{2}/2+W$

に対する resonant 時間ではないから対応する $E(m\pi, x, y)$ は有界である。 $\delta=1$ の時は,

$W=c\langle x\}$ だから, 前定理によって $E(m\pi, x, y)$ は有界領域 $|x-y|\leq 2$cm に集中する。

これは $C\langle x\rangle^{d\delta’(2-2\delta)}$ の $\deltaarrow 1$ での極限と考えることができる。波動関数の無限遠方に

おける挙動や特異性は $|x|arrow\infty$ や運動量変数 $|\xi|arrow\infty$ における挙動で決まる。 このよう

な極限的な量が摂動に関して不連続的に変化することはそれほど珍しくはない。
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注意 10. 定理 8の条件のもとで (1) の解に対して分散型評価は $(0, \pi)$ を超えては成立し

ない。 これはもちろん $E(\pi, x, y)$ が有界でないためであるが, これまでに知られている分

散型評価が不成立な例は, $E(t, x, y)$ が有限領域で特異性をもつために非有界になるもの

で, 基本解が滑らかで無限遠方で増大する様な例はこれが多分はじめてであると思う。

注意 11. 定理は [7] で予想されていた。 [7] では準古典型のシュレーディンガー方程式

$ih \frac{\partial u}{\partial t}=(-\frac{h^{2}}{2}\Delta+\frac{1}{2}x^{2}+h^{\mu}W(x))u$,

の基本解が始点 $x(O)=y$ と終点 $x(m\pi)=x$ を結ぶ軌道の作用積分 $S(x, y)$ と $\mathbb{R}^{2d}\backslash$

$\{(x, (-1)^{m}x):x\in \mathbb{R}^{d}\}$ のコンパクト集合上 $C^{-1}\leq|a(x, y, h)|\leq C$ を満たす関数 $a$ を

用いて
$E(m\pi, x, y)=h^{-d(1+\nu)\prime 2}a(x, y, h)e^{iS(x,y)\prime h},$ $\nu=\mu(1-\delta)$ ,

と表せることが示されている。 $E(m\pi, x, y)$ は通常の $h^{-d/2}$ に比べ $h^{-d\nu\prime 2}$ だけ大きな因

子を含む。 この論文 [7] の手法が特異性のある $W(x)=C|x|^{2-\delta}$ に対しても適用できれ

ば, この結果からこの $W$ にたいして定理 8の結果が成立することが方程式の斉次性を用

いて導ける。

2 正準変換の母関数

定理の証明をスケッチしよう。 まず $t=m\pi,$ $m\in \mathbb{Z}$ の近傍において解作用素 $U(t, 0)$

を Fourier 積分作用素によって

$U(t, 0)u(x)= \lim_{\epsilon\downarrow 0}\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{i^{-(m+1)d}e^{ix\xi-i\tilde{\varphi}(t,\xi,y)-\epsilon\xi^{2}}a(t,\xi,y)}{(2\pi)^{d}|\cos t|^{d\prime 2}}u(y)dyd\xi$ (21)

と表現する ([12])。 このために正準変換

$(y, k)\mapsto(x,p)=(x(t, y, k),p(t, y, k))$ (22)

の母関数 $\varphi(t, \xi, y),$ $(\partial_{\xi}\varphi)(t,p(t, y, k), y)=x(t, y, k),$ $(\partial_{y}\varphi)(t,p(t, y, k), y)=k$ を $p^{2}+y^{2}$

がおおきい領域において構成する。古典軌道 $(x(t),p(t))=(x(t, y, k),p(t, y, k))$ の性質
を調べよう。 $(x(t),p(t))$ は積分方程式

$x(t)=y \cos t+k\sin t-\int_{0}^{t}\sin(t-s)\partial_{x}W(s, x(s))ds$ , (23)
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$p(t)=-y \sin t+k\cos t-\int_{0}^{t}\cos(t-s)\partial_{x}W(s, x(s))ds$ . (24)

を満たす。 $W$ の仮定から $|\dot{x}|+|\dot{p}|\leq C(1+|x|+|p|)$ , これを積分すれば

$e^{-C|t|}(1+|y|+|k|)\leq(1+|x(t)|+|p(t)|)\leq e^{C|t|}(1+|y|+|k|)$ .

これを積分方程式 (23), (24) の右辺に適用し, $W$ の劣二次性を用いれば, $y^{2}+k^{2}arrow\infty$ に

おいて, $t$ に関してコンパクトー様に

$|x(t)-(y\cos t+k\sin t)|=o(|y|+|k|)$ , (25)
$|p(t)-(-y\sin t+k\cos t)|=o(|y|+|k|)$ (26)

であることが分かる。 $m\in \mathbb{Z}\backslash \{0\},$ $0<\epsilon<\pi/2,$ $I=[m\pi-\epsilon,$ $m\pi+\epsilon|$ とする. 積分方
程式 (24) を $k$ で微分し, さらに $y,$ $k$ で微分して Gronwall の不等式を用いて帰納的に議
論すれば

(a) 任意の $\alpha,$ $\beta$ に対して $R^{2}=y^{2}+k^{2}arrow\infty$ の時 $\Vert\partial_{y}^{\alpha}\partial_{k(\partial_{kp(t)-\cos t)\Vert}}^{\beta}arrow 0$

であることがわかる. $I$ 上で $|\cos t|\geq\cos\epsilon$ だからこれを用いて $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上の写像
$(y, k)\mapsto(y,p(t, y, k))$ に陰関数の定理を大きな球の外部領域において用いれば ([4]) ,

(b) $R>1$ が十分大きい時, 任意の $t\in I$ と $\xi^{2}+y^{2}\geq R^{2}$ をみたす $\xi,$ $y\in \mathbb{R}^{d}$ に対して,
$p(t, y, k)=\xi$ を満たす $k\in \mathbb{R}^{d}$ が一意に存在する

ことがわかる。 これは $x(O)=y,$ $p(t)=\xi$ を満たす (5) の唯一の解である。 そこで, $t\in I$

と $\xi^{2}+y^{2}>R^{2}$ に対してこの $k$ を取って

$\varphi(t, \xi, y)=x(t, y, k)\cdot\xi-\int_{0}^{t}L(s, x(s, y, k),\dot{x}(s, y, k))ds$, (27)

と定義する。 ただし, $L(t, x, v)=v^{2}/2-x^{2}\prime 2-W$ は $H(t, x,p)$ に対するラグランジア
ンである. この $\varphi$ は $\xi^{2}+y^{2}\geq R^{2},$ $t\in I$ において正準変換 (22) の母関数である. $t\in I$

の時, この $\varphi(t, \xi, y)$ を用いて $U(t, 0)$ をフーリエ積分作用素として (21) のように表現で
きる (詳細は [12] を参照)。ただし $\tilde{\varphi}(t, \xi, y),$ $a(t, \xi, y)$ は $(\xi, y)$ について $c\infty$ 級で, その
導関数 $\partial_{\xi}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}\tilde{\varphi}(t, \xi, y),$ $\partial_{\xi}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}a(t, \xi, y)$ は $(t, \xi, y)$ について $C^{1}$ 級, $\tilde{\varphi}$ は $\varphi(t, \xi, y)$ の拡張で

$\xi^{2}+y^{2}\geq R^{2},$ $t\in I$ の時, $\tilde{\varphi}(t, \xi, y)=\varphi(t, \xi, y)$

を満たす. また $a(t, \xi, y)$ は次を満たす関数である。

$\lim$ $\sup|\partial_{\xi}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}(a(t, \xi, y)-1)|=0$ (28)
$\xi^{2}+y^{2}arrow\infty t\in I$
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(21) から基本解 $E(t, x, y)$ は次の振動積分として得られる:

$E(t, x, y)= \lim_{\epsilon\downarrow 0}\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{i^{-(m+1)d}e^{ix\xi-i\overline{\varphi}(t,\xi,y)-\epsilon\xi^{2}}a(t,\xi,y)}{(2\pi)^{d}|\cos t|^{d\prime 2}}d\xi$. (29)

この積分 (29) は $C^{\infty}$-位相で収束する。以下 $\lim_{\epsilonarrow 0}$ と減衰因子 $e^{-\epsilon\xi^{2}}$ を省略する。以上

は一般の劣二次型の $W$ に対して成立することである。 (29) から定理 8を証明するには

$\varphi(\pi, y, \xi)$ が次の性質をみたすことが本質的である : 簡単のため $m=1$ とする.

補題 12. $W$ が符号条件 (19) を満たすとする. 任意の $L>0$ に対して, $R>0$ が存在し,

$|\xi|\geq R,$ $|y|\leq L$ に対して

$C_{1}|\xi|^{1-\delta}\leq|\partial_{\xi}\varphi(\pi, y, \xi)|\leq C_{2}|\xi|^{1-\delta}$ , (30)
$|\partial_{\xi}^{\alpha}\varphi(\pi, y, \xi)|\leq C|\xi|^{-\delta}$ , $|\alpha|\geq 2$ . (31)

が適当な定数 $C_{1},$ $C_{2},$ $C>0$ に対して成立する。

証明のアイデア. $\partial^{2}W(t,$ $x)$ は正定値とする。 (25) によって $|x(t)|\leq C(1+|k|)$ である。

$|\partial_{x}W(t, x)|\leq C\langle x\rangle^{1-\delta}$ だから, 積分方程式 (23) によって, $k$ が十分大きいとき

$|x( \pi, y, k)|\leq|y|+\int_{0}^{\pi}|\partial_{x}W(t, x(t))|dt\leq C|k|^{1-\delta}$

である。積分方程式 (23) を $k$ で微分して

$\partial_{k}x(t)=\sin t-\int_{0}^{t}\sin(t-s)(\partial_{x}^{2}W)(s, x(s))\partial_{k}x(s)ds$ (32)

Gronwall の不等式を用いれば $\Vert\partial_{k}x(t)\Vert\leq C,$ $0\leq t\leq\pi$ . (32) を iterate して $t=\pi$ とお

くと

$\partial_{k}x(\pi)=-\int_{0}^{\pi}\sin^{2}t(\partial_{x}^{2}W)(t, x(t))dt$

$- \int_{0}^{\pi}dt\int_{0}^{t}ds\sin t\sin(t-s)\partial_{x}^{2}W(t, x(t))\partial_{x}^{2}W(s, x(s))\partial_{k}x(s)$ . (33)

$W$ に対する符号条件によってある $C>0$ が存在して

$C\langle k\rangle^{-\delta}\leq C\langle x\rangle^{-\delta}\leq(\partial_{x}^{2}W)(t, x(t))$

これを用いると, (33) の右辺の第一項は

$\int_{0}^{\pi}\sin^{2}t(\partial_{x}^{2}W)(t, x(t))dt\geq C\langle k\rangle^{-\delta}$ (34)
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と評価される。第 2項は $\Vert\partial_{k}x(t)\Vert\leq C$ だから

$C \int_{0}^{\pi}dt\int_{0}^{t}ds\Vert\partial_{x}^{2}W(s, x(s))\Vert\Vert\partial_{x}^{2}W(t, x(t))\Vert=\frac{C}{2}(\int_{0}^{\pi}\Vert\partial_{x}^{2}W(t, x(t))\Vert dt)^{2}$

で評価できる。積分 $\int_{0}^{\pi}\Vert\partial_{x}^{2}W(s, x(s))\Vert ds$ を評価するのに, 十分大きな $|k|$ に対して, 積

分区間 $[0, \pi]$ を $I_{1}=\{t\in[0, \pi]:|x(t)|<\epsilon|k|\}$ と $I_{2}=\{t\in[0, \pi]:|x(t)|\geq\epsilon|k|\}$ に分解

する。 明らかに

$\int_{I_{2}}\Vert\partial_{x}^{2}W(s, x(s))\Vert ds\leq C\langle k\rangle^{-\delta}$ .

一方, $I_{1}$ は高々 2個の区間から成り, 各々の区間上ある定数 $C,$ $a$ に対して $|x(t)|\geq$

$C|k||t-a|$ となる ([12], Lemma 2.1, Lemma 2.2を参照)。従って,

$\int_{I_{1}}\Vert\partial_{x}^{2}W(s, x(s))\Vert ds\leq C\int_{a-\pi}^{a+\pi}(1+|k||t-a|)^{-\delta}dt\leq C|k|^{-\delta}$

これから, $|$ 第二項 $|\leq C\langle k\rangle^{-2\delta}$ である. $\hat{k}=k/|k|$ と書けば

$x( \pi, y, k)=x(\pi, y, 0)+\int_{0}^{|k|}\partial_{k}x(\pi, y, s\hat{k})\hat{k}ds$ .

両辺と $\hat{k}$ の内積を取り, (34) と $|$ 第二項 $|\leq C\langle k\}^{-2\delta}$ を用いれば, 十分大きな $k$ に対して

$|x( \pi, y, k)\cdot\hat{k}|=|x(\pi, y, 0)\cdot\hat{k}+\int_{0}^{|k|}x_{k}(\pi, y, s\hat{k})\hat{k}\cdot\hat{k}ds|$

$\geq C(|k|^{1-\delta}-|k|^{1-2\delta})-C_{2}\geq C|k|^{1-\delta}$ .

従って, $|x(\pi, y, k)|\geq C|k|^{1-\delta}$ である。 $R$ が十分大きければ $\xi=p(\pi, y, k)$ の時, (26) に

よって $|k|\sim|\xi|$ , 従って,

$C_{1}\langle\xi\rangle^{1-\delta}\leq|(\partial_{\xi}\varphi)(\pi, \xi, y)|=|x(\pi, y, k)|\leq C_{2}\langle\xi\}^{1-\delta}$

となって (30) が成立することが分かる。微分の評価 (31) の証明は省略する。 口

3 定理の証明

$\tilde{\varphi}$ の高階微分が例えば $|\partial_{\xi}^{\alpha}\varphi(\pi, \xi, y)|\leq C|\xi|^{-\delta-|\alpha|}$ の様に $|\xi|arrow\infty$ においてより高い

$|\xi|^{-1}$ のべきで減衰すれば, 通常の停留位相法とスケール変換を用いて定理 8の結果より

精密な各点評価
$|E(m\pi, x, y)|\sim C|x|^{d\delta\prime(2-2\delta)}$
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を得ることができる。 しかし $\tilde{\varphi}$ の高階微分に対するこの様な評価は成立しそうもない。
そこで平均をとって定理の

$I(R)= \frac{1}{R^{d}}\int_{\mathbb{R}^{d}}|\chi(\frac{x}{R})E(\pi, x, y)|^{2}dx$ . (35)

を評価する。 $\pi,$ $y$ を省略し, $\tilde{\varphi}=\varphi$ と書く. (35) に

$E(x, y)=(-2 \pi)^{-d}\int e^{ix\cdot\xi-i\varphi(\xi)}a(\xi)d\xi$

を代入し $x$ で先に積分すると

$I(R)= \frac{1}{(2\pi)^{d}}\int\hat{\chi}_{2}(R(\eta-\xi))e^{i(\varphi(\eta)-\varphi(\xi))}a(\xi)\overline{a(\eta)}d\xi d\eta$ ,

ただし $\chi_{2}(x)=\chi^{2}(x)$ で $\hat{f}$ は $f$ のフーリエ変換である。 $\eta=\zeta+\xi$ と変数変換し,

$a( \xi+\zeta)=\sum_{|\alpha|\leq N}\frac{1}{\alpha!}\zeta^{\alpha}a^{(\alpha)}(\xi)+\sum_{|\alpha|=N+1}\frac{1}{\alpha!}\zeta^{\alpha}b_{\alpha}(\xi, \zeta)$

と Taylor 展開する. 剰余項の $I(R)$ への寄与 $B_{N}(R)$ は次の定数倍の和 :

$\int\int\hat{\chi}_{2}(R\zeta)\zeta^{\alpha}e^{i(\varphi(\xi+\zeta)-\varphi(\xi))}a(\xi)\overline{b_{\alpha}(\xi,\zeta)}d\xi d\zeta=\int e^{-i\varphi(\xi)}a(\xi)I(\xi, R)d\xi$ ,

$I( \xi, R)\equiv\int e^{i\varphi(\xi+\zeta)}\hat{\chi}_{2}(R\zeta)\zeta^{\alpha}\overline{b_{\alpha}(\xi,\zeta)}d\zeta$.

$\ell\in \mathbb{N}$ を $\ell(1-\delta)>d$ と取って固定し, 積分 $I(\xi, R)$ に部分積分を $\ell$ 回行う。 $|\partial_{\xi}\varphi|$ の下か
らの評価 $C|\xi|^{1-\delta}\leq|\partial_{\xi\varphi(\xi)1}$ と高階微分の上からの評価 $|\partial_{\xi}^{\alpha}\varphi(\xi)|\leq C|\xi|^{-\delta},$ $|\alpha|\geq 2$ を

用いれば $\hat{\chi}$ が急減少であることから $|I(\xi, R)|\leq R^{-N-1-d+\ell}\langle\xi\}^{-\ell(1-\delta)}$ , 従って

$|B_{N}(R)| \leq\frac{C}{R^{N+d+1-\ell}}\int|a(\xi)|\langle\xi\rangle^{-\ell(1-\delta)}d\xi\leq\frac{C’}{R^{N+d+1-p}}$

と評価でき, 剰余項の寄与は無視できる. 従って $I(R) \sim\sum_{|\alpha|\leq N}(\alpha!)^{-1}(2\pi)^{-d}A_{\alpha}(R)$ ,

$A_{\alpha}(R)= \int(\int\hat{\chi}_{2}(R\zeta)\zeta^{\alpha}e^{i(\varphi(\xi+\zeta)-\varphi(\xi))}d\zeta)a(\xi)\overline{a^{(\alpha)}(\xi)}d\xi$

である。 内側の積分の位相関数を平均値の定理を用いて

$\varphi(\xi+\zeta)-\varphi(\xi)=\zeta\cdot\partial_{\xi}\varphi(\xi)+\Psi(\xi, \zeta)$
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と書いて $e^{i\Psi}$ を Taylor 展開して

$e^{i(\varphi(\xi+\zeta)-\varphi(\xi))}=e^{i\zeta\cdot\partial_{\xi}\varphi(\xi)}( \sum_{j=0}^{N}\frac{(i\Psi)^{j}}{j!}+(i\Psi)^{(N+1)}\frac{e^{i\theta\Psi}}{(N+1)!})$ .

$N$ を $(N+1)\delta>d$ ととる。 $|\Psi(\xi, \zeta)|\leq C\langle\xi\rangle^{-\delta}\langle\zeta\rangle^{\delta}|\zeta|^{2}$ だから展開の剰余項からの $A_{\alpha}$

への寄与は, 任意の $L$ に対して, 定数 $C_{LN}$ を用いて

$C_{LN} \int\int\langle R\zeta\}^{-L}|\zeta|^{2(N+1)+|\alpha|}\langle\xi\}^{-(N+1)\delta}\langle\zeta\rangle^{(N+1)\delta}d\xi d\zeta$

と評価できる。 $L>(N+1)(2+\delta)+|\alpha|+d+1$ ととれば, これは $\leq CR^{-(d+|\alpha|+2N+2)}$

となって無視できる. 残った展開の各項は次の定数倍 :

$\int(\int e^{i\zeta\cdot\partial_{\xi}\varphi(\xi)}\hat{\chi}_{2}(R\zeta)\zeta^{\alpha}(i\Psi(\xi, \zeta))^{m}d\zeta)a(\xi)\overline{a^{(\alpha)}(\xi)}d\zeta d\xi$.

第 1段の議論を繰り返して $\Psi(\xi, \zeta)$ を $\zeta$ に関してさらに $(\Psi=\varphi(\xi+\zeta)-\varphi(\xi)-\zeta\partial\varphi(\xi)$

を思い出せ) 適当な次数まで Taylor 展開し, 積 $\Psi(\xi, \zeta)^{m}$ を展開する. 剰余項を含む項は

部分積分を用いて無視可能であることが分かる。残ったのは, $|\beta_{1}|,$
$\ldots,$

$|\beta_{m}|\geq 2$ として

$\zeta^{\beta}\varphi^{(\beta_{1})}(\xi)\ldots\varphi^{(\beta_{m})}(\xi)$ , $\beta=\beta_{1}+\cdots+\beta_{m}$

の定数倍でこれらの $A_{\alpha}$ への寄与は

$\int e^{i\zeta\partial_{\xi}\varphi(\xi)}\hat{\chi}_{2}(R\zeta)\zeta^{(\alpha+\beta)}\varphi^{(\beta_{1})}(\xi)\ldots\varphi^{(\beta_{m})}(\xi)a(\xi)\overline{a^{(\alpha)}(\xi)}d\xi d\zeta$

これは $R^{-|\alpha|+|\beta|}R^{-d}$ 倍の

$| \int(\partial_{\zeta}^{\alpha+\beta}\chi_{2})(\partial_{\xi}\varphi(\xi)R)\varphi^{(\beta_{1})}(\xi)\ldots\varphi^{(\beta_{m})}(\xi)a(\xi)\overline{a^{(\alpha)}(\xi)}d\xi|$

$\leq\int|(\partial_{\zeta}^{\alpha+\beta}\chi_{2})(\partial_{\xi}\varphi(\xi)\prime R)|d\xi\leq CR^{d\delta’(1-\delta)}R^{d}$

で評価される。従って主要項は $\alpha=0$ で, $m=0$ の項

$\frac{1}{(2\pi)^{d}}\frac{1}{R^{d}}\int\chi(\partial_{\xi}\varphi(\xi)R)^{2}|a(\xi)|^{2}d\xi$ (36)

で与えられる。 $|\xi|arrow\infty$ の時, (30) によって $|\partial_{\xi\varphi(\xi)1\sim}|\xi|^{1-\delta}$ で, (28) によって $a(\xi)arrow 1$

だから, (36) $\sim CR^{d\delta/(1-\delta)}$ である. 口
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