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1 はじめに

近年、 コンピュータの計算能力の向上を背景に、さまざまな物理現象が数値計算されて
いる。 ここでは流体音の一種であるエッジトーンを研究対象とする。
エッジトーンとはジェットが懊形の物体 (以下、 エッジと言う) に衝突することで発生

する空力痔 (エアリード楽器の音源と考えられている) のことである。エッジトーンの周
波数に対しては、物理実験に基づく経験式が Brown [2] により導かれており、 この式と数
値計算による結果の比較が行われている $[11]$

、
$[6]$。特に [11] では三次元問題を扱い、 空

間および時間の離散化を十分に行なうためにスーパーコンピュータを使って数十時間以上
かけて計算を行なっている。
本研究では、以下のような方法で二次元におけるエッジトーンを手軽なミドルエンドの
コンピュータ (Core 2 Duo E85003. $16GHz$ および同 $E63001.83GH_{Z}$) を用いて短時間
で計算し、 パラメータを様々に変化させて Brown [2] にある実験式と比較する。
数値計算手法としては有限要素法を用い、領域を離散化する際に、 より精度を必要とす
ると思われる領域に節点を集中させるアダプティブな分割法を用いる。その手段として使
いやすいインターフェースを作成する。流速の計算は、現在普及している二つのプロセッ
サーコアを持つ CPU の特性を生かして 2 スレッド化して計算を行なう。

2 数値モデルと数値実験

2.1 エッジトーン発生メカニズムについてのシナリオ

エッジトーン生成のシナリオとしては、 1) 狭いスリットから吹き出すジェットがエッジ
に衝突して圧力変動が生じ、 2) それが上流に伝播して励起された局所的な渦度の変動が
スリットとエッジとの衝突領域間で増幅され、 3) 周期的な擾乱が形成されてエッジトー
ンが生じる、 という説 (圧カフィードバック説) が唱えられている ([6] などを参照)。

この際、 Primary vortex と Secondary vortex という渦が発生し、 Primary vortex は
ジェットの不安定さによって生じる渦で、エッジがない場合にも存在すると言われている。
実際、 それを裏付ける物理実験も存在する。
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2.2 ジェットの数値シミュレーション

上のシナリオを裏付ける数値シミュレーションを行うために、次のような状況の下で数
値実験を行った。

$\bullet$ 数値実験 $-$ その 1

まず、 エッジがない状態においてジェットの不安定について数値シミュレーション
を行った。結果として流体の不安定性が確認されたが、不安定現象の数値計算に特
徴的な現象として、数値解の様子は、空間分割数や吹き出し流速によって敏感に変
化した。

$\bullet$ 数値実験 - その 2

次に、 エッジがある状態においてエッジトーンを数値シミュレーションし、 エッジ

の影響を調べる。特に、 Brown の式に含まれるパラメータ (吹き出し流速 $U$ とス

リット-エッジ間距離 $L$) を変化させて数値実験を行ない、数値計算結果を Brown
の式と比較する。 ここで、 エッジトーンの周波数 $f$ に対する Brown の式 [2] は次の
ように与えられる。

$f=0.466j_{k}(100U-40)( \frac{1}{100L}-0.07)$ , $k=$ ステージ (1)

$j_{1}=1$ , $j_{2}=2.3$ , $j_{3}=3.8$ , $j_{4}=5.4$

$\bullet$ 数値実験 $-$ その 3

さらに、 Brown による物理実験において確認されているヒステリシス現象を数値シ
ミュレーションできるかどうかを確認する。特に、 流速を増加させていったときと
減少させていったときとで、発生するエッジトーンのステージに違い (ヒステリシ

ス $)$ が現れるかどうかの確認を行った。

3 エッジトーンの数値シミュレーション
本研究で用いたエッジトーンの計算方法に付いて以下に述べる。従来から、エッジトー
ンの計算方法としては、圧縮性流体を直接解く方法と、非圧縮性流体の解と音響学的類推
(acoustic analogy) を組み合わせて解く方法がある。
本研究では、手近なコンピュータを用いて計算することで、解の性質をより詳しく調べ
ることができる後者の方法を用いる。 さらに計算量の制限から、 図 1のような配置におけ
る 2次元計算を行う。 また、空間離散化においてはジェットの近傍に節点を集めるアダプ
ティブなメッシュを生成させる。このために使い勝手の良いインターフェイスを開発して
用いた。
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ニ種類の流速, ニ種類の空間メッシュ. ニ種類の時間刻みを用い、以下の

領域形状と境界条件のもとでジェットの数値シミュレ–ションを行な $-\supset$た.

メッシュ 2(節点数 7615) 1

図 1: 2次元領域とメッシュ分割例 - エッジ無し

3.1 音響学的類推

音響学的類推においては、空気に関して非圧縮性を仮定して流速および圧力を求め、得
られた圧力変動から Lighthill の理論によって音圧を計算する。 ここで、 Navier-Stokes 方
程式 (Reynolds の形式) から導かれる音圧に対する Lighthill の表現式は以下のように与
えられる $[5]$

、 [4]
$( \frac{1}{c_{0}^{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}-\nabla^{2})[c_{0}^{2}(\rho-\rho_{0})]=\frac{\partial^{2}T_{ij}}{\partial x_{i}\partial x_{j}}$ , (2)

ここで

$T_{ij}$ $=$ $\rho u_{j}u_{j}+((p-p_{0})-c_{0}^{2}(\rho-\rho_{0}))\delta_{ij}-\sigma_{ij}$, (3)

$\sigma_{ij}$ $=$ $2 \eta(\epsilon_{ij}-\frac{1}{3}\epsilon_{kk}\delta_{ij})$ , $\epsilon_{ij}=\frac{1}{2}(\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}-\frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}})$ , (4)

かつ、 co は音速、 $\rho_{0\text{、}}p_{0}$ は遠方における一様な空気の密度と圧カポテンシャルである。 $\delta_{ij}$

はクロネッカーのデルタである。
次に、 Curle の式は、 エッジ表面 $S$ を持つ物体がコンパクトであり、 観測地点 $x$ が音

源より十分離れているとき、 Lighthill の表現式から導かれる。Curle の式により双極子音
圧 $p_{d}$ を求める。 ここで、 Curle の式は、 $|u|<<c_{0}$ の仮定の下で、 国 $arrow\infty$ において次の

ように与えられる $[5]$
、

$[4]$。

$p_{d}(t, x)= \frac{1}{4\pi c_{0}}\frac{x_{i}}{|x|^{2}}\frac{\partial}{\partial t}\int_{S}n_{i}p(t-\frac{|x|}{c_{0}}, y)dS_{y}$ (5)

この式の計算において、エッジ表面 $S$ での圧力 $P$は 3次のスプライン関数で補間する。ま
た、 表面積分の計算には 5次の Gauss-Legendre 公式を用いる。さらに、 時間微分は中心
差分を用いる。
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3.2 流体の方程式と数値解法

次に、流体の基礎方程式について簡潔にのべる。流体は非圧縮粘性流体であると仮定す
る。 流れは 2次元非定常流を扱う。基礎方程式は次の Navier-Stokes方程式である。

$\frac{\partial u_{i}}{\partial t}+u_{j}\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}$ $=$ $\frac{1}{Re}\frac{\partial}{\partial x_{j}}(\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}})-\frac{\partial p}{\partial x_{i}}$ , $R_{e}= \frac{L_{R}U_{R}}{\mu}$ (6)

$\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{i}}$ $=$ $0$ (7)

であり、 $R_{e}$ はレイノルズ数、 $L_{R}$ は代表長さ、 $U_{R}$ は代表流速、 $\mu$ は流体の動粘性係数で
ある。

Navier-Stokes方程式の計算手法には、 分離解法の一種である流速修正法を用いた。 有
限要素法により離散化を行い、 速度場と圧力場には区分的一次連続関数を用いる。
計算ステップは、流速に対して前進オーラー法的に扱い、圧力は時間ステップ後の圧力

を圧カボアッソン方程式で求める。そのために、第 $n$ ステップまで出計算された流速 $u_{i}^{n}$

から中間流速を
$u_{i}’=u_{i}^{n}- \triangle t\{u_{j}^{n}\frac{\partial u_{i}^{n}}{\partial x_{j}}-\frac{1}{Re}\frac{\partial}{\partial x_{j}}(\frac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}})\}$ (8)

で定義し、次に圧力を
$\frac{\partial^{2}p^{n+1}}{\partial x_{i}^{2}}=\frac{1}{\triangle t}\frac{\partial u_{i}’}{\partial x_{i}}$ (9)

で求め、 最後に
$u^{n+1}=u_{i}’- \triangle t\frac{\partial p^{n+1}}{\partial x_{i}}$ (10)

で次のステップでの流速を計算する。
中間流速および流速の各成分は各スレッドで計算する。圧力は $LU$ 分解を利用して直

接解法で計算する。なお、 数値振動を抑制するために SUPG 法 [1] を用いる。圧力の妥当
な境界条件については様々な議論がある。ここでは、十分エッジから離れた場所に人工的
計算のための境界を置き、 そこで $p=0$ の条件を与えて計算した。

3.3 メッシュ生成など

メッシュ生成については Jonathan Richard Shewchuk により作成された Triangle (ver-

sion 1.6) [9] (Copyright 1993, 1995, 1997, 1998, 2002, 2005 Jonathan Richard Shewchuk)
というプログラムを用いて自動三角形要素分割した。
このプログラムを用いることで、Delaunay 三角分割法を用いて作成される要素の最大

面積と最小角を設定できる。また、 いったん要素分割した後に、各要素それぞれに最大面
積・最小角を設定してそれをもとに再分割することも可能にした。この機能を利用して、
重要だと思われる領域に節点が集まるよう手動で要素分割を調整する事を可能にした。さ
らに、各要素の最大面積・最小角をグラフィカルに設定できるユーザーインターフェース
を作成した。
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$0$

$0$

$L–15$ [mml のメッシュ(節点数 5584)

図 2: メッシュ分割の例-エッジあり

3.4 エッジトーンの数値シミュレーション

エッジトーンの生成についてのシミュレーションは、 $L$ および UMAX を変化させる実
験、 補正 ${\rm Re}$ を用いる実験、 ヒステリシス現象を確認する実験などを行なった。
数値シミュレーションで用いたパラメータとして、 $L=5[mm]$ 、 $UMAX=20[m/s]$ と

したときのエッジから十分離れた観測地点 $(1m, 1m)$ での音圧とパワースペクトルの計算
結果を示す。

$L=5$ [mm], $U_{\mathfrak{l}tA_{-*}}\cdot=20[m/s]$ としたときの観測地点 (lm,lm)
での音圧とパワースペクトルの計算結果を示す.

$\sim ug\not\in\xi$

,
1

$’\iota\cdot$;

音圧

図 3: エッジトーン音圧の時間プロファイルとパワースペクトラム

最後に、固定した幾何学的形状のもとで、吹き出し流速を上げていく場合と、下げてい
く場合で、ステージの移り変わる流速に違いが出るという、いわゆるヒステリシス現象に
ついて数値実験を行い、一例として、 図 4のような結果が得られた。 この結果は必ずしも
Brown $[$ 2 $]$ にある実験式と定性的にそのままでは一致しないが、代表流速を調整すること
で実験式に数値結果を近づけることが出来ることも見出している。実験におけるレイノル
ズと数値実験におけるレイノルズをどのように設定するかは今後の課題である。
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図 4: ヒステリシスの確認 :Brown の実験式 (点線) と数値計算例 $\cross$ ( $U$増加の場合), $+(U$

減少の場合) との比較

4 結果のまとめと今後の課題
今回の数値シミュレーションの結果と今後の課題をまとめておく。

4.1 数値的に確認できたこと

$\bullet$ ステージ 1およびステージ 2における Brown による実験式に一致する強い周波数
成分を持つエッジトーンが数値的に確認できた。

$\bullet$ レイノルズ数 $Re$ を補正することで Brown の式との一致が良くすることが出来る
ことを発見した。 また、 $Re$ が大きいほど乱れた流れとなるため、 $Re$ はエッジトー
ンに影響を及ぼす重要なパラメータと再認識できた。

$\bullet$ 吹き出し口とエッジ間の距離 $L=15[mm]$ とした状況においてヒステリシス現象が
数値的に確認できた。

4.2 数値シミュレーシ 1 ン結果と Brown による物理実験結果の相違点
$\bullet$ 流速 $U$ およびスリットーエッジ間距離 $L$ と、発生するエッジトーンの周波数 $f$ の関
係は Brown の式とよく一致したものの、 そのステージ $k$ に違いがあった。

$\bullet$ 例えば $U=18[m/s]$ とすると、 $L=5,10,15[mm]$ のそれぞれにおけるステージは、
本数値実験結果によるとすべて 1だが、 Brown による物理実験結果によるとそれぞ
れ 1(または 2) , 3, 4となっている。
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$\bullet$ 数値例で、 $Re$ を大きくするとステージが上がったケースがあったので $Re$ の取り

扱い方に問題がある可能性がある。

4.3 今後の課題など

$\bullet$ 各計算は 1時間 $\sim$ $10$ 時間程度で行えたが、 中間流速および流速の計算の並列化に
よって、 さらに 10 % 程度計算時間を短縮できた。今後、 節点のリナンバリング方

法を改善したり、圧力の計算方法に反復解法を用いることで計算時間のさらなる短
縮が期待できる。

$\bullet$ 数値計算によるエッジトーンのステージを Brown による物理実験に合わせること
が今後の課題となる。 レイノルズ数を調整するだけで、数値結果を全ての実験結果
に合わせることができるか ?

$\bullet$ エッジトーンを発音メカニズムとするエアリード楽器の 2次元モデルを作成し、 パ
イプ部分との共鳴も考えつつ数値シミュレーションを行なう。
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