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概要

本稿では超越整関数のジーゲル円板と特異値に関する知られて
いるいくつかの結果を紹介する。

1 ジーゲル円板と特異値

ジーゲル円板とはファトウ集合の不変成分の一つで、単位円板と等角
同値であり、 その上での写像の作用は単位円板上の無理数回転と共役と
なるものである。ファトウ集合の不変成分は特異値と密接な関係がある。
ここで特異値とは臨界値あるいは漸近値のことである。ジーゲル円板の
場合には次のことが言える。

定理 1. ジーゲル円板の境界は、ある特異値の前方軌道の閉包に含まれる。

次数 2以上の有理関数の場合についてはファトウ [4] が示している。 こ

の定理に関して次のような問題がドウアディ [2] から出された。

問題 2. ジーゲル円板の境界は特異点を含むか ?

これに対しギス [6] が次を示した。

定理 3. 回転数がディオファンタス条件を満たし、 さらにジーゲル円板の
境界がジョルダン曲線であるならば、境界は臨界点を含む。
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一方でエルマン [10] は 2次多項式でそのジーゲル円板の境界が擬円で
あるが、 臨界点を含まないものを構成した ([3] 参照) 。 これらのことか

ら、 ジーゲル点の回転数の数論的意味や境界の位相的性質が研究対象と
なって行く。本稿ではこれ以上立ち入らず、初期の参考論文をいくつか挙
げておく。 $[2]$

、
$[8]$

、
$[9]$

、
$[11]$

、
$[19]$

、
$[20]_{0}$

臨界点については次のマニエの定理 [13] に注意しておく。

定理 4. 有理関数のジーゲル円板の境界は、ある再帰臨界点の前方軌道の
閉包に含まれる。

2 超越整関数のジーゲル円板
超越整関数を考えると、無限遠点は真性特異点であり、 ジュリア集合
は非有界となる。無限遠点はジュリア集合に含まれると考える。
正弦関数は超越整関数であるが、特異値は 2つの臨界値である。 この
関数族についてチョウ $[21]$

、 [22] は次を示した。

定理 5. $f(z)=e^{2\pi\theta i}\sin(z)$ で $\theta$ は有界型無理数であるとする。 このとき、
このジーゲル円板の境界は擬円であり、その上に 2つの臨界値を持つ。

また、 $f_{a}(z)=(e^{2\pi\theta i}z+az^{2})e^{z}(a\neq 0)$ とすると、 2つの臨界点とひと
つの漸近値 $0$ を持つが $0$ は不動点である。キーンとチョウ [12] は次を示
した。

定理 6. $\theta$ は有界型無理数であるとすると、原点を中心とするジーゲル円
板の境界は擬円であり、その上にいずれかあるいは両方の臨界値を持つ。

指数関数は臨界値を持たず、ただひとつの漸近値を持つ。エルマン、
べーカー

$\grave$
リッポン [1] が次の問題を提出した。

問題 7. $g_{\lambda}(z)=\lambda(e^{z}-1)$
、

$|\lambda|=1$ が原点を中心とするジーゲル円板 $S_{\lambda}$

を持つとする。
(a) $S_{\lambda}$ が $\mathbb{C}$ で有界となる $\lambda$ が存在することを示せ。
(b) もし $S_{\lambda}$ が $\mathbb{C}$ で非有界であれば漸近値 $-\lambda$ は $S_{\lambda}$ 上にあるか ?

リッポン自身 [18] は 2次多項式の時の議論を拡張して、 ほとんど全て
の $\lambda$ について $g_{\lambda}$ のジーゲル円板の境界上にー $\lambda$ があることを示した。
問題 7(b) の答えはレンペ [16] が与えた。
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定理 8. $g_{\lambda}$ が非有界ジーゲル円板を持つならば、 $-\lambda$ はその境界上にある。

ジーゲル円板が非有界となるかどうかについては、 グラチックとシュ
ビィアテック [7] は次を示した。

定理 9. 臨界点を持たない整関数が有界型無理数の回転数を持つジーゲル
円板を持てば、 それは非有界となる。

奥山 [15] は構造有限型超越整関数についてマニエの定理の一般化を与
えている。
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