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1 基本設定

場の量子論は，もちろんきわめて重要な物理の理論であり，数学における多くの基本的に
重要なテーマと関連していることは言うまでもない．作用素環論との関係も古くから知ら
れており，多くの結果があるが，ここでは，Connes の非可換幾何学との新しい関係につ
いて説明したい．ここで取り上げる場の理論は，超対称性を持ったカイラルな共形場理論
である．
量子場の理論を数学的に扱う手段として古くからよく知られているものとして，Wight-

man field によるものがある．それは，時空と，その上の作用素値超関数と，時空の対称
性の群を指定するものである．
共形場理論では，時空はまず 2次元 Minkowski 空間 $\{(x, t)|x, t\in \mathbb{R}\}$ を考えるが，カ

イラルな理論では，その中の $\{x=\pm\}$ のいずれかをコンパクト化した 1次元円周 $S^{1}$ を
考える．もう時間座標と空間座標は混ざってしまったが，これが「時空」にあたるもので
ある．また，ここでの対称性の群は向きを保つ，自己微分同相写像の全体 Di$ff(S^{1})$ であ
る．作用素値超関数の作用素は，真空ベクトルを持つ Hilbert 空間に作用する．これを，
直接数学的に公理化したものがWightman field の公理系である．今「時空」は，$S^{1}$ なの
で，この上の作用素値超関数は，作用素を係数とする Fourier 級数に展開することができ
る．これを代数的に公理化したものが頂点作用素代数である．
しかしここでは，作用素環に基づく公理化を考える．代数的場の量子論と呼ばれるも

のである．([91に全体像がある．) 公理化のもととなる考え方は次のとおりである．$S^{1}$ 上
の作用素値超関数 $T$ があったとしよう．区間 $I\subset S^{1}$ を固定し，$supp\varphi\subset I$ となるよう
な試験関数 $\varphi$を取って，$\langle T,$ $\varphi\rangle$ を考える．「作用素値」超関数とは，これが (非有界かもし
れない) 作用素になると言うことである．このとき，$I$ を固定したまま，$T$ や $\varphi$ を取りか
える．こうしてできる $\langle T,$ $\varphi\rangle$ たちの生成する von Neumann 環を考える．これは「有界」
な線形作用素のなす環である．この，$I$ に $A(I)$ を対応させる規則に条件を課したものを
公理と思うのである．

1. $I_{1}\subset I_{2}\Rightarrow A(I_{1})\subset A(I_{2})$ .

2. $I_{1}\cap I_{2}=\emptyset\Rightarrow[A(I_{1}),A(I_{2})]=0$ .

3. $Diff(S^{1})$-共変性

4. 正エネルギー条件
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5. 真空ベクトルの存在

2番目の条件中の括弧は交換子であり，この条件は局所性と呼ばれる．後の 3つは題
目だけ書いてある．正確な形は，[12] を参照していただきたい．このような条件を満たす
作用素環の族 $\{A(I)\}$ を局所共形ネットという．数学的な立場からは，背景は忘れて単に
上の 5条件を満たす作用素環の族 $\{A(I)\}$ を考える，と言ってよい．
さて，このような公理系はよいが，どのような例があるのかまったく明らかでない．実

際何も道具がなければ，自明な例 (すべての $I$ に対し $A(I)=\mathbb{C}$ ) 以外の例をーつでも作る
ことは困難である．
そこで基本的な例を作る方法を説明しよう．Virasoro 代数と呼ばれる有名な無限次元

Lie環がある．その生成元は $\{L_{n}|n\in \mathbb{Z}\}$ と，central element と呼ばれる一つの元 $c$ で
あり，それらの関係式は

$[L_{m}, L_{n}]$ $=$ $(m-n)L_{m+n}+ \frac{c}{12}(m^{3}-m)\delta_{m+n,0}$ .

と，$c$ が中心的であることである．これに対し，Hilbert 空間の上へのユニタリ表現とい
う概念があり，既約なユニタリ表現についてはよくわかっている．そこでは，$c$ は正の実
数に移され，その値は 1以上の実数か$\searrow$ または $c=1-6/m(m+1),$ $m=3,4,5\ldots$ という
形であることもわかっている．そのような表現で真空表現と呼ばれるものをーつ考えて固
定し，$L_{n}$ の像を同じ記号 $L_{n}$ と書く．そして，$L(z)= \sum_{n\in \mathbb{Z}}L_{n}z^{-n-2}$ を $z\in \mathbb{C},$ $|z|=1$
に対して考えると，これがきちんと $S^{1}$ 上の作用素値超関数と思うことができる．この一
つの作用素値超関数に対して試験関数を用いて上の手続きを行うと，実際に局所共形ネッ
トが作れていることがわかる．(この確認は自明ではない．) このとき Cは特定の実数値を
取っているので，こうしてできる局所共形ネットをこの値 $c$ に対する Virasoro ネットと
呂う．
ついで，この Virasoro 代数に，超対称性を取り込んだ，$N=1$ 超 Virasoro 代数を考え

る．それは，$\mathbb{Z}_{2^{-}}$grading を持つ超 Lie環であって，その生成元は上述の，central charge $c$

と $L_{n},$ $n\in \mathbb{Z}$ (いずれも grading は偶) と，さらに grading が奇の元たち $G_{r}$ である．ここ
で，$r$ の動く範囲は 2つの可能性があり，$r\in \mathbb{Z}$ で考えるとき Ramond 代数，$r\in \mathbb{Z}+1/2$

で考えるとき Neveu-Schwarz 代数という．いずれの場合も，関係式は以下のとおりである．

$[L_{m}, L_{n}]$ $=$ $(m-n)L_{m+n}+ \frac{c}{12}(m^{3}-m)\delta_{m+n,0}$ , (1)

$[L_{m}, G_{r}]$ $=$ $( \frac{m}{2}-r)G_{m+r}$ , (2)

$[G_{r}, G_{s}]$ $=$ $2L_{r+s}+ \frac{c}{3}(r^{2}-\frac{1}{4})\delta_{r+s,0}$ . (3)

このうち Neveu-Schwarz 代数については，真空表現と呼ばれる既約ユニタリ表現があ
る．ここで，前と同様に，$L(z)= \sum_{n\in \mathbb{Z}}L_{n}z^{-n-2}$ と，さらに $\sum_{r\in \mathbb{Z}+1/2}G_{r}z^{-r-3/2}$ を考え
ると，これらは $S^{1}$ 上の作用素値超関数と解釈できる．ここで前と同様に，試験関数を使
うと，やはり，作用素環の族 $\{A(I)\}$ ができるが，

$I_{1}\cap I_{2}=\emptyset\Rightarrow[A(I_{1}), A(I_{2})]=0$

の解釈では，角括弧は超交換子と思わなくてはいけない．つまり，超 Lie環の偶奇性から，
作用素たちにも偶奇性が定まり，奇の元同志の角括弧は反交換子と解釈すると言う意味で
ある．こうしてできる作用素環の族を超共形ネットと言う．
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今度は，既約ユニタリ表現における $c$ の値は，

$\{\frac{3}{2}(1-\frac{8}{m(m+2)})|m=3,4,5,$ $\ldots\}\cup[3/2, \infty)$

という集合に入ることが知られている．$c<3/2$ の場合を考えよう．一般の超共形場理論
では，もっと量子場 (作用素値超関数) があるので，$A(I)$ は大きくなると考えられる．そこ
で，$A(I)$ をどのように大きくできるかを考える．(本当は $A(I)$ を大きくするには，Hilbert
空間も大きくしなくてはいけないが，今はその話は省略する．[12] に詳しく出ている．)
一般に $A(I)$ を大きくする可能性は非常に限定されることが示され，$c<3/2$ のケースは完
全な分類リストが [5] で示されている．それらは，A-D-E Dynkin 図形のある種のペアで
ラベルづけされている．これらは [1], [2], [14], [16], [17], [18], [191に基づく．なお，Jones
理論 [10] のこの文脈での説明は [7] にある．
共形場理論に対する他の手法との対比については，[8] とそこでの参照文献を見るとよ

いであろう．[11] にも最近の解説がある．

2 微分幾何学との類似

向きづけられた $n$次元コンパクト Riemann 多様体の Laplacian $\triangle$ を考える．Weyl の公
式は，$tarrow 0$ のとき，

Tr $(e^{-t\Delta}) \sim\frac{1}{(4\pi t)^{n/2}}(a_{0}+a_{1}t+\cdots)$ ,

という漸近展開を与える．ここで，$a_{0}$ は多様体の体積であり，$n=2$ のときは $a_{1}$ は多様
体の Euler標数 (の適当な定数倍) である．
一方，たちのよい局所共形ネットに対し，$tarrow 0$ のとき

$\log$ Tr $(e^{-tL_{0}}) \sim\frac{1}{t}(a_{0}+a_{1}t+\cdots)$ ,

という形の漸近展開がなりたつことが [13] で示された．ここで係数のうち最初の 3 っ，
$a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2}$ は具体的に与えられている．
これはつまり，多様体の Laplacian と，局所共形ネットの $L_{0}$ (conformal Hamiltonian

とも呼ばれる) が何か似たものであるということを示している．また上の式で $\log$ がっぃ
ているということは，局所共形ネットが，「無限次元」の幾何学的対象だと言うことを示
しており，それは当然最もなことであろう．しかし，$\log$を取った後の式は，ある種の正
規化の後では，局所共形ネットは 2次元の幾何学的対象のようなふるまいをするというこ
とである．このことについては詳しくは [13] を見るとよい．
「たちのよい」 という条件は正確には，$SL(2, \mathbb{Z})$ の二つの自然な作用が一致するとい

うことである．一つは，character の上の 1次分数変換から定まり，もう一つは braiding
から定まる．ある種の有限性条件を満たすすべての知られている例では，この二つの作用
は一致している．
この種の類似のさらに一般的な追究が [15] にある．

3 非可換幾何学との関係

Connes の非可換幾何学 [61の基本的な考え方は，非可換な作用素環は，「非可換空間」の
上「関数環」と思うべきだ，というものである．これは単位元を持つ可換なぴ環は，コ
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ンパクト Hausdorfff空間の上の連続関数環であり，可換な von Neumann環は，測度空間
の上の $L^{\infty}$-関数環であることに基づき，これ自体は古くからある考え方である．しかし，
通常幾何学では単なるコンパクト Hausdorff空間や測度空間ではなく，もっと強い構造の
入ったもの，たとえば多様体を考える．そこで作用素環でも，(コンパクト Riemann) 多
様体の上の $C^{\infty}$-関数環を「非可換化」 したようなものを考えたいのである．

Connes による spectral triple がそのような，「非可換多様体」の公理化である．それ
は，より正確にはコンパクト Riemann spin 多様体の「非可換化」であり，次の 3つ組
$(\mathcal{A}, H, D)$ のことである．

1. $H$ :Hilbert 空間．

2. $\mathcal{A}:B(H)$ の $*$-部分環．

3. $D:H$上の (非有界) 自己共役作用素．

ここで Hilbert 空間 $H$は，$L^{2}$-spinors の空間の非可換化であり，$\mathcal{A}$ は，多様体 $M$ 上
の $C^{\infty}(M)$ の非可換化である．$\mathcal{A}$ は norm で閉じていることは要請されていないので，
般に $c*$-環ではない．$D$ は Dirac 作用素の非可換化である．これらに対する公理として，
$D$ の resolvent がコンパクトであること，$a\in \mathcal{A}$ に対し，$[a, D]\in B(H)$ であることを要
請する．(正確には，$[a, D]$ の定義域は $H$全体でないが，$H$全体に延ばせるということで
ある．)

Ramond 代数の関係式の中に $G_{0}^{2}=L_{0}-c/24$ .があることに注意しよう．$c/24$ は表現
ではスカラーであり気にしなくてもよいので，$G_{0}$ は実質的には，conformal Hamiltonian
$L_{0}$ の平方根である．Dirac作用素は，適当な意味で，Laplacian $\triangle$ の平方根とみなせるも
ので，$\triangle$ と $L_{0}$ の類似性を上で見たところなので，$G_{0}$ は Dirac 作用素の類似物と思える
のである．
そこで，Ramond代数のユニタリ表現から出発する．これにより，Hilbert 空間 $H$ の上

の，von Neumann 環の族 $\{A(I)\}$ ができる．( $I$ は $S^{1}$ の区間である．) このとき，$H$ は真
空ベクトルを持たないので，これは上で述べた意味での超共形ネットではないのだが，そ
れは今問題ではない．これによって，spectral triple のうち，Hilbert空間 $H$ と，$G_{0}$ の像
$D$ ができた．Resolvent のコンパクト性は問題ない．なお，今は $G(z)= \sum_{r\in \mathbb{Z}}G_{r}z^{-r-3/2}$

を見ると，$r\in \mathbb{Z}$ なので，$z$ の指数が半整数になってしまうが，それでも問題なく，構成
が実行できる．詳しくは [4] を見よ．
さて，あとは作用素の環 $\mathcal{A}$だが，これは，区間 $I$ でパラメトライズされたものを作る．

すでに，区間 $I$ ごとに von Neumann環 $A(I)$ があるわけだが，これでは大きすぎるので，

$\mathcal{A}(I)=\{x\in A(I)|[D,x]\in B(H)\}$

とおく．今度は作り方より，各区間 $I$ ごとに $\{\mathcal{A}(I),\cdot H, D\}$ が spectral triple になること
は明らかだが，$\mathcal{A}(I)=\mathbb{C}$ となってしまうかもしれない．もちろん，このような spectral
triple には何の興味もない．ここで，Buchholz-Grundling [3] の手法により，$\mathcal{A}(I)$ は，「十
分大きい」ことが示せるのである．
なお，$t>0$ に対して，Tr $(e^{-tD^{2}})<\infty$ であることもすぐにわかる．非可換幾何学で

は，これはよく出てくる条件で $\theta$-総和可能条件と呼ばれる．これは，ある種の無限次元非
可換多様体がたちのよいものであるという条件である．今，$L_{0}$ の固有値の多重度は急速
に大きくなっていくため，固有値の増大度はたいへんゆっくりであることに注意する．正
確な構成と証明は [4] にゆずる．
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