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1 Introduction
[2] では Hyperbolic空間における幾何学として、hyperbolic geometry と horospher-

ical geometry が考えられていた。 ここではそれぞれ vertical geometry, horizontal
geometry と呼ぶ。 また [5] では de Sitter 空間内において平坦な空間的超曲面として flat
elliptic hyperquadric を持つ幾何学、 de Sitter hyperhorosphere を持っ幾何学、が存在
することが知られている。それぞれの幾何学をここでは vertical geometry と horizontal
geometry と呼ぶ。 ここでは、 それぞれの空間内において vertical geometry と horizontal
geometry をつなげる幾何学を考える。 それは 1径数 $\theta\in[0, \frac{\pi}{2}]$ に依存する幾何で、 slant
geometry と呼ぶ。

第 3章では Hyperbolic 空間内における slant geometry を考える。 この考えを 2次元

hyperbolic 空間のモデルである Poincar\’e disk を用いて簡単に説明する。下図のように、
Poincar\’e disk の理想境界である単位円との角度が $90^{o}$ である円 (測地線) を”直線” とみな

すような幾何学が hyperbolic geometry であり、 角度が $0^{o}$ である単位円に接する円 (ホロ

円 $)$ を”直線” とみなすような幾何学が horospherical geometry である。第 3章では単位円
との角度がその間の $\theta$ である円 (等距離曲線) を”直線” とみなすような幾何学を考える。

第 4章では de Sitter 空間内における slant geometry を考える。 $\theta=0$ の時が horizontal
geometry、 $\theta=\frac{\pi}{2}$ の時が vertical geometry に対応している。
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2 Minkowski space
ここではまず Minkowski 空間および hyperbolic 空間における用語の定義を行い、基本的

な性質について述べる。

いま、 $\mathbb{R}^{n+1}=\{(x_{0}, x_{1}, \ldots,x_{n})|x_{i}\in \mathbb{R}(i=0,1, \ldots, n)\}$ を $(n+1)$ 次元ベクトル空間と

する。任意のペクトル $x=(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n}),$ $y=(y_{0},y_{1}, \ldots, y_{n})\in \mathbb{R}^{n+1}$ に対し、 擬内積

$\langle,$ $\rangle$ を

$\langle x,y\rangle=-x_{0}y_{0}+\sum_{i=1}^{n}$ xiyi

と定める。 $(\mathbb{R}^{n+1}, \langle, \rangle)$ を $(n+1)$ 次元 Minkowski 空間といい、 $\mathbb{R}_{1}^{n+1}$ と表す。 また、

Minkowski 空間内のベクトル $x$ の擬ノルムを $\Vert x\Vert=\sqrt{|\langle x,x\rangle|}$ と定める。ベクトル $v\in$

$\mathbb{R}_{1}^{n+1}\backslash \{0\}$ が spacelike, timelike, lightlike であるとはそれぞれ、 $\langle v,$ $v\rangle>0,$ $\langle v,v\rangle<$

$0,$ $\langle v,$ $v\rangle=0$ であるときをいう。 また、 ベクトルの第 $0$ 成分が正値 (負値) であるときに

それぞれ未来 (過去) 方向であるという。Milikowski 空間内の hyperplane を、 ベクトル

$v\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}\backslash \{0\}$ と実数 $c$ を使って、

$HP(v, c)=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x,v)=c\}$

と定める。 Hyperplane $HP(v, c)$ が spacelike, timelike, lightlike であるとは、対応

する $v$ が timelike, spacelike, lightlike であるときをいう。未来方向 (過去方向) の $n$ 次元

hyperbolic 空間を

$H_{+(-)}^{n}(-1)=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|(x,$ $x\rangle=-1,$ $x_{0}>0(x_{0}<0)\}$
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と定め、 $H^{n}(-1)=H_{+}^{n}(-1)\cup H_{-}^{n}(-1)$ とする。 また、 $n$ 次元 de Sitter 空間を

$S_{1}^{n}=\{x\in \mathbb{N}_{1}^{n+1}|\langle x,x)=1\}$

と定める。 さらに未来方向 (過去方向) の $n$ 次元 lightcone もそれぞれ、

$LC_{+(-)}^{*}=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x,x\rangle=0, x_{0}>0(x_{0}<0)\}$

と定め、 $LC^{*}=LC_{+}^{*}\cup LC_{-}^{*}$ とする。

Minkowski 空間内の hyperplane と未来方向の $n$ 次元 hyperbolic 空間の共通部分

$HP(v, c)\cap H_{+}^{n}(-1)=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x, v\rangle=c, \langle x, x\rangle=-1\}$ $(v\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}\backslash \{0\}, c\in \mathbb{R})$

を $HQ_{h}(v, c)$ と表し、hyperquadric という。 さらに $v$ が timelike, spacelike, lightlike の
ときをそれぞれ、elliptic hyperquadric (hypersphere), hyperbolic hyperquadric
(equidistant hypersurface), parabolic hyperquadric (hyperhorosphere) とい

い、 $HE_{h}(v, c),$ $HH_{h}(v,c),$ $HS_{h}(v, c)$ と表す。特に $c=0$ なる hyperbolic hyperquadric
を、 flat hyperbolic hyperquadric (hyperplane) という。
また Minkowski 空間内の hyperplane と $n$ 次元 de Sitter 空間の共通部分

$HP(v, c)\cap S_{1}^{n}=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x, v\rangle=c, \langle x,x\rangle=1\}(v\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}\backslash \{0\}, c\in \mathbb{R})$

を $HQ_{d}(v, c)$ と表し、hyperquadric という。 さらに $v$ が timehke, spacelike, lightlike の
ときをそれぞれ、 elliptic hyperquadric, hyperbolic hyperquadric, parabolic hy-
perquadric (de Sitter hyperhorosphere) といい、 $HE_{d}(v, c),$ $HH_{d}(v, c),$ $HS_{d}(v, c)$

と表す。特に $c=0$ なる elliptic hyperquadric を、 flat (small) elliptic hyperquadric
という。つぎに $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ なる $\theta$ について、同様に集合を定義する。 $n$ 次元 $\theta$-hyperbolic
空間を

$H^{n}(-\sin^{2}\theta)=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x,x\rangle=-\sin^{2}\theta\}$

と定め、 $n$ 次元 $\theta$-de Sitter 空間を

$S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x,x\rangle=\sin^{2}\theta\}$

と定める。 すると、 $\theta=0$ のとき $H^{n}$ (-sxn5 $\theta$ ) $=S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)=LC^{*}\cup\{0\}$ であり、 $\theta=\frac{\pi}{2}$

のとき $H^{n}(-\sin^{2}\theta)=H^{n}(-1),$ $S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)=S_{1}^{n}$ となる。

3 Slant geometry on Hyperbolic space
ここでは、 hyperbolic 空間における slant geometry を考える。
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3.1 Differential geometry of hypersurfaces in hyperbolic space

$H_{+}^{n}(-1)$ 内の hypersurface を考える。 $U\subset \mathbb{R}^{n-1}$ を開集合とし、その座標を $u=$

$(u_{1}, \ldots,u_{n-1})$ と表す。写像 $x^{h}$ : $Uarrow H_{+}^{n}(-1)$ を embedding とし、 その像 $x^{h}(U)$ を

$\Lambda f_{h}$ と書く。 その単位法ベクトルを $x^{d}$ とすると、常に $x^{d}(u)\in S_{1}^{n}$ を満たしている。 この

ことから、 $\cos\theta x^{h}(u)\pm x^{d}(u)\in S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)$ がわかるので、

$N_{\theta}^{d\pm}:Uarrow S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)$

$u\mapsto\cos\theta x^{h}(u)\pm x^{d}(u)$

なる写像を定義し、 $x^{h}$ の $\theta$-de Sitter Gauss indicatrix という。すると、 $\theta=0$ のと

き、 $N_{\theta}^{d\pm}=x^{h}\pm x^{d\text{、}}\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき、 $N_{\theta}^{d\pm}=\pm x^{d}$ となり、 それぞれ [2] で導入されて
$V)$ た horizontal geometry の hyperbolic Gauss indicatrix, vertical geometry の de Sitter
Gauss indicatrix になっている。
ここで、 $v\in S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)$ について、

$HP(v, -\cos\theta)\cap H_{+}^{n}(-1)=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x,v\rangle=-\cos\theta, \langle x,x\rangle=-1\}$

を $HQ_{h}(v, -\cos\theta)$ と表し、 $\theta-flat$ hyperbolic hyperquadric という。すると $\theta-flat$

hyperbolic hyperquadric は、 $\theta=0$ のとき parabolic hyperquadric (hyperhorosphere)
$HS_{h}(v, -1)$ であり、 $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき flat hyperbolic hyperquadric (hyperplane) $HH_{h}(v,0)$

となる。 $\theta-flat$ hyperbolic hyperquadric について次が成り立っ。

Proposition 3.1. $N_{\theta}^{d\pm}$ が定値写像のとき、 hypersurface $MM_{h}$ は $\theta-flat$ hyperbolic $hyperarrow$

quadric に含まれる。

Euclidian differential geometry で、 曲面の Gauss 写像が定値写像ならばその曲面は
hyperplane の一部になっていた。 したがってこの命題から、$\theta-flat$ hyperbolic hyperquadric
は slant geometry $|$こおいて Euclidian differential geometry の hyperplane $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こあたる重要

な集合であることがわかる。

さて、微分写像 $dx^{d}(u),$ $dN_{\theta}^{d\pm}(u)$ は $T_{u}U$ から $T_{p}\Lambda f_{h}$ への線型写像であるが、 $U$ と $\Lambda f_{h}$ は

embedding $x^{h}$ によって同一視できるので、線型変換 $dx^{d}(u),$ $dN_{\theta}^{d\pm}(u)$ : $T_{p}\Lambda f_{h}arrow T_{p}M_{h}$

とみなされる。 このとき、 $dN_{\theta}^{d\pm}(u)=\cos\theta id_{T_{p}A}i_{h}\pm dx^{d}(u)$ となっている。

線型変換 $S_{\theta}^{d\pm}(p):=-d\mathbb{N}_{\theta}^{d\pm}(u)$ を $M_{h}$ の $P$ における $\theta$-de Sitter shape operator と

いい、線型変換 $A_{p}:=-dx^{d}(u)$ を $\Lambda f_{h}$ の $P$ における de Sitter shape operator という。
それぞれの固有値を $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}(p),$

$\kappa_{p}$ とおく。 すると、 $S_{\theta}^{d\pm}(p)=-\cos\theta id_{T_{p}j1f},$. $\pm A_{p}$ であること
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から、 ベクトル $v$ が $S_{\theta}^{d\pm}(p)$ の固有ベクトルであることと $A_{p}$ の固有ベクトルであることは

同値になり、 $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}(p)=-\cos\theta\pm\kappa_{p}$が成り立っ。 また、関数 $K_{\theta}^{d\pm}(u):=\det S_{\theta}^{d\pm}(p)$ を $M_{h}$

の $p$ における $\theta$-de Sitter Gauss-Kronecker curvature といい、関数 $K_{d}(u):=\det A_{p}$

を $M_{h}$ の $p$ における de Sitter Gauss-Kronecker curvature という。
$U$ の点 $u$ $($または $p=x^{h}(u))$ が $\Lambda$布の $\theta$-umbilic point であるとは、 $S_{\theta}^{d\pm}(p)=$

$\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}(p)id_{T_{p}M_{h}}$ となるときをいう。すると、 この定義は $A_{p}=\kappa_{p}id_{T_{p}\Lambda f_{h}}$ が成り立っことと

同値になり、 $\theta$ によらないことがわかる。 したがって単に umbilic point と呼ぶ。 また、
hypersurface $Af_{h}$ が totally umbilic であるとは、 $\Lambda f_{h}$ 上のすべての点が umbilic point と

なるときをいう。

Totally unibilic な曲面の分類として、以下の命題が成り立っ。

Proposition 3.2. Hypersurface $Af_{h}$ が totally umbilic であるとき、 $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}(p),$

$\kappa_{p}’$ の値は一

定となる。 これを $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm},$
$\kappa$ と表すと、 以下の分類を得る。

(1) $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}\neq 0$ の場合

$(a)0<|\kappa|=|\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}+\cos\theta|<1$ ならば、 $\Lambda f_{h}$ は hyperbolic hyperquadric に含まれる。
$(b)1<|\kappa|=|\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}+\cos\theta|$ ならば、 $\Lambda f_{h}$ は elliptic hyperquadric に含まれる。
$(c)|\kappa|=|\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}+\cos\theta|=1$ ならば、 $\Lambda f_{h}$ は pambolic hyperquadric に含まれる。
$(d)\kappa=\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}+\cos\theta=0$ ならば、 $\Lambda f_{h}$ は flat hyperbolic hyperquad短 $c$ に含まれる。

(2) $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}=0$ の場合、 $\Lambda f_{h}$ は $\theta-flat$ hyperbolic hyperquadric に含まれる。

Umbilic point $p$ について、 $\overline{\kappa}_{\theta}^{d\pm}(p)=0$ となるものを $\theta^{\pm}-flat$ point と定義する。
任意の $i$ について、 $x_{u_{i}}^{h}$ は spacelike であるので、 $g_{ij}(u):=\langle x_{u_{1}}^{h}(u),x_{u_{j}}^{h}(u)\rangle$ は正定値か

つ対称になる。 このことから五 $f_{h}$ 上の Riemann 計量 ($x^{h}$ の hyperbolic 第一基本形式)
は、

$g_{ij}(u):=\langle x_{u_{i}}^{h}(u),x_{u_{j}}^{h}(u)\rangle,$ $ds^{2}= \sum_{i.j=1}^{n-1}g_{\dot{t.}j}du_{i}du_{j}$

で与えられる。 さらに、 $x^{h}$ の $\theta$-第二基本形式を

$\overline{h}_{ij}^{\theta\pm}(u):=\langle-N_{\theta u_{1}}^{d\pm}(u),x_{u_{j}}^{h}(u)\rangle$

と定義し、 $x^{h}$ の de Sitter 第二基本形式を

$h_{ij}(u):=\langle-x_{u_{i}}^{d}(u),x_{u_{j}}^{h}(u))$

と定義する。 すると、 $\overline{h}_{ij}^{\theta\pm}(u)=-\cos\theta g_{\mathfrak{i}j}(u)\pm h_{ij}(u)$ が成り立っている。
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Proposition 3.3 ( $\theta$-Weingarten 公式). $(g^{kj})=(g_{kj})^{-1},$ $((\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i})=(\overline{h}_{ik}^{\theta\pm})(g^{kj})$ とおく

とき、次の公式が成り立っ。

$N_{\theta u_{l}}^{d\pm}=-\sum_{j=1}^{n-1}(\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i}x_{u_{j}}^{h}$

このとき、 $\theta$-第二基本形式の定義から $((\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i}(u))=-\cos\theta I\pm(h_{ik}(u))(g^{kj}(u))$ となっ

ている。 また、 $\theta$-Weingarten 公式より $\theta-$de Sitter shape operator $S_{\theta}^{d\pm}(p)$ の表現行列は、
$((\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i}(u))$ である。 このことから、 以下の公式を得る。

Corollary 3.4.

$K_{\theta}^{d\pm}= \frac{\det(\overline{h}_{ij}^{\theta\pm})}{\det(g_{kl})}$

$\Lambda f_{h}$ の点 $p=x^{h}(u)$ について、 $K_{\theta}^{d\pm}(u)=0$ となるものを $\theta^{\pm}$ -parabolic point という。

3.2 $\theta$-height function

Hypersurface $x^{h}$ : $Uarrow H_{+}^{n}(-1)$ と $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ なる $\theta$ について、 $x^{h}$ の $\theta$-height
function を次のように定義する。

$H_{\theta}^{d}:U\cross S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)arrow \mathbb{R}$

$(u,v)\mapsto\langle x^{h}(u),v\rangle+\cos\theta$

すると、 $\theta=0$ のとき horizontal geometry における lightcone height function であり、
$\theta=\frac{\pi}{2}$ のときは vertical geometry の de Sitter height function になっている [2]。 $\theta$-height
function について次の命題が成り立っ。

Proposition 3.5. (1) $H_{\theta}^{d}(u, v)=0$ となる必要十分条件は、 ある $\mu,$ $\xi_{1},$

$\ldots,$
$\xi_{n-1}\in \mathbb{R}$ が

あって、

$v=\cos\theta x^{h}(u)+\mu x^{d}(u)+\sum_{i=1}^{n-1}\xi_{i}x_{u_{i}}^{h}(u)$

が成り立っことである。

(2) $H_{\theta}^{d}$ (u, v) $= \frac{\partial H_{\theta}^{d}}{\partial u_{1}}$ $( u, v)=\cdots=\frac{\partial H_{\theta}^{d}}{\partial u_{n-1}}$ (u,v) $=0$ となる必要 $+$分条件は、

$v=\cos\theta x^{h}(u)\pm x^{d}(u)=N_{\theta}^{d\pm}(u)$

が成り立っことである。
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$v_{0}\in S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)$ を固定した $\theta$-height function $h_{\theta v_{0}}^{d}$ を、

$h_{\theta v_{0}}^{d}$ : $Uarrow \mathbb{R}$ , $h_{\theta v_{0}}^{d}(u):=H_{\theta}^{d}(u,v_{0})$

と定める。 また、 $h_{\theta v_{\text{。}}}^{d}$ の $u$ におけるヘッセ行列を $Hess(h_{\theta v_{\text{。}}}^{d})(u)$ と表す。すると、次の命

題が成り立っ。

Proposition 3.6. $v_{0}^{\theta\pm}=N_{\theta}^{d\pm}(u_{0}),$ $p=x^{h}(u_{0})$ をとるとき、次が成り立っ。

(1) $P$ が $\theta^{\pm}$ -parabolic point となる必要 $+$分条件は、 det Hess $(h_{\theta v_{0}^{\theta\pm}}^{d})(u_{0})=0$ が成り立っ

ことである。

(2) $P$ が $\theta^{\pm}$ -flat point となる必要 $+$分条件は、 rank $Hess(h_{\theta v_{O}^{\theta\pm}}^{d})$(uo) $=0$ が成り立っこと

である。

3.3 $\theta$-de Sitter Gauss indicatrix as wave front

関数芽 $F$ :($\mathbb{R}^{k}\cross \mathbb{R}^{n}$ , (uo, vo)) $arrow(\mathbb{R}, 0)$ がMorse 超曲面族であるとは、 $\Delta^{*}F$ : $(\mathbb{R}^{k}\cross$

$\mathbb{R}^{n}$ , (uo,vo) $)arrow(\mathbb{R}^{k+1},0)$ を $\Delta^{*}F:=(F, \frac{\partial F}{\partial u_{1}}, \ldots, \frac{\partial F}{\partial u_{k}})$ とおいたとき、 $\Delta^{*}F$ が非特異であ

るときをいう。 このとき $n-1$ 次元部分多様体芽

$\Sigma_{*}(F):=\{(u, v)\in(\mathbb{R}^{k}\cross \mathbb{R}^{n}, (u_{0}, v_{0}))|F(u,v)=\frac{\partial F}{\partial u_{1}}(u, v)=\cdots=\frac{\partial F}{\partial u_{k}}(u, v)=0\}$

を得る。 また、 写像芽 $\mathcal{L}_{F}$ :( $\Sigma_{*}(F)$ , (uo, vo $)$ ) $arrow PT^{*}\mathbb{R}^{n}$ ,

$\mathcal{L}_{F}$ ( $u$ , $v$ ): $=( v, [\frac{\partial F}{\partial v_{1}} (u, v): . . . :\frac{\partial F}{\partial v_{n}}(u, v)])$

は Legendrian immersion germ である。 $\theta$-height function $H_{\theta}^{d}$ について、次が成り立っ。

Proposition 3.7. $\theta$ -height function $H_{\theta}^{d}$ は $(u, v)\in\Sigma_{*}(H_{\theta}^{d})$ のまわりで Morse超曲面族
である。

$\theta$-height function $H_{\theta}^{d}$ の特異点集合は

$\Sigma_{*}(H_{\theta}^{d})=(\Delta^{*}H_{\theta}^{d})^{-1}(0)=\{(u, v)\in U\cross S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)|H_{\theta}^{d}(u,v)=H_{\theta u}^{d}:(u,v)=0\}$

と表されるが、 Proposition 3.5より $\Sigma_{*}(H_{\theta}^{d})=\{(u, N\theta d\pm(u))|u\in U\}$ である。以上か

らルジャンドル特異点論により Legendrian immersion germ $\mathcal{L}_{\theta}^{d\pm}$ を得る。 ここで $v^{\theta\pm}=$

$N_{\theta}^{d\pm}(u)$ であることから、 $\mathcal{L}_{\theta}^{d\pm}$ の wave front は $\theta$-de Sitter Gauss indicatrix の像となる。
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3.4 Contact with $\theta$-flat hyperbolic hyperquadric

この節では hypersurface $\Lambda f_{h}$ と $\theta-fl$at hyperbolic hyperquadric の間の接触について研
究する。 そのために部分多様体の間の接触に関する Montaldi の理論 [6] を復習する。 まず
以下の定義を行う。

$X_{i}$ ,聾欧 $(\mathbb{R}^{n}, y_{i})$ を $\dim X_{1}=\dim X_{2},\dim Y_{1}=\dim$ Y2を満たす部分多様体とする。 こ

のとき、 $X_{1}$ , $Y_{1}$ の $y_{1}$ における接触型と $X_{2}$ , $Y_{2}$ の $y_{2}$ における接触型が同じであるとは、微
分同相写像芽 $\Phi$ : $(\mathbb{R}^{n}, y_{1})arrow(\mathbb{R}^{n}, y_{2})$ があって、集合芽として $\Phi(X_{1})=X_{2},$ $\Phi(Y_{1})=Y_{2}$

が成り立っことである。 この関係を $K(X_{1}, Y_{1}:y_{1})=K(X_{2}, Y_{2}:y_{2})$ と表す。

Montaldi は多様体の間の接触型についての関係を写像の間の $\mathcal{K}$-同値関係を用いて次のよ

うに表した。

Theorem 3.8 (Montaldi). $X_{i}$ ,若欧 $\mathbb{R}^{n}(i=1,2)$ を部分多様体、 $\dim Y_{i}=n-1$ とし、
$f_{i}$ : $(\mathbb{R}^{n}, y_{i})arrow(\mathbb{R}, 0)$ を $f_{i}^{-}(0)=Y_{i}$ を満たす submersion $g_{i}$ : $(U_{i},x_{i})arrow(\mathbb{R}^{n}, y_{i})$ を

$g_{i}(U_{i})=X_{i}$ なる immersion とおく。 このとき $K(X_{1}, Y_{1} :y_{1})=K(X_{2}, Y_{2} :y_{2})$ であるた

めの必要十分条件は fioglと $f_{2}\circ g_{2}$ が $\mathcal{K}$ -同値となることである。

Montaldi[6] は、 $Y_{i}$ の余次元が一般の場合にも同様の定理を示した。
$x^{h}$ : $Uarrow H_{+}^{n}(-1)$ を hypersurfaoe とし、 $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ とする。 $S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)\ni$ vo について、
関数 $\text{り_{}\theta v_{\text{。}}}^{d}$ : $H_{+}^{n}(-1)arrow \mathbb{R}$ を $|]_{\theta v_{\text{。}}}^{d}(x);=\langle x,$ $v$0 $\rangle+\cos\theta$ と定義する。 すると

$\text{り_{}\theta vo^{-1}}^{d}(0)=\{x\in H_{+}^{n}(-1)|\langle x,v_{0}\rangle=-\cos\theta\}=HQ_{h}(v_{0}, -\cos\theta)$

より、 $\text{り_{}\theta v_{\text{。^{}-1}}}^{d}(0)$ は $\theta-flat$ hyperbolic hyperquadric となる。 さらに、 $N_{\theta}^{d\pm}$ (uo) $=v_{0}^{\theta\pm}\in$

$S_{1}^{n}(\sin^{2}\theta)$ のとき、 $\text{り_{}\theta v_{0}^{\theta\pm^{-1}}}^{d}(0)$ は hypersurface A$f_{h}=x^{h}(U)$ に $p=x^{h}(u_{0})$ で接してい

る。 このようなり
$\theta$dvO$\theta\pm$ (U) を $THQ_{h}^{\pm}(x^{h}$ , uo; $\theta)$ と表して tangent $\theta-flat$ hyperbolic

hyperquadric という。

$i=1,2$ について $x_{i}^{h}$ : $(U, u_{i})arrow(H_{+}^{n}(-1), x_{i}^{h}(u_{i}))$ を hypersurface とし、 $x_{i}^{h}$ の $\theta-$

de Sitter Gauss indicatrix germ を $N_{\theta i}^{d\pm},$ $\theta$-height function を $H_{\theta i}^{d}$ とし、各 $u_{i}$ につい

て、 $v_{i}^{\theta\pm}=N_{\theta i}^{d\pm}(u_{i})$ を固定した $\theta$-height function を $h_{i,v_{j}^{\theta\pm}}^{\theta}$ とする。 また、 Legendrian
immersion germ を $\mathcal{L}_{\theta i}^{d\pm}$ とおく。 このとき、 ルジャンドル特異点論の応用として以下が成

立する。

Theorem 3.9. 2つの hypersurface $x_{i}^{h}$ に対応する Legendrian immersion gem $\mathcal{L}_{\theta i}^{d\pm}$ が

Legendrian 安定ならば、次の条件は同値である。
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1. $N_{\theta 1}^{d\pm}$ と $N_{\theta 2}^{d\pm}$ は $\mathcal{A}$-同値

2. $\mathcal{L}_{\theta 1}^{d\pm}$ と $\mathcal{L}_{\theta 2}^{d\pm}$ は Legendrian 同値

3. $H_{\theta 1}^{d}$ と $H_{\theta 2}^{d}$ は $\mathcal{P}-\mathcal{K}$-同値

4. $h_{1,v_{1}^{\theta\pm}}^{\theta}$ と $h_{2,v_{2}^{\theta\pm}}^{\theta}\ovalbox{\tt\small REJECT} f\mathcal{K}$-剛直

5. $K(x_{1}^{h}(U), THQ_{h}^{\pm}(x_{1}^{h}, u_{1};\theta):x_{1}^{h}(u_{1}))=K(x_{2}^{h}(U),THQ_{h}^{\pm}(x_{2}^{h}, u_{2};\theta):x_{2}^{h}(u_{2}))$

Hypersurface $x^{h}$ と $u0$ $\in U$ について、 $(x^{h^{-1}}(THQ_{h}^{\pm}(x^{h}, u0;\theta)), uo)$ を $x^{h}$ の posi-
tive(negative) tangent $\theta-flat$ hyperbolic hyperquadrical indicatrix germ とい

う。 この集合芽は $N_{\theta}^{d\pm}$ についての $\mathcal{A}$-不変量になることがわかる。

3.5 Hyperbolic Monge forms

[2] では、 $H_{+}^{n}(-1)$ 内の hypersurface の局所表示として hyperbolic Monge form (H-

Monge form) が導入された。 ここでは $n=3$ ときを考える。
$U$ を $\mathbb{R}^{2}$ における $0$ の開近傍とし、 $f:Uarrow \mathbb{R}$ を $f(O)=0,$ $f_{u_{i}}(0)=0(i=1,2)$ を満た

す関数とする。 ここで H-Monge fornl $x_{f}^{h}$ : $Uarrow H_{+}^{3}(-1)$ を

$x_{f}^{h}(u):=$ $($ $f^{2}(u)+u_{1}^{2}$ 十 $u_{2}^{2}+1,$ $f(u),$ $u_{1},$ $u_{2})$

と定める。 ここで、$H_{+}^{3}(-1)$ 内のどんな surface も、局所的には H-Monge form によって与え
られることが知られている [2]。計算により $x_{f}^{h}(0)=(1,0,0,0),$ $x_{f}^{d}(0)=(0, -1,0,0)$ とな

り、 $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ なる $\theta$ について、 $N_{\theta}^{d\pm}(0)=(\cos\theta, \mp 1,0,0)$ である。 $x_{f}^{h}(0)=p,$ $N_{\theta}^{d\pm}(0)=$

$v_{0}^{\theta\pm}$ とおく。 $v_{0}^{\theta\pm}$ における $\theta-flat$ hyperbolic quadric $HQ_{h}(v_{0}^{\theta\pm}, -\cos\theta)$ の H-Monge form
$x_{HQ_{h}^{\pm}}^{\theta}$ : $Uarrow H_{+}^{3}(-1)$ は、 $0< \theta\leq\frac{\pi}{2}$ なる $\theta$ について、

$x_{HQ_{h}^{\pm}}^{\theta}(u)=(1-\frac{1}{\sin^{2}\theta}(1-\sqrt{1+\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})})$ ,

$\pm\frac{\cos\theta}{\sin^{2}\theta}(1-\sqrt{1+\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})}),$
$u_{1},$ $u_{2})$

となる。 このとき、 $\theta=\frac{\pi}{2}$ ならば flat hyperbolic quadric (plane) の H-Monge form に

一致し、 $\theta$ を $0$ に近づけると parabolic quadric (horosphere) の H-Monge form に収束

する。 さらに $x_{HQ_{h}^{\pm}}^{\theta}(U)$ は $p$ で $x_{f}^{h}(U)$ に接していることがわかるので、 $x_{HQ_{h}^{\pm}}^{\theta}(U)$ は $x_{f}^{h}$

の $p=x_{f}^{h}(0)$ における tangent $\theta-flat$ hyperbolic quadric $THQ_{h}^{\pm}(x_{f}^{h}, 0;\theta)$ である。 $x_{f}^{h}$ の

tangent $\theta-flat$ hyperbolic quadrical indicatrix は、

$x_{f}^{h^{-1}}(THQ_{h}^{\pm}(x_{f}^{h}, 0;\theta))=\{u\in U|\pm f(u)=\frac{\cos\theta}{\sin^{2}\theta}(1-\sqrt{1+\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})})\}$

と表される。
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4 slant geometry on de Sitter space
ここでは、 de Sitter 空間における slant geometry を考える。

4.1 Differential geometry of spacelike hypersurface in de Sitter space

$S_{1}^{n}$
. 内の spacelike hypersurface を考える。 $U\subset \mathbb{R}^{n-1}$ を開集合とし、 その座標を $u=$

$(u_{1}, \ldots,u_{n-1})$ と表す。写像 $x^{d}$ : $Uarrow S_{1}^{n}$ を embedding とし、 その像 $x^{d}(U)$ を $\Lambda f_{d}$ と

書く。 いま $x^{d}$ が spacelike hypersurface であるとは、 $x_{u_{i}}^{d}$ によって張られる空間が

spacelike であるときをいう。 その単位法ベクトルを $x^{h}$ とすると、常に $x^{h}(u)\in H^{n}(-1)$

を満たしている。 このことから、 $\cos\theta x^{d}(u)\pm x^{h}(u)\in H^{n}(-\sin^{2}\theta)$ がわかるので、

$\mathbb{N}_{\theta}^{h\pm}:Uarrow H^{n}(-\sin^{2}\theta)$

$u\mapsto\cos\theta x^{d}(u)\pm x^{h}(u)$

なる写像を定義し、 $\theta$-hyperbolic Gauss image of $x^{d}$ という。 すると、 $\theta=0$ のとき、
$N_{\theta}^{h\pm}=x^{d}\pm x^{h\text{、}}\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき、

$N_{\theta}^{h\pm}=\pm x^{h}$ となり、 これらは [5] で定義された、 lightcone
Gauss image $(\theta=0)$ , hyperbolic Gauss image $( \theta=\frac{\pi}{2})$ に一致する。
ここで spacelike hyperplane と $n$ 次元 de Sitter 空間の共通部分

$HP(v, \cos\theta)\cap S_{1}^{n}=\{x\in \mathbb{R}_{1}^{n+1}|\langle x, v\rangle=\cos\theta, \langle x,x\rangle=1\}(v\in H^{n}(-\sin^{2}\theta))$

を $HQ_{d}(v, \cos\theta)$ と表し、 $\theta-fiat$ elliptic hyperquadric という。 すると、 $\theta=0$ のと

き、 parabolic hyperquadric $HQ_{d}(v, \cos\theta)=HS_{d}(v, 1)$
、 $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき、 flat elliptic

hyperquadric $HQ_{d}(v, \cos\theta)=HE_{d}(v, 0)$ となる。 $\theta-fiat$ elliptic hyperquadric $|$こつい

て次が成り立っ。

Proposition 4.1. $\mathbb{N}_{\theta}^{h\pm}$ が定値写像のとき、 spacelike hypersurface $M_{d}$ は $\theta-flat$ elliptic
hyperquadric に含まれる。

$U$ と五娩は embedding $x^{d}$ によって同一視できるので、 $dx^{h}(u),$ $dN_{\theta}^{h\pm}(u)$ を線型変換
$dx^{h}(u),$ $dN_{\theta}^{h\pm}(u)$ : $T_{p}\Lambda f_{d}arrow T_{p}\Lambda f_{d}$ とみなせる。 このとき、 $d\mathbb{N}_{\theta}^{h\pm}(u)=\cos\theta id\tau_{p}A4_{d}\pm$

$dx^{h}(u)$ となっている。

線型変換 $S_{\theta}^{h\pm}(p)$ $:=-d\mathbb{N}_{\theta}^{h\pm}(u)$ を $\Lambda I_{d}$ の $p$ における $\theta$-hyperbolic shape operator と

いい、線型変換 $A_{p}:=-dx^{h}(u)$ を $\Lambda$.勾の $p$ における hyperbolic shape operator という。
それぞれの固有値を $\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}(p),$

$\kappa_{p}$ とおく。 すると、$S_{\theta}^{h\pm}(p)=-\cos\theta id_{T_{p}\Lambda I_{d}}\pm A_{p}$ であること
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から、ベクトル $v$ が $S_{\theta}^{h\pm}(p)$ の固有ベクトルであることと $A_{p}$ の固有ベクトルであることは同

値になり、$\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}(p)=-\cos\theta\pm\kappa_{p}$ が成り立つ。 また、関数 $K_{\theta}^{h\pm}(u):=\det S_{\theta}^{h\pm}(p)$ を $\Lambda f_{d}\dot{\text{の}}$

$p$ における $\theta$-hyperbolic Gauss Kronecker curvature といい、関数 $K(u):=\det A_{p}$

を $\Lambda$勾の $p$ における hyperbolic Gauss Kronecker curvature という。
$U$ の点 $u$ $($または $p=x^{d}(u))$ が $\Delta$ねの $\theta$-umbilic point であるとは、 $S_{\theta}^{h\pm}(p)=$

$\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}(p)id_{T_{p}AI_{d}}$ が成り立つときをいう。すると、 この定義は Ap $=\kappa$pidTpM勾が成立するこ
とと同値になり、 $\theta$ に依らないことがわかる。 したがって単に umbilic point と呼ぶ。 ま

た、 spacelike hypersurface $M_{d}$ が totally umbilic であるとは、 A勾上のすべての点 $p$ が

umbilic point であることをいう。

Proposition 4.2. Spacelike hypersurface $M_{d}$ が totally umbilic であるとき、 $\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}(p),$

$\kappa_{p}$

の値は $p$ に依存せずに一定となる。 これを $\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm},$
$\kappa$ と表すと、 以下の分類を得る。

(1) $\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}\neq 0$ の場合

$(a)0<|\kappa|=|\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}+coe\theta|<1$ ならば、 $MM_{d}$ は elliptic hyperquadr $c$ に含まれる。
$(b)1<|\kappa|=|\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}+\cos\theta|$ ならば、 MUは hyperbolic hyperquadric に含まれる。
$(c)|\kappa|=|\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}+\cos\theta|=1$ ならば、 $\Lambda f_{d}$ は pambolic hyperquadric に含まれる。
$(d)\kappa=\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}+\cos\theta=0$ ならば、 $\Lambda f_{d}$ は flat elliptic hyperquadric に含まれる。

(2) $\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}=0$ の場合、 $\Lambda f_{d}$ は $\theta-flat$ elliptic hyperquad短 $c$ に含まれる。

このとき、 umbilic point $p$ について、 $\overline{\kappa}_{\theta}^{h\pm}(p)=0$ となるものを $\theta^{\pm}-flat$ point と定義す
る。 Proposition 4.2. から $\theta-flat$ elliptic hyperquadric は totally unibilic で $\theta-flat$ な曲面で

あることがわかる。

任意の $i=1,$ $\ldots,$ $n-1$ について、$x_{u}^{d_{:}}$ は spacelike であるので、$g_{ij}(u):=\langle x_{u_{i}}^{d}(u),x_{u_{j}}^{d}(u)\rangle$

は正定値な対称行列になる。 このことから A $f_{d}$ 上の Riemann 計量 $(x^{d}$ の de Sitter 第一
基本形式) が、

$g_{ij}(u):=(x_{u_{i}}^{d}(u),x_{u_{j}}^{d}(u)\rangle,$ $ds^{2}= \sum_{i_{:}j=1}^{n-1}g_{ij}du_{i}du_{j}$

で与えられる。 さらに、 $x^{d}$ の $\theta$-第二基本形式を

$\overline{h}_{ij}^{\theta\pm}(u)=\langle-N_{\theta u_{l}}^{h\pm}(u),$ $x_{u_{j}}^{d}(u)\rangle$

と定義し、 $x^{d}$ の hyperbolic 第二基本形式を

$h_{ij}(u)=\langle-x_{u_{i}}^{h}(u),x_{u_{j}}^{d}(u))$

と定義する。 すると、 $\overline{h}_{ij}^{\theta\pm}(u)=-\cos\theta g_{ij}(u)\pm h_{ij}(u)$ が成り立っ。
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Proposition 4.3 ($\theta$-Weingarten 公式). $(g^{kj})=(g_{kj})^{-1},$ $((\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i})=(\overline{h}_{ik}^{\theta\pm})(g^{kj})$ とおく

とき、次の公式が成り立っ。

$N_{\theta u_{i}}^{h\pm}=-\sum_{j=1}^{n-1}(\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i}x_{u_{j}}^{d}$

このとき、 $\theta$-第二基本形式の定義から $((\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i}(u))=-\cos\theta I_{n-1}\pm(h_{ik}(u))(g^{kj}(u))$ と

なる。 また、 $\theta$-Weingarten 公式より $\theta$-hyperbolic shape operator $S_{\theta}^{h\pm}(p)$ の表現行列は、
$((\overline{h}^{\theta\pm})_{j}^{i}(u))$ である。 このことから、 $\theta$-hyperbolic Gauss Kronecker curvature $K_{\theta}^{h\pm}$ につ

いて以下の公式を得る。

Corollary 4.4.

$K_{\theta}^{h\pm}= \frac{\det(\overline{h}_{ij}^{\theta\pm})}{\det(g_{kl})}$

$M_{d}$ の点 $p=x^{d}(u)$ について、 $K_{\theta}^{h\pm}(u)=0$ となるものを $\theta^{\pm}$-parabolic point という。
また $\theta$-hyperbolic Gauss image $N_{\theta}^{h\pm}$ の特異点は、 $\theta^{\pm}$-parabolic point となる。

4.2 $\theta$-height function

Spacelike hypersurface $x^{d}$ : $Uarrow S_{1}^{n}$ と $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ なる $\theta$ について 、
$x^{d}$ の $\theta-$height

function を関数族として次のように定義する。

$H_{\theta}^{h}:U\cross H^{n}(-\sin^{2}\theta)arrow \mathbb{R}$

$(u, v)\mapsto\langle x^{d}(u),$ $v\rangle-\cos\theta$

すると $\theta=0$ のとき、$H_{\theta}^{h}$ (u, v) $=\langle x^{d}(u),$ $v\rangle-1,$ $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき $H_{\theta}^{h}$ (u, v) $=\langle x^{d}(u),$ $v\rangle$ とな

り、 [5] で定義された lightcone height function$(\theta=0)$ , hyperbolic height function$( \theta=\frac{\pi}{2})$

に一致する。

Proposition 4.5. $\theta$-height function $H_{\theta}^{h}$ について次が成り立っ。

1. $H_{\theta}^{h}$ (u, v) $=0$ となる必要十分条件は、 ある $\mu,$ $\xi_{1},$
$\ldots,$

$\xi_{n-1}\in \mathbb{R}$ があって、

$v=\cos\theta x^{d}(u)+\mu x^{h}(u)+\sum_{i=1}^{n-1}\xi_{i}x_{u_{*}}^{d}.(u)$

が成り立っことである。

2. $H_{\theta}^{h}$ (u, v) $= \frac{\partial H_{\theta}^{h}}{\partial u_{1}}$ (u, v) $= \cdots=\frac{\partial H_{\theta}^{h}}{\partial u_{n-1}}$ (u, v) $=0$ となる必要 $+$分条件は、

$v=\cos\theta x^{d}(u)\pm x^{h}(u)=N_{\theta}^{h\pm}(u)$
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が成り立っことである。

$v_{0}\in H^{n}(-\sin^{2}\theta)$ を固定した $\theta$-height function $h_{\theta v_{0}}^{h}$ を、

$h_{\theta v_{0}}^{h}:Uarrow \mathbb{R}$, $h_{\theta v_{0}}^{h}(u)=H_{\theta}^{h}(u,v_{0})$

と定める。 また、 $h_{\theta v_{\text{。}}}^{h}(u)$ の Hesse 行列を $Hess(h_{\theta v_{0}}^{h})(u)$ と表す。

Proposition 4.6. $v_{0}^{\theta\pm}=N_{\theta}^{h\pm}(u_{0}),$ $p=x^{d}(u_{0})$ とするとき、以下が成り立っ。

1. $p$ が $\theta^{\pm}$ -pambolic point となる必要$+$分条件は、 det Hess $(h_{\theta v_{0}^{\theta\pm}}^{h})(u_{0})=0$ が成り立

つことである。

2. $p$ が $\theta^{\pm}$ -flat point となる必要 $+$分条件は、 rank $Hess(h_{\theta v_{0}^{\theta\pm}}^{h})$ (uo) $=0$ が成り立っこ

とである。

4.3 $\theta$-hyperbolic Gauss image as wave front

Spacelike hypersurfacex$d$

の $\theta$-height function $H^{\theta}$ に対し
$\backslash$ H

$\theta$

h の特異点集合を $\sum_{*}(H_{\theta}^{h})$

とおくと、特異点集合 $F$は $\sum_{*}(H_{\theta}^{h})=\{(u, v)|H_{\theta}^{h}(u, v)=\frac{\partial H_{\theta}^{\dot{h}}}{\partial u}(u, v)=0\}$ と 表 される。

Proposition4.5. より $\sum_{*}(H_{\theta}^{h})=\{(u,N\theta h\pm(u))|u\in U\}$ となる。 $\theta$-height function $H_{\theta}^{h}$ に

ついて次が成り立っ。

Proposition 4.7. $H^{\theta}$ は $( u, v)\in\sum_{*}(H^{\theta})$ のまわりで Morse 超曲面族である。

Legendrian 特異点論から、 $\sum_{*}(H_{\theta}^{h})$ は部分多様体となり、 Legendrian immersion germ
$\mathcal{L}_{\theta}^{h\pm}$ が構成される。 また $\mathcal{L}_{\theta}^{h\pm}$ の wave front は $\theta$-hyperbolic Gauss image の像と一致する。

4.4 contact with $\theta$-flat elliptic hyperquadric

この節では spacelike hypersurface $\Lambda f_{d}$ と $\theta-flat$ elliptic hyperquadric の間の接触に
関して見ていく。 $x^{d}$ : $Uarrow S_{1}^{n}$ を spacelike hypersurface とし、 $0 \leq\theta\leq\frac{\pi}{2}$ とする。
$H^{n}(-\sin^{2}\theta)\ni$ vo について、関数 $\text{り_{}\theta v_{O}}^{h}:S_{1}^{n}arrow \mathbb{R}$ を $\text{り_{}\theta v_{\text{。}}}^{h}(x)=\langle x$ , vo $\rangle-\cos\theta$ と定義す

る。 すると、

$\text{り_{}\theta v_{0}^{-1}}^{h}(0)=\{x\in S_{1}^{n}|\langle x,v_{0}\rangle=\cos\theta\}=S_{1}^{n}(-1)\cap HP(v_{0}, \cos\theta)=HQ_{d}(v_{0}, \cos\theta)$

は $\theta-$ frat elliptic hyperquadric となる。 さらに、$v0=N_{\theta}^{h\pm}(uo)=:v_{0}^{\theta\pm}\in H^{n}(-\sin^{2}\theta)$ の時
$\text{り_{}\theta v_{O}^{\theta\pm^{-1}}}^{h}(0)$ は spacelike hypersurface $M_{d}=x^{d}(U)$ に $p=x^{d}$ (uo) で接している。 ここで、

Theorem 3.8. における $f_{i}$ と $g\iota$ は $\text{り_{}v_{O}^{\theta\pm}}^{\theta}$ と $x^{d}$ に対応する。 $\text{り_{}\theta v_{0}^{\theta\pm^{-}}}^{h}(0)=HQ_{d}(v_{0}^{\theta\pm}, \cos\theta)$
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を $M_{d}$ の $P$ における tangent $\theta-fiat$ elliptic hyperquadric といい、$THQ_{d}^{\pm}(x^{d},u0;\theta)$ と

表す。 $i=1,2$ について $x_{i}^{d}$ : $(U, u_{i})arrow(S_{1}^{n},x_{i}^{d}(u_{i}))$ を spacelike hypersurface とし、対応す
る $\theta$-hyperbolic Gauss image を $N_{\theta i}^{h\pm}$ , Legendrian immersion を $\mathcal{L}_{\pm\theta i}^{h},$ $\theta$-height function
を $H_{\theta i}^{h}$ , 各 $u_{i}$ について、 $v_{i}^{\theta\pm}=N_{\theta i}^{h\pm}(u_{i})$ を固定した $\theta$-height function を $h_{\theta i,v_{i}^{\theta\pm}}^{h}(u)$ とす

る。 このとき Legendrian 特異点論の応用として以下が成立する。

Theorem 4.8. 2つの spacelike hypersurface $x_{i}^{d}$ に対応する Legendrian immersion gem
$\mathcal{L}_{\theta i}^{\pm}$ が Legendrian安定ならば、次の命題は同値である。

1. $N_{\theta 1}^{h\pm}$ と $N_{\theta 2}^{h\pm}$ は $\mathcal{A}$-同値

2. $\mathcal{L}_{\theta 1}^{h\pm}$ と $\mathcal{L}_{\theta 2}^{h\pm}$ は Legend幅$an$ 同値

3. $H_{\theta 1}^{h}$ と $H_{\theta 2}^{h}$ は $\mathcal{P}-\mathcal{K}$ 同値

4. $h_{\theta 1,v_{1}^{\theta\pm}}^{h}$ と $h_{\theta 2,v_{2}^{\theta\pm}}^{h}$ は $\mathcal{K}$-同値

5. $K(x_{1}^{d}(U), THQ_{d}^{\pm}(x_{1}^{d}, u_{1};\theta):x_{1}^{d}(u_{1}))=K(x_{2}^{d}(U), THQ_{d}^{\pm}(x_{2}^{d}, u_{2};\theta):x_{2}^{d}(u_{2}))$

Spacelike hypersurface $x^{d}$ と uo $\in U$ について、 $(x^{d-1}(THQ_{d}^{\pm}(x^{d}, u0;\theta)), uo)$ を $x^{h}$ の

positive(negative) tangent $\theta-flat$ elliptic hyperquadrical indicatrix germ とい

う 。この集合芽は $\mathbb{N}_{\theta}^{h\pm}$ についての $\mathcal{A}$-不変量になることがわかる。

4.5 Spacelike de Sitter Monge forms

[5] では、 $S_{1}^{n}$ 内の spacelike hypersurface の局所表示として spacelike de Sitter Monge
form を導入した。 ここでは、 $n=3$ のときを考える。 $U$ を $\mathbb{R}^{2}$ における $0$ の開近傍とし、
$c\infty$ 関数 $f:Uarrow \mathbb{R}$ を $f(O)=0,$ $f_{u_{i}}(0)=0(i=1,2)$ を満たす関数とする。 ここで、

spacelike de Sitter Monge $formx_{f}^{d}$ : $Uarrow S_{1}^{3}$ を

$x_{f}^{d}(u):=(-f(u), -\sqrt{1+f^{2}(U)-u_{1}^{2}-u_{2}^{2}}, u_{1}, u_{2})$

と定める。 ここで $S_{1}^{n}$ 内のどんな spacelike surface も、局所的には spacelike de Sit-
ter Monge form によって与えられることが知られている [5]。計算により $x_{f}^{d}(0)=$

$(0, -1,0,0).x_{f}^{h}(0)=(1,0,0,0)$ より、 $\mathbb{N}_{\theta}^{h\pm}(0)=(\pm 1, -\cos\theta, 0,0)$ である。 $x_{f}^{d}(0)=$

$p,$ $N_{\theta}^{h\pm}(0)=v_{0}^{\theta\pm}$ とおく。 $v_{0}^{\theta\pm}$ における $\theta-flat$ elliptic quadric $HQ_{d}(v_{0}^{\theta\pm}, \cos\theta)$ の space-
like de Sitter Monge form $x_{HQ_{d}^{\pm}}^{\theta}$ : $Uarrow S_{1}^{3}$ は、 $0< \theta\leq\frac{\pi}{2}$ なる $\theta$ について

$x_{HQ_{d}^{\pm}}^{\theta}(u)=(\mp\frac{\cos\theta}{\sin^{2}\theta}(1-\sqrt{1-\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})}), -1+\frac{1}{\sin^{2}\theta}(1-\sqrt{1-\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})}), u_{1}, u_{2}))$
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となる。 このとき、 もし $\theta=\frac{\pi}{2}$ ならば flat elliptic quadric の spacelike de Sitter Monge
form に一致し、$\theta$ を $0$ に近づけると parabolic quadric の spacelike de Sitter Monge form に

収束する。 $x_{HQ_{d}^{\pm}}^{\theta}(U)$ は $x_{f}^{d}(0)=p$ において $x_{f}^{d}(U)$ に接している。 したがって、 $x_{HQ_{d}^{\pm}}^{\theta}(U)$

は $x_{f}^{d}(U)$ の $p=x_{f}^{d}(0)$ における tangent $\theta-flat$ elliptic quadric $THQ_{d}^{\pm}(x_{f}^{d},0;\theta)$ である。

さらに $x_{f}^{d}$ の tangent $\theta-flat$ elliptic quadrical indicatrix は、

$x_{f}^{d^{-1}}(THQ_{d}^{\pm}(x_{d}^{h},0;\theta))=\{u\in U|\pm f(u)=\frac{cos\theta}{sin^{2}\theta}(1-\sqrt{1-sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})})\}$

と表される。

5 Exampies

最後に、 hyperbolic 空間について、 $n=3$ の場合のいくつかの例とその図を紹介する。

図を描くために Poincar\’e ball model を考える。 $D=\{(x_{1}, x_{2}, x_{3})|x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+x_{3}^{2}<1\}$ を

hyperbolic 空間の Poincare$\acute$ ball model とする。 hyperbolic metric は

$ds^{2}= \frac{4(dx_{1}^{2}+dx_{2}^{2}+dx_{3}^{2})}{1-x_{1}^{2}-x_{2}^{2}-x_{3}^{2}}$

である。 ここで、 canonical isometric diffeomorphism $\Phi$ : $H_{+}^{3}(-1)arrow D$ の存在が知られ

ており、
$\Phi(x_{0},x_{1}.x_{2}, x_{3})=(\frac{x_{1}}{x_{0}+1}, \frac{x_{2}}{x_{0}+1}, \frac{x_{3}}{x_{0}+1})$

で与えられる。 したがって、 $f(0)=f_{u_{i}}(0)=0$ なる任意の関数 $f(u_{1}, u_{2})$ について、 $D$ 内

にその H-Monge form によって与えられる曲面の絵を描くことができる。

Example 5.1. $f(u_{1}, u_{2})= \frac{\cos}{\sin}$2
$\theta\theta(1-\sqrt{1+\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})})+\frac{2}{3}u_{1}^{3}-u_{2}^{2}$ とすると、 $\kappa_{1}=$

$-\cos\theta,$ $\kappa_{2}=-\cos\theta-2$ より正負の $\theta$ -de Sitter Gauss-Kmnecker curvature はそれぞれ
$K_{\theta}^{d+}(0)=0,$ $K_{\theta}^{d-}(0)=4\cos\theta(\cos\theta+1)$ となる。 したがって $0$ は $\theta^{+}arrow pambolic$ pointであ
り、 $x_{f}^{h}$ の正の tangent $\theta-flat$ hyperbolic quadirical indicatrix は $x_{f}^{h-1}(THQ_{h}^{+}(x_{f}^{h}, 0;\theta))=$

$\{u\in U|\frac{2}{3}u_{1}^{3}-u_{2}^{2}=0\}$ となり ordinary cusp である。下図は $\theta=\frac{\pi}{4}$ のときの曲面 $\Phi$ ox$hf^{(U)}$

と正の $\theta-flat$ hyperbolic quadric $\Phi\circ x_{HQ_{h}^{+}}^{\theta}(U)$ と、 それらを合わせたものである。二つの

曲面の接点に cusp が現れる。
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surface flat cusp

また負については、 $\theta\neq\frac{\pi}{2}$ のとき $0$ は $\theta^{-}$ -parabolic point でないが、 $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき $0$ は

$\theta^{-}$ -parabolic point である。 $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき、 $x_{f}^{h}$ の負の tangent $\theta-flat$ hyperbolic quadri $cal$

indicatHx は $x_{f}^{h-1}(THQ_{h}^{-}(x_{f}^{h}, 0;\theta))=\{u\in U|\frac{2}{3}u_{1}^{3}-u_{2}^{2}=0\}$ となり ordinary cusp に
なっている。

Example 5.2. $f(u_{1}, u_{2})= \frac{\cos}{\sin}$2
$\theta\theta(1-\sqrt{1+\sin^{2}\theta(u_{1}^{2}+u_{2}^{2})})+u_{1}^{4}-u_{2}^{2}$ とすると、 $\kappa_{1}=$

$-\cos\theta,$ $\kappa_{2}=-\cos\theta-2$ より正負の $\theta$ -de Sitter $Gat\underline{1}_{\iota}SS$-Kronecker curvature はそれぞれ
$K_{\theta}^{d+}(0)=0,$ $K_{\theta}^{d-}(0)=4\cos\theta(\cos\theta+1)$ となる。 したがって $0$ は $\theta^{+}$ -pambolic pointであ

り、 $x_{f}^{h}$ の正の tangent $\theta-flat$ hyperbolic quadrical indicatrix は $x_{f}^{h-1}(THQ_{h}^{+}(x_{f}^{h}, 0;\theta))=$

$\{u\in U|u_{1}^{4}-u_{2}^{2}=0\}$ となり tachnodalである。下図は $\theta=\frac{\pi}{4}$ のときの曲面 $\Phi ox_{f}^{h}(U)$ と

正の $\theta-flat$ hyperbolic quad短 $c\Phi\circ x_{HQ_{h}^{+}}^{\theta}(U)$ と、 それらを合わせたものである。二つの曲

面の接点に tachnodal が現れる。

surface flat tachnodal

また負については、 $\theta\neq\frac{\pi}{2}$ のとき $0$ は $\theta^{-}$ -parabolic point でないが、 $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき $0$ は

$\theta^{-}$ -parabolic point である。 $\theta=\frac{\pi}{2}$ のとき、 $x_{f}^{h}$ の負の tangent $\theta-flat$ hyperbolic quadrical

indicatrix は $x_{f}^{h-1}(THQ_{h}^{-}(x_{f}^{h}, 0;\theta))=\{u\in U|u_{1}^{4}-u_{2}^{2}=0\}$ となり tachnodal になって
いる。
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