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本稿ではまず，Generalized Ramanujan-Nagell方程式の解の個数に関する先行研究
をいくつか述べる (1章). 次にこの方程式に関連して，$Dx^{2}\pm 1=ck^{n}(D,$ $k,$ $c$ は正

の整数でかつ $gcd(D, ck)=1$ を満たすとする) の形の方程式の整数解 $(x, n)(n>0)$

の個数についての考察結果を述べる (2章 \S 2.1). 最後に応用として，Generalized
Ramanujan-Nagell 方程式の解の個数の結果から判定できる，ある虚二次体の類数の可
除性についての考察結果を述べる (2章 \S 22).

1 Introduction

1.1 Ramanujan-Nagell 方程式

次の方程式を考える;

$\frac{x^{m}-1}{x-1}=\frac{y^{n}-1}{y-1}$ $(x>1,$ $y>1,$ $m>2,$ $n>2$ with $x>y)$ . (1)

方程式 (1) の整数解 $(x, y, m, n)$ として (5, 2, 3, 5), (90, 2, 3, 13) が取れる．実際，

$31= \frac{5^{3}-1}{5-1}=\frac{2^{5}-1}{2-1}$ , $8191= \frac{90^{3}-1}{90-1}=\frac{2^{13}-1}{2-1}$

である．この方程式について次の予想が知られている．

Conjecture 1. 方程式 (1) の整数解は $(x, y, m, n)=(5,2,3,5),$ $(90,2,3,13)$ の

二つのみである．

Baker, Davenport, Lewis, Schinzel, Shorey, Tijdeman などにより，$x,$ $y,$ $m,$ $n$

のうちのどれか二つを固定すれば解 $(x, y, m, n)$ は有限個しか存在しないこ

とが示されている．$x,$ $y,$ $m,$ $n$ のうちのどれか一つのみを固定した時にも解
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$(x, y, m, n)$ が有限個しか存在しないかどうかについては特定の場合の結果がい
くつか知られている ([Lel], [Le3], [Yul], [He] など) が，一般の場合には未解決
である ([Sh], [Lel] 参照). ここで，$y=2,$ $m=3$ の時を考える．(1) に $y=2$ ,
$m=3$ を代入すると

$x^{2}+x+1= \frac{x^{3}-1}{x-1}=\frac{2^{n}-1}{2-1}=2^{n}-1$ $(x>2, n>2)$

なので

$(x+ \frac{1}{2})^{2}+\frac{7}{4}=x^{2}+x+2=2^{n}$

となる．よって，
$(2x+1)^{2}+7=2^{n+2}$

となるので，$y=2,$ $m=3$ での方程式 (1) の解 $(x, n)$ の考察は方程式

$X^{2}+7=2^{N}$

の整数解 $(X, N)$ の考察に帰着される．

Theorem 1. (Nagell, [Na]). 方程式

$x^{2}+7=2^{n}$

$(X>5, N>4)$

$(x, n>0)$ (2)

の整数解は $(x, n)=(1,3),$ $(3,4),$ $(5,5),$ $(11,7),$ $(181,15)$ の 5個である．

この定理は Ramanujan により予想され，Nagell $l$こより証明された．方程式
(2) を Ramanujan-Nagell 方程式という．Theorem 1により $y=2,$ $m=3$ の

時，方程式 (1) の解は $(x, y, m, n)=(5,2,3,5),$ $(90,2,3,13)$ のみであることが分
かる．

1.2 Generalized Ramanujan-Nagell方程式

$D_{1},$ $D_{2}$ を互いに素な正整数，$D:=D_{1}D_{2},$ $k\geq 2$ を $D$ と互いに素な整数とす
る．Ramanujan-Nagell方程式の一般化として次の方程式を考える ;

$D_{1}x^{2}+D_{2}=\lambda^{2}k^{n}$ $(x, n\in \mathbb{Z}, x\geq 1, n\geq 1)$ . (3)

ただし，$\lambda\in\{1, \sqrt{2},2\}$ とし，$k$ が偶数の時は $\lambda=2,$ $\lambda\in\{\sqrt{2},2\}$ の時は $D_{2}$ を

奇数とする．この方程式を (ここでは) Generalized Ramanujan-Nagell 方程式
という．
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Remark 1. 方程式 (3) には

$D_{1}x^{2}+D_{2}=\lambda^{\prime 2}k^{n}$ $(x, n\in \mathbb{Z}, x\geq 1, n\geq 1)$ , (4)

ただし，$\lambda’=\{\begin{array}{ll}1 k: odd2 k:even\end{array}$

の場合が含まれている．方程式 (4) のことを通常は Generalized Ramanujan-

Nagell方程式とよぶ ([BS] 参照).

1.3 Generalized Ramanujan-Nagell方程式の解の個数

方程式 (3) の整数解の個数を $\mathcal{N}(\lambda, D_{1}, D_{2}, k)$ と書く．この節では General-
ized Ramanujan-Nagell方程式の解の個数に関する先行研究をいくつか紹介す
る ([BS] 参照). 与えられた $(\lambda, D_{1}, D_{2}, k)$ に対して，方程式 (3) の整数解は高々有

限個しか存在しないことがMahler により示され，その後 Ap\’ery, Nagell, Beuk-

ers, Le Maohua, Bender, Herzberg, Heuberger([HL]) などにより，$k$ が素数の場

合について多くの結果が示された．

Theorem 2. (Le Maohua, [Le2], [Le3], Leu and Li, [LL]). $\mathcal{N}(2,1,7,2)=$

$5,$ $\mathcal{N}(2,3,5,2)=\mathcal{N}(2,1,11,3)=\mathcal{N}(2,1,19,5)=\mathcal{N}(1,2,1,3)=3$ を除いて，
$\mathcal{N}(\lambda, D_{1}, D_{2},p)\leq 2$ となる．ただし，$p$ は素数とする．

Theorem 2に対して，$\mathcal{N}(\lambda,$ $D_{1},$ $D_{2,P)}>1$ となる $(\lambda, D_{1}, D_{2}, p)$ を具体的に決

定したのが Bugeaud-Shorey による次の結果である．

Theorem 3. (Bugeaud and Shorey, [BS]). 集合 $\mathcal{F},$ $\mathcal{G},$ $\mathcal{H}_{\lambda}\subset \mathbb{N}\cross \mathbb{N}\cross \mathbb{N}$

を以下のように定義する;

$\mathcal{F}:=\{(F_{k-2\epsilon}, L_{k+\epsilon}, F_{k})|k\geq 2, \epsilon\in\{\pm 1\}\}$ ,

$\mathcal{G}:=\{(1,4k^{r}-1, k)|k\geq 2, r\geq 1\}$ ,

$\mathcal{H}_{\lambda}:=\{$

$(D_{1}, D_{2}, k)$ $D_{1}s^{2}+D_{2}=\lambda^{2}k^{r}$ 力 $\supset$つ
$3D_{I}s^{2}-D_{2}=\pm\lambda^{2}\}$ .

を満たす正の整数 $r,$ $s$ が存在する．

ただし，$\{F_{n}\}$ は Fibonacci 数夕」$(F_{0} :=0, F_{1} :=1, F_{n+2} :=F_{n+1}+F_{n}(n\geq 0))$ ,
$\{L_{n}\}$ は Lucas 数列 $(L_{0} :=2, L_{1} :=1, L_{n+2} :=L_{n+1}+L_{n}(n\geq 0))$ とする．

$k$ が素数の時 (以降 $k$ の代わりに $p$ と書く), 方程式

$D_{1}x^{2}+D_{2}=\lambda^{2}p^{n}$ $x\geq 1,$ $n\geq 1$
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の整数解 $(x, n)$ の個数は以下を除いて高々一つ $(\mathcal{N}(\lambda, D_{1}, D_{2},p)\leq 1)$ である;

$(\lambda, D_{1}, D_{2},p)\in \mathcal{E}:=\{(2,13,3,2),(\sqrt{2},7,11,3),(1,2,1,3),(2,7, 1,2)(\sqrt{2},1,1,5),$$(\sqrt{2},1,1,13),(2,1,3,7)’\}$

または
$(D_{1}, D_{2},p)\in \mathcal{F}\cup \mathcal{G}\cup \mathcal{H}_{\lambda}$ .

Theorem 3は主に，$D_{1}x^{2}\pm D_{2y^{2}}=\lambda^{2}k^{z}$ $(\lambda=1,2)$ の解 $(x, y, z)$ に関する

Le Mauhua([Le4]) の結果 (主に二次形式の性質を用いて証明されている) と

Lucas 数列，Lehmer 数列の primitive divisor に関する Bilu-Hanrot-Voutier の
結果 ([BHV]) とから示されている．

2 主結果

2.1 方程式 $Dx^{2}\pm 1=ck^{n}$ について

Generalized Ramanujan-Nagell方程式 $D_{1}x^{2}+D_{2}=\lambda^{2}k^{n}$ の自然な一般化と

して，$\lambda$ が 1, $\sqrt{2},2$ 以外の正の整数の場合を考えることができる．$\lambda$ が 1, 〉$2,2$

以外の正の整数の場合の最近の結果として，[Yu2] (ただし，この論文で扱われて
いる方程式の形は $D_{1}x^{2}+D_{2}y^{2}=ck^{n}$である), [Yu3], [SS] 以外のものがどのく
らいあるのか著者はあまり知らない．この節では Yuan の結果 ([Yu3]) とそれ
に関連した方程式の整数解の個数についての考察結果を述べる．

Yuan により次が示された．

Theorem 4. (Yuan, [Yu3]). $c,$ $k$ を正の整数とし，$D$ を $ck$ と互いに素な正
の整数とする．方程式

$Dx^{2}+1=ck^{n}$ $(x, n\in \mathbb{Z}, x\geq 1, n\geq 1)$ (5)

の整数解ゆ，$n$ ) の個数を $N(D, c, k)$ と書く とする．

(i) 次の場合を除いて $N(D, 1, k)\leq 1$ となる;

$N(2,1,3)=3,$ $N(6,1,7)=N(7,1,2)=2.’ N(D, 1, b^{2}-1)=2$ .

ただし，$b>$ I は整数でかつ $Ds^{2}=b^{2}-2$ となる整数 $s$ が存在するものとする．

(ii) $D>1$ の時，$N(2,1,3)=3$ の場合を除いて $N(D, c, k)\leq 2$ となる．

この定理は主に，数列 $\frac{k^{n}-1}{k-1}$ の性質と Walker の結果 ([Wa]) とから示されてい
る．この手法に基づいて次を示した．
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主結果 1. $c_{f}k$ を正の整数とし，$D>1$ を $ck$ と互いに素な正の整数とする．方
程式

$Dx^{2}-1=ck^{n}$ $(x, n\in \mathbb{Z}, x\geq 1, n\geq 1)$ (6)

の整数解 $(x, n)$ の個数を $N’(D, c, k)$ と書くとする．

(i) $k\neq 3$ の時，$N’(D, c, k)\leq 2$ となる．

$N’(D, c, k)=2$ ならば，解 $(x_{1}, n_{1}),$ $(x_{2}, n_{2})$ に対し $n_{1}\not\equiv n_{2}mod 2$ が成立．

(ii) $k=3$ の時，$N’(D, c, k)\leq 3$ となる $(c=k=3$ の時は $N’(D,$ $3,3)\leq 2)$ .
解 $(x, n)$ のうち $n$ が奇数となるものは高々 2個，$n$ が偶数となるものは高々 1
個である．

Remark 2. Theorem 4, 主結果 1 に関する Remark を挙げる．方程式 (5), (6)
で $D=c=1$ となる場合についてである．$x^{2}-\lambda=k^{n}(\lambda=\pm 1, n>1)$ の

整数解 $(x, k, n, \lambda)$ は Yuan の結果以前から知られていて (cf. [Ca], [Ch]), 解は
$(x, k, n, \lambda)=(3,2,3,1)$ のみである．

2.2 Application 一虚二次体の類数の可除性について -

この節では応用例として，Generalized Ramanujan-Nagell 方程式の結果を用
いて虚二次体の類数の可除性が判定できる例を紹介する．与えられた正の整数
$n$ について，類数が $n$ で割れる虚二次体は無限に存在する (実二次体についても
同様の主張が成り立つ). 類数が $n$ で割れる虚二次体の無限族を具体的に構成
することにより証明することができ，多くの証明が知られているが，その中に
Ankeny-Chowla, Mollin による結果 ([AC], [Mo]) などがある．

2.2.1 虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}}),$ $\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})$ の類数の可除性について

類数が $n$で割れる虚二次体の無限族を構成した結果として次の Ankeny-Chowla
によるものが知られている．

Theorem 5. (Ankeny and Chowla, [AC]). $n>0$ を偶数，$x$ を 2 $|x$ かっ

$0<x<(2\cdot 3^{n-1})^{\frac{1}{2}}$ を満たす整数とする．平方因子を持たない整数 $d:=3^{n}-x^{2}$

について $n|h(-d)$ である (だだし 2 $h(-d)$ は $\mathbb{Q}(\sqrt{-d})$ の類数).

この Ankeny-Chowla の結果の一般化として次の Mollin による結果がある．
平方因子を持たない整数 $d$ について，$\sigma$ を一 $d\equiv 1mod 4$ の時は $\sigma=2$ ,
$-d\equiv 2,3mod 4$ の時は $\sigma=1$ として定義する．Mollin により次が示されて
いる．

Theorem 6. (Mollin, [Mo]). 整数 $n>1,$ $k>1,$ $x>0$ について，$-d:=$
$x^{2}-\sigma^{2}k^{n}<0$ を平方因子を持たない整数とする．
(1) $n$ が偶数かつ $x\neq 2k^{\frac{n}{2}}-1$ ならば，$n|h(-d)$ である．
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(2) $n$ が奇数かつ $x\neq\lfloor\sigma k^{\frac{n}{2}}\rfloor$ ならば，$n|h(-d)$ である．
$\lfloor\cdot\rfloor$ は fioor 関数であり，ガウス記号と同じ定義である．

ここで Theorem 5, 6について，$d$ の仮定から 「平方因子を持たない」 の条
件をはずすことができるかを考える．$\mathbb{Q}(\sqrt{x^{2}-k^{n}}),$ $\mathbb{Q}(\sqrt{x^{2}-4k^{n}})$ の形の虚二
次体の類数の可除性を判定する際に (特に，$x^{2}-k^{n},$ $x^{2}-4k^{n}$. に「平方因子を
持たない」の条件を仮定しない場合に), Generalized Ramanujan-Nagell方程式
の解の個数に問題が帰着されることが多い．ここでは，[BS] の結果 Theorem3
を用いたものを紹介する ([Ki], [Itl], [It2]). Ankeny-Chowla の結果 Theorem 5
に対して，$k=3$ かつ $x$ が 2べきの場合には，岸康弘氏による次の結果が知ら
れている．

Theorem 7. (岸，[Ki]). 与えられた正の数 $n$ について $e$ を $2^{2e}<3^{n}$ を満た

す正の数とする．$(n, e)\neq(3,2)$ を除いて，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-3^{n}})$ の類数は $n$

で割れる．

これに対して，$k$ が奇素数の場合にも同様の定理が成り立つかを考え，次を示
すことができた．

主結果 2. $q>0$ を奇素数とする．与えられた正の数 $n$ について $e$ を $2^{2e}<q^{n}$

を満たす正の数とする．
(1) $q\equiv 1mod 4$ の時，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})$ $\neq \mathbb{Q}$ (〉⊂丁) の類数は $n$ で割れる．

(2) $q\equiv 7mod 8$ の時，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})\neq \mathbb{Q}(\sqrt{-3})$ の類数は $n$ で割れる．
(3) $q\equiv 3mod 8$ の時，(i) $e\equiv$ lmod2または (ii) $n\not\equiv 3mod 6$ を満たすなら

ば，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})\neq \mathbb{Q}(\sqrt{-3})$ の類数は $n$ で割れる．

主結果 2の (3) について，$n\equiv 3mod 6$ かつ $e\equiv 0mod 2$ の時に虚二次体
$\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})$ の類数が $n$ で割れない例を挙げる．

Example 1. $(q, n, e)=$ (11,3,4) の時，

$2^{2e}-q^{n}=2^{8}-11^{3}=-1075=5^{2}\cross(-43)$

となる．$\mathbb{Q}(\sqrt{-43})$ の類数は 1なので，$n=3$ では割れない．

また，$q\equiv 11mod 12$ の時は $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})\neq \mathbb{Q}(\sqrt{-3})$ となる．

系 1. $q\equiv 11mod 12$ を奇素数とする．与えられた正の数 $n$ について $e$ を
$2^{2e}<q^{n}$ を満たす正の数とする．
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(1) $q\equiv$ ll mod24の時，(i) $e\equiv$ lmod2または (ii) $n\not\equiv 3mod 6$ を満たすな

らば，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})$ の類数は $n$ で割れる．

(2) $q\equiv 23mod 24$ の時，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{2^{2e}-q^{n}})$ の類数は $n$ で割れる．

主結果 2の証明と同様に，$\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})(q\neq 3$ は素数，$e\geq 1$ は整数 $)$ の形

の虚二次体に対しても Theorem 3を用いて次を示すことができた．

主結果 3. $q\neq 3$ を素数とし，整数 $n>0,$ $e\geq 1$ が $3^{2e}<4q^{n}$ を満たすとする．

$3^{2e}-4q^{n}=m^{2}D$ (ただし，$D<0$ は平方因子を持たない整数，$m>0$ ) とする．

(1) $q\neq 3$ が奇素数の時，次が成り立つ．
(1.1) $n\equiv 2mod 4$ かつ，$2q^{n/2}-3^{e}(e\equiv 0mod 2)$ または $2q^{n/2}+3^{e}(e\equiv 1$

mod2) が平方数ならば，$n/2|h(D)$ である．

(1.2) (1.1) 以外の時は $n|h(D)$ である．

(2) $q=2$ かつ $(n, e)\neq(6,2)$ の時，次が成り立つ．
(2.1) $n\equiv 2mod 4_{f}e\equiv 1mod 2$ かつ $2^{(n/2)+1}-3^{e}$ が平方数なら，$n/2|h(D)$

である．

(2.2) (2.1) 以外の時は $n|h(D)$ である．

$(*)(q, n, e)=(2,6,2)$ の時は $\mathbb{Q}(\sqrt{3^{22}-42^{6}})=\mathbb{Q}(\sqrt{-7}),$ $6\{h(-7)=1$ .

ここで，主結果 3の (1.1), (2.1) について例を挙げる．

Example 2. (1) $(q, n, e)=(5,2,2)$ の $\beta_{\backslash }\yen,$ $2q^{n/2}-3^{e}=2\cdot 5^{2/2}-3^{2}=1$ より

$2q^{n/2}-3^{e}$ は平方数である．

$m^{2}D=3^{2e}-4q^{n}=3^{4}-4\cdot 5^{2}=1^{2}\cross(-19)$

より，$m=1,$ $D=-19$ となるが，$h(-19)=1$ なので，2 $\{h(-19)$ かつ $2/2=$

$1|h(-19)$ である．

(2) $(q, n, e)=(2,2,1)$ の時，$2^{(n/2)+1}-3^{e}=2^{(2/2)+1}-3^{1}=1$ より $2^{(n/2)+1}-3^{e}$

は平方数である．

$m^{2}D=3^{2e}-2^{n+2}=3^{2}-2^{2+2}=-7$

より，$m=1_{f}D=-7$ となるが，$h(-7)=1$ なので，2 $\{h(-7)$ かつ $2/2=1|$

$h(-7)$ である．

主結果 3は Mollin の結果 Theorem 6に対して，$\sigma=2,$ $k$ が素数かつ $x$ が 3

べきの場合には上の条件のもとで，扱う二次体の仮定から「平方因子を持たな
い」の条件をはずすことができることを意味している．主結果 3の系として次
が成り立っ．
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系 2. $q\neq 3$ を素数とし，整数 $n>0,$ $e\geq 1$ が $3^{2e}<4q^{n}$ を満たすとする．
(1) $q\equiv$ lmod3または $n\equiv 0,1,3mod 4$ ならば，$n|h(D)$ である．

(2) $q\equiv 2mod 3$ かつ $n\equiv 2mod 4$ ならば，$n/2|h(D)$ である．

2.22 主結果 3の証明の概略

この節では主結果 3の証明の概略を述べる．

イデアル類の位数が $n$ となる $O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}$ のイデアルを構成することにより

主結果 3は示される．

$\alpha:=\frac{3^{e}+\sqrt{3^{2e}-4q^{n}}}{2}\in \mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})$

とおく．ただし，$q\neq 3$ は素数とし，整数 $n>0,$ $e\geq 1$ が $3^{2e}<4q^{n}$ を満たすと

する．$\alpha\in O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2c}-4q^{n}})}$ であり，さらに $N(\alpha)=q^{n}$ かつ $(q, 3^{2e}-4q^{n})=1$ か

つ $q\{\alpha$ なので，
$(\alpha)=\wp^{n}$

と書ける．ただし，$N$ はノルムで $\wp$ は $(q)$ の素因子である $(q$ は $\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})/\mathbb{Q}$

で完全分解する). 主結果 3の (1.1), (2.1) の仮定を満たさない $(q, n, e)$ に対し

て，$\pm\alpha$ が
$O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}$ の元の $p$ 乗 ($p$ は $n$ の素因数) で書けないことを示せ

ば，イデアル類 $[\wp]$ の位数が $n$ となることが言える．具体的には次の補題を
示す．

Lemma 1. $n,$ $e$ が以下のうちの一つを満たすならば，任意の $n$ の素因数 $p$ に対
して $\pm\alpha$ は

$O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}$ の元の $p$乗では書けない．

(1) $q$ が奇素数の時，
(1.1) $n\not\equiv 2mod 4$ .
(1.2) $n\equiv 2mod 4$ かつ $2q^{n/2}-3^{e}$ ( $e\equiv$ Omod2) が平方数でない．
(1.3) $n\equiv 2mod 4$ かつ $2q^{n/2}+3^{e}$ ( $e\equiv$ Imod2) が平方数でない．

(2) $q=2$ かつ $(n, e)\neq(6,2)$ の時，
(2.1) $n\not\equiv 2mod 4$ .
(2.2) $n\equiv 2mod 4$ かつ $2^{(n/2)+1}-3^{e}(e\equiv 1mod 2)$ が平方数でない．

この補題の証明では，

$\pm\alpha=(\frac{a+b\sqrt{D}}{2}I^{p}$

となる $a,$ $b\in \mathbb{Z}$ が存在する $($ただし，$a\equiv b\equiv 1mod 2)$ と仮定して矛盾を導く．

$P=2,$ $p\geq 3$ と場合分けして考察するが，$\pm\alpha=(\frac{a+b\sqrt{D}}{2})^{p}$ と書けるとすると
$P\geq 3$ の時には $a=\pm 3^{i}(0\leq i\leq e)$ となる．そこで，$i=e,$ $i=0,0<i<e$ の三
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つの場合に分けて考察し，それぞれの場合ごとに矛盾を導く．特に，$i=e$ の時，
$3^{2e}-4q^{n}=m^{2}D$ かつ一 $b^{2}D+3^{2e}=4q^{n/p}$ となり，方程式一 $Dx^{2}+3^{2e}=4q^{y}$ の

正整数解として $(x, y)=(m, n),$ $(|b|, n/p)$ の少なくとも二つが取れることが分
かる．しかし，与えられた素数 $q$ に対して方程式 $D_{1}x^{2}+3^{2e}=4q^{y}(D_{1}>0$ は

奇数) の正整数解 $(x, y)$ の個数は高々一つである．このことは Theorem 3か

ら分かる $($ (2, $D_{1},3^{2e},$ $q)\not\in \mathcal{E},$ $(D_{1},3^{2e},$ $q)\not\in \mathcal{F}\cup \mathcal{G}\cup \mathcal{H}_{2}$ を示せばよい $)$ . よって

$i=e$ の時，矛盾が導ける．イデアル類 $[\wp]$ の位数を $s$ と書く とすると $n=sn’$

$(n’>0\in \mathbb{Z})$ と書ける．$\wp^{s}\sim(1)$ より，

$(\alpha)=\wp^{n}=(\wp^{s})^{n’}=(\beta)^{n’}=(\beta^{n’})$

を満たす $O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}$
の元 $\beta$が存在する．$\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})\neq \mathbb{Q}(\sqrt{-1}),$ $\mathbb{Q}(\sqrt{-3})$

より

$O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}^{\cross}=\{\pm 1\}$

なので
$\pm\alpha=\beta^{n’}$

が言える．Lemma 1の仮定の下では $\pm\alpha$ は $O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}$
の元の $p$乗 $(p|n)$ で

書けないので，このことは $n’=1$ , つまり，$n=s$ を意味する．よって，イデアル
類の位数が $n$ となる $O_{\mathbb{Q}(\sqrt{3^{2e}-4q^{n}})}$

のイデアルとして $\wp$ が取れるので主結果 3

が示せる．

2.23 虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数の可除性について

この節では [Le5] の結果に関する Remark として，$\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の形の虚二
次体の類数の可除性について考察した内容を紹介する．虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$

の類数の可除性について，Le Maohua により次が示されている．

Theorem 8. (Le Maohua, [Le5]). $k>1,$ $n>0$ を整数とし，1 $-4k^{n}=$

$-m^{2}D<0$ とする (ただし $D>3$ は平方因子を持たない整数，$m>0$ とする).

$(m, D, k, n)\neq(3,7,2,4)$ ならば次が成り立つ．

(1) $n$ が偶数でかっ，ある正の整数 $m_{1},$ $m_{2}$ が存在して $m=m_{1}m_{2},$ $m_{I}^{2}-Dm_{2}^{2}=$

$2$ または $-2$ となるならば，$n/2|h(-D)$ である．

(2) (1) 以外の時は $n|h(-D)$ である．

Theorem 8に対して次を得た．

主結果 4. ( $I$ , [It2]). $k>1$ を奇数とし，$n>0$ とする．

(1) 与えられた $k\neq 5,13$ に対して，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は高々一つ

を除いて $n$ で割れる．除外される $n$ は 2または 4であり，この場合には
$\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は $n/2$ で割れる．
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(2) $k=5$ の時，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は $n=2,4$ を除いて $n$ で割れる．
$\mathbb{Q}(\sqrt{1-45^{2}})=\mathbb{Q}(\sqrt{-11}),$ $\mathbb{Q}(\sqrt{1-45^{4}})=\mathbb{Q}(\sqrt{-51})$ の類数はそれぞ

れ 1, 2であり，$n/2$ で割れるが $n$ では割れない．

(3) $k=13$ の時虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は $n=2,8$ を除いて $n$ で割れ

る．$\mathbb{Q}(\sqrt{1-413^{2}})=\mathbb{Q}(\sqrt{-3}),$ $\mathbb{Q}(\sqrt{1-413^{8}})=\mathbb{Q}(\sqrt{-6347})$ の類数は

それぞれ 1, 28であり，$n/2$ で割れるが $n$ では割れない．

この定理は，虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ のうち類数が $n/2$ で割れるが $n$ では割れ

ない可能性のあるもの (Theorem 8 (1) に該当するケース) が，与えられた奇数
$k\neq 5,13$ に対して高々一つであることを意味している．Theorem 8 (1) での仮

定と，$\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の整数環 $\mathcal{O}_{\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})}$ のある元のノルムに関する事実とを組

み合わせることで，$k$ が奇数の時には方程式 $x^{2}+1=2k^{z}$ の正整数解 $(x, z)$ の

考察に問題が帰着される．より一般に方程式 $x^{2}+1=2y^{z}$ の正整数解 $(x, y, z)$

はすでに研究されていて ([Ri], [BS] 参照), $z>1$ が奇数でかつ $y>1$ となる
正整数解 $(x, y, z)$ は存在しないこと，$x^{2}+1=2y^{4}(y>1)$ を満たす正整数解
$(x, y, z)$ が存在するのは $y=$ I3の時のみであること，方程式 $x^{2}+1=2y^{z}$ が二

つの正整数解 $(x, y, 1),$ $(x’, y, 2)$ を持つならば $y=1,5$ となることなどが知られ

ている．これらの結果を用いることにより，類数が $n/2$ で割れるが $n$ では割れ

ない可能性のある整数 $n$ を，$k$ が奇数の場合に具体的に決定することができた
のが主結果 4の内容である．

Remark 3. 主結果 4についての Remark を挙げる．奇数 $k\geq 3$ の素因数のう
ち少なくとも一つが 3と $mod 4$ で合同ならば虚二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は

$n$ で割れる．このことは Louboutin により示されている ([Lo] 参照). Louboutin
の結果と主結果 4を合わせると次が分かる;

与えられた整数 $k>1$ に対して，$k$ の素因数のうち少なくとも一つが 3と
$mod 4$ で合同ならば $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は $(n=2,4$ の時も $)$ $n$ で割れ，$k(\neq$

$5,13)$ の素因数がすべて 1と $mod 4$ で合同ならば $\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は高々
一つを除いて $n$ で割れる．除外される $n$ は 2または 4であり，この場合には
$\mathbb{Q}(\sqrt{1-4k^{n}})$ の類数は $n/2$ で割れる．
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