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1 はじめに

$r$を正の整数，$\mu_{r}$ を 1の $r$乗根全体の集合とする．インデックス $k=(k_{1}, \ldots, k_{l})\in \mathbb{Z}_{>0}^{l}$

と $S=(s_{1}, \ldots, s\iota)\in\mu_{r}^{l}$ $($ただし，$(k_{1},$ $s_{1})\neq(1,1))$ に対して，

$L( k;s)=L(k_{1}, \ldots, k_{l};s_{1}, \ldots, s_{l})=\sum_{m_{1}>\cdots>m_{l}>0}\frac{s_{1}^{m_{1}-m2}\cdots.s_{l-1}^{m_{l-1}-m_{l}}s_{l}^{m_{l}}}{m_{1}^{k_{1}}\cdot\cdot m_{l}^{k_{l}}}$

で定義される複素数のことを (荒川-金子型あるいは Goncharov型の) 多重 $L$値 (mul-
tiple L-value, MLV) という．条件 $(k_{I}, s_{1})\neq(1,1)$ によりこの級数は収束する．
$r=1$ のときは (Euler-Zagier型の) 多重ゼータ値 (MZV) , $l=1$ のときは Dirich-
let $L$値，とくに $r=l=1$ のときは Riemann ゼータ値とも呼ばれている．

MLV $L(k;s)$ は上記の級数表示のほかに，次の Drinfel’d反復積分表示を持つこと
が知られている:

$L( k;s)=\int_{0^{\frac{s_{1}dt}{1-s_{1}t}}}^{t}\int_{0}^{t}\frac{s_{l}dt}{1-s_{l}t}\frac{\int_{0}^{1}\frac{dt}{t}\int_{0}^{t}\frac{dt}{t}\cdots\int_{0}^{t}\frac{dt}{t}}{k_{1}-1}\cdots\frac{\int_{0}^{t}\frac{dt}{t}\cdots\int_{0}^{t}\frac{dt}{t}}{k_{l}-1}$

.

MZV の研究は，Zagier により MZV が生成する $\mathbb{Q}$-ベクトル空間の次元予想 ([17],
1994) が提唱されて以降，多くの数学者や物理学者らによってなされてきた．とりわ
け Goncharov [5] や寺杣 [16] により，Zagierの次元予想は少なくとも MZV が生成す
る $\mathbb{Q}$-ベクトル空間の次元の上限を与えていることが示された．それはすなわち MZV
の問には多くの $\mathbb{Q}$上の線形関係式が成り立つことを意味している．そのことを受け
て，関係式を具体的に与える研究も，今ではすべての文献をここに挙げることが不可
能なほど多く存在している．その代表的なものとして，アソシエータ関係式 [4], 一般
複シャッフル関係式 [8], 川島の関係式 [10] などがある．
一方，MLV の研究は MZV ほどは進展していない．その理由のひとつは MLVが生

成する $\mathbb{Q}$-ベクトル空間の次元予想が，MZVのときの Zagier の次元予想のように明示
的には知られていないことにあるようである．しかし，以下に述べるように，Deligne-
Goncharov [3], Racinet [13] らにより MLV が生成する $\mathbb{Q}$-ベクトル空間の次元のとあ
る上限は知られている．
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定理 1 (Deligne-Goncharov). 任意の整数 $k\geq 2$ と任意の整数 $r>0$ に対し，

$\dim_{\mathbb{Q}}\sum_{k_{1}+\cdots+k_{l}=k},\mathbb{Q}\cdot L(k;s)\leq d_{k}[r]$
.

$k_{1},\ldots,k_{l}\geq 1$ ,
$s_{1},\ldots,s\downarrow\in\mu_{r}$ ,

$(k_{1},s_{1})\neq(1,1)$

ただし，数列 $\{d_{k}[r]\}_{k\geq 0}$ は母関数

$\sum_{k\geq 0}d_{k}[r]t^{k}=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{1-t^{2}-t^{3}} r=1,\frac{1}{1-t-t^{2}} r=2,\frac{1}{1-(\frac{\varphi(r)}{2}+\nu)t+(\nu-1)t^{2}} r\geq 3\end{array}$

で与えられる．ここに，$\nu$ は $r$ を割る有理素数の個数，$\varphi$ は Euler’s totient function で
ある．

Deligne と Goncharov によるこの定理は MLV の間に多くの $\mathbb{Q}$上の線形関係式が
成り立っていることを意味している．MLV の間の線形関係式の記述に関する研究は
それほど多くはなされていないようであるが，たとえば荒川-金子 [1] や Goncharov
[6] などでなされている．本稿では，近年川島学氏との共同研究 [11] で新たに得た一
般導分関係式，および川島学氏，若林徳子氏との共同研究 [12] の結果として巡回和公
式と呼び得る関係式族も発見し証明できたので，それらについて，主に代数的視点か
ら解説する．

2 MLVの代数的定式化

以下では MLV の具体的な関係式について代数的に議論する．まずはじめに，荒川-
金子 [1] により導入された，MLV の代数的定式化について述べる．([11] も参照され
たい)

$r+1$ 変数非可換多項式環 $\mathcal{A}_{r}=\mathbb{Q}\langle x,$ $y_{s}|s\in\mu_{r}\rangle$ の部分環 $\mathcal{A}_{r}^{1},$ $\mathcal{A}_{r}^{0}$ を

$\mathcal{A}_{r}\supset \mathcal{A}_{r}^{1}:=\mathbb{Q}+\sum_{s\in\mu_{r}}\mathcal{A}_{r}y_{s}\supset \mathcal{A}_{r}^{0}:=\mathbb{Q}+\sum_{s\in\mu_{r}}x\mathcal{A}_{r}y_{s}+\sum_{s,t\in\mu_{r},t\neq I}y_{t}\mathcal{A}_{r}y_{s}$

とおく．$z_{k,s}=x^{k-1}y_{s}(k\geq 1,$ $S\in l^{l_{r})}$ とし，$\mathbb{Q}$-線形写像 $\mathcal{L};\mathcal{A}_{r}^{0}arrow \mathbb{C}$を $\mathcal{L}(1)=1$ お

よび
$\mathcal{L}(z_{k_{1},s_{1}}\cdots z_{k_{l},s_{l}})=L(k_{1}, \ldots, k_{l};s_{1}, \ldots, s_{l})$

で定める．MLV の関係式を記述するということは $ker\mathcal{L}$ の元を書き下すということ
にほかならない．

3 代表的な関係式
本節では , MLVの間に成り立つ関係式のうちこれまでに知られているものをまとめる．
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31 (有限) 複シャツフル関係式
$\mathcal{A}_{r}^{1}$ 上の積 $*:\mathcal{A}_{r}^{1}\cross \mathcal{A}_{r}^{1}arrow \mathcal{A}_{r}^{1}$ を，$\mathbb{Q}$-双線形性および次の 2条件により定める．

(i) 任意の $w\in \mathcal{A}_{r}^{1}$ に対して，$1*w=w*1=w$ ,

(ii) 任意の $k,$ $l\geq 1$ と任意の語 $w,$ $w’\in \mathcal{A}_{r}^{1}$ に対して，
$z_{k,s}w*z_{l,t}w’=z_{k,s}(w*z_{t,t}w^{J})+t,s$ .

この積 $*$ は調和積 (級数シャッフル積) と呼ばれ，$\mathcal{A}_{r}^{1}$ 上で結合的かつ可換な積であ
る．MLV の級数表示からくる ‘調和積公式’ は，写像 $\mathcal{L}\circ \mathcal{I}$ が $*$-準同型である，と言い
換えられる．ただし，写像 $\mathcal{I}$ は $\mathcal{A}_{r}$ 上の $\mathbb{Q}$-線形写像で，

$\mathcal{I}(z_{k_{1},s_{1}} ...z_{k_{l},s_{l}}x^{m})=z_{k_{1)}s_{1}}z_{k_{2},s_{1}s_{2}}$ .. . $z_{k_{l},s_{1}\cdots s\iota^{X^{m}}}$

($m$ は正の整数) で与えられる．
また，ん上の積 $m$ : ん $\cross \mathcal{A}_{r}arrow \mathcal{A}_{r}$を，$\mathbb{Q}$-双線形性および次の 2条件により定める．

(i) 任意の $w\in \mathcal{A}_{r}$ に対して，1 $mw=wm1=w$ ,

(ii) 任意の $k,$ $l\geq 1$ と任意の語 $w,$ $w’\in \mathcal{A}_{r}$ に対して，
$uwmvw^{J}=u(wmvw’)+v(uwmw’)$ .

$($ただし，$u,$ $v\in\{x,$ $y_{s}|s\in\mu_{r}\}.)$ この積 $m$ はシャツフル積 (反復積分シャツフル積)
と呼ばれ，$\mathcal{A}_{r}$ 上で結合的かつ可換な積である．MLV の級数表示からくる ‘シャッフル
積公式’ は，写像 $\mathcal{L}$ が m-準同型である，と言い換えられる．

MLV の (有限) 複シャッフル関係式とは，調和積公式とシャッフル積公式を結び
つけた線形関係式のことをいう:

定理 2(複シャツフル関係式). 任意の $w,$ $w^{J}\in A_{r}^{0}$ に対し，

$\mathcal{I}(w)m\mathcal{I}(w’)-\mathcal{I}(w*w’)\in ker\mathcal{L}$

が成り立つ．

32 正規化ざれた複シャッフル関係式

[8] において証明された MZV の正規化された複シャッフル関係式を MLV の場合に拡
張した議論が荒川-金子 [1] においてなされた．本節では彼らの定理を述べるにとどめ
る．証明など，詳細は論文 [1] を参照されたい．

$\mathcal{A}_{r,m}^{1}$ を $\mathcal{A}_{r}^{1}$ の積を $m$ と見た可換代数とする．同型 $\mathcal{A}_{r,m}^{1}\cong \mathcal{A}_{r,m}^{0}[y_{1}]$ が知られてい
る．写像 $reg_{m}$ : $\mathcal{A}_{r,m}^{1}arrow \mathcal{A}_{r}^{0}$ を多項式としての定数項を取り出す写像とする．すなわ
ち，$\mathcal{A}_{r,m}^{1}\ni w=w0+w_{1}my_{1}+w_{2}my_{1^{2}}^{m}+\cdots+w_{d}my_{1}^{md}\in \mathcal{A}_{r,m}^{0}[y_{1}]$ であるとき，
$reg_{m}(w)=w_{0}$ とする．このとき，次が成り立つ．

定理 3(正規化ざれた複シャッフル関係式). 任意の $w\in \mathcal{A}_{r}^{1},$ $w^{J}\in \mathcal{A}_{r}^{0}$ に対し，

$reg_{m}(\mathcal{I}(w)m\mathcal{I}(w’)-\mathcal{I}(w*w’))\in ker\mathcal{L}$

が成り立っ．
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33 導分関係式
第 35節で本稿の主題のひとつである導分関係式の一般化について述べるために，こ
こでは荒川-金子 [1] により証明された MLV の導分関係式について紹介する．

$\partial$ が非可換多項式環 $\mathcal{A}_{r}$ 上の導分であるとは，$\partial$がめ上の $\mathbb{Q}$線形写像であって，ラ
イプニッツ則

$\partial(ww^{J})=\partial(w)w’+w\partial(w’)$ $(w, w’\in \mathcal{A}_{r})$

を満たすもののことをいう．$\mathcal{A}_{r}$ 上の導分は，$A_{r}$ の生成元 $X$ と $y_{s}(s\in\mu_{r})$ の像を与え
れば一意的に定まる．今，$n\geq 1$ に対し，$\mathcal{A}_{r}$ 上の導分 $\partial_{n}$ を

$\partial_{n}(x)=xz^{n-1}y_{1},$ $\partial_{n}(y_{s})=-xz^{n-I}y_{s}+y_{s}z^{n-1}y_{1}-y_{s}z^{n-1}y_{s}$

$($ただし $z=x+y_{1})$ で定義する．このとき , MLV の導分関係式は次で与えられる．

定理 4(導分関係式). 任意の $n\geq 1$ に対して，$\partial_{n}(\mathcal{A}_{r}^{0})\subset ker\mathcal{L}$.

3.4 Newton級数からくる関係式

川島-田中 [11] では，ある ‘Newton級数’ の解析的な議論を用いて MLV のある関係
式族を証明した．本節ではその関係式族を紹介する．
写像 $M_{s}(s\in\mu_{r})$ および $L_{w}(w\in \mathcal{A}_{r})$ は $\mathcal{A}_{r}$ 上の $\mathbb{Q}$線形写像で，

$M_{s}(z_{k_{1},s_{1}}\cdots z_{k_{l},s_{l}}x^{m})=z_{k_{1},ss_{1}}z_{k_{2},s2}\cdots z_{k_{l},s_{l}}x^{m}$ ,
$L_{w}(w’)=ww’(w’\in \mathcal{A}_{r})$

($m$ は正の整数) で定義する．$\mathcal{A}_{r}$ 上の自己同型 $\xi$ を $\xi(x)=x+y_{1},$ $\xi(y_{s})=\delta(s)y_{s}-y_{1}$

で定義する．$\delta(s)=1(s\neq 1),$ $\delta(1)=0$ とする．また，$\mathcal{A}_{r,+}^{1}=\sum_{s\in\mu_{r}}\mathcal{A}_{r}y_{s}$ とする．
$\chi_{S}=L_{x+\delta(s)y_{s}}\xi \mathcal{I}M_{S}$ とおく．このとき，以下が成立する．
定理 5 ([11]). $\chi_{s}(\mathcal{A}_{r,+}^{1}*\mathcal{A}_{I,+}^{1})\subset ker\mathcal{L}$ .

この MLVの関係式族を用いて次節に述べる一般導分関係式を証明することができる．

35 一般導分関係式

MZV の場合に導分 $\partial_{n}$ の一般化を Connes-Moscovici [2] のホップ代数を参考に金子が
[9] で定義し，それがMZV の新たな関係式族 (一般導分関係式と呼んでいる) を与え

ていることが予想された．その予想は [14] にて証明された．本節では，MLVの場合
にも同様に 前節で定義した導分 $\partial_{n}$ の拡張が定式化でき，かつそれが MLV の新たな
関係式族を与えていることについて概説する．(詳細は [11] 参照)

$n\geq 1,$ $c\in \mathbb{Q}$ に対して，$\mathbb{Q}$線形写像 $\partial_{n}^{(c)}:\mathcal{A}_{r}arrow \mathcal{A}_{r}$ を

$\partial_{n}^{(c)}=\frac{1}{(n-1)!}ad(\theta^{(c)})^{n-1}(\partial_{1})$

で定義する．ここに，$\theta^{(c)}$ . $\mathcal{A}_{r}arrow \mathcal{A}_{r}$ は

$\theta^{(c)}(x)=\frac{1}{2}(xz+zx),$ $\theta^{(c)}(y_{s})=\frac{1}{2}(y_{s}z+zy_{s})$ ,
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$($ただし $z=x+y_{1})$ および

$\theta^{(c)}(ww’)=\theta^{(c)}(w)w’+w\theta^{(c)}(w’)+cH(w)\partial_{1}(w’)$

で定義される $\mathbb{Q}$-線形写像である．$H$ はいわゆるオイラー作用素で，語 $w\in \mathcal{A}_{r}$ に対し
て $H(w)=\deg(w)w$ で定義される $\mathbb{Q}$-線形写像 (実はん上の導分) である．ad は，交
換子として定義されるりー括弧積である:ad $(\theta)(\partial)=[\theta, \partial]=\theta\partial-\partial\theta$ .

$c=0$ のとき，$\partial_{n}^{(0)}=\partial_{n}$ であることが確かめられる．$n=1$ なら，任意の $c\in \mathbb{Q}$ に

対して $\partial_{1}^{(c)}=\partial_{1}$ である．$c\neq 0$ かつ $n\neq 1$ であれば，$\partial_{n}^{(c)}$ はもはや $\mathcal{A}_{r}$上の導分ではな

いが，次が示せる．

命題 6. (1) (可換性) 任意の $n,$ $m\geq 1$ , 任意の $c,$ $c’\in \mathbb{Q}$ に対して，$[\partial_{n}^{(c)}, \partial_{m}^{(c’)}]=0$ .
(2) 任意の $n\geq 1$ , 任意の $c\in \mathbb{Q}$ に対して，$\partial_{n}^{(c)}(\mathcal{A}_{r}^{0})\subset \mathcal{A}_{r}^{0}$ .

さらに，以下の命題も成り立つ．$w\in \mathcal{A}_{r}^{1}$ に対し，$\mathcal{H}_{w}$ を $\mathcal{H}_{w}(w’)=w*w’$ なる $\mathbb{Q}$-線形
写像とする．

命題 7. 任意の $n\geq 1$ , 任意の $c\in \mathbb{Q}$ に対して，ある $w=w(n, c)\in \mathcal{A}_{1,+}^{1}$ が存在して，
$\mathcal{A}_{r}^{1}$ 上で $\partial_{n}^{(c)}\chi_{s}=\chi_{s}\mathcal{H}_{w}$ が成り立つ．言い換えれば，可換図式

$x_{8}\downarrow \mathcal{A}_{r}^{1}\mathcal{A}_{r}^{0}arrow^{arrow\partial_{n}^{(c)}\mathcal{H}_{\tau v}}\mathcal{A}_{r}^{1}\mathcal{A}_{r}^{0}\downarrow\chi_{s}$

が成立する．

命題 7を用いると，次のMLV の一般導分関係式が証明される．

定理 8(一般導分関係式). 任意の $n\geq 1$ と任意の $C\in \mathbb{Q}$ に対して，$\partial_{n}^{(c)}(\mathcal{A}_{r}^{0})\subset ker\mathcal{L}$.

証明．命題 7より，ある $w\in \mathcal{A}_{1,+}^{1}$ が存在して $\mathcal{A}_{r}^{1}$ 上で $\partial_{n}^{(c)}\chi_{s}=\chi_{s^{\mathcal{H}}w}$ が成り立つ．
$\chi_{s}(\mathcal{A}_{r,+}^{1})=\mathcal{A}_{r,+}^{0}$ であるから，

$\partial_{n}^{(c)}(A_{r,+}^{0})=\partial_{n}^{(c)}\chi_{s}(\mathcal{A}_{r,+}^{1})=\chi_{s}\mathcal{H}_{w}(\mathcal{A}_{r,+}^{1})\subset\chi_{s}(\mathcal{A}_{r,+}^{1}*\mathcal{A}_{1,+}^{1})$.

定理 5より，これは $ker\mathcal{L}$に含まれる．口

3.6 巡回和公式

Hoffman-大野 [7] にて証明された MZV の巡回和公式は，田中-若林 [15] の中で ‘ボア
ソン代数’ を参考に代数的に定式化された．実はこれを MLVへ拡張することができ
ることが最近明らかになったので，本節でそれを紹介する．(詳細は [12] 参照)

$n$ を正の整数とする．$\mathcal{A}_{r}$ の $\mathcal{A}_{r}^{\otimes(n+1)}$ への作用◇を

$a$ $o(w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n+1})=w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n}\otimes aw_{n+1}$ ,
$(w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n+1})\langle\rangle b=w_{1}b\otimes w_{2}\otimes\cdots\otimes w_{n+1}$
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$(a, b, w_{1}, \ldots, w_{n+1}\in \mathcal{A}_{r})$ で定義する．$\mathbb{Q}$-線形写像 $C_{n}$ : $\mathcal{A}_{r}arrow \mathcal{A}_{r}^{\otimes(n+1)}$ を

$C_{n}(x)=x\otimes z^{\otimes(n-1)}\otimes y_{1}$ ,
$C_{n}(y_{s})=-x\otimes z^{\otimes(n-1)}\otimes y_{s}+y_{s}\otimes z^{\otimes(n-1)}\otimes y_{1}-y_{s}\otimes z^{\otimes(n-1)}\otimes y_{s}$

$($ただし $z=x+y_{1})$ および

$C_{n}(ww’)=C_{n}(w)$ ◇ $w’+w$ ◇ $C_{n}(w’)$ $(w, w’\in \mathcal{A}_{r})$

で定義する．$\mathbb{Q}$線形写像 $\mathcal{M}_{n}:A_{r}^{\otimes(n+1)}arrow \mathcal{A}_{r}$ を $\mathcal{M}_{n}(w_{1}\otimes\cdots\otimes w_{n+1})=w_{1}\cdots w_{n+1}$

とし，$\rho_{n}=\mathcal{M}{}_{n}C_{n}$ とする．また，$\mathcal{A}_{r}^{1}-$ を，語 1と $z_{k_{1},s_{1}}\cdots z_{k_{l},s_{l}}$ (ただし，ある番号 $q$ に

対し $k_{q}>1$ , あるいは，ある $i,j(i\neq j)$ に対し $s_{i}\neq s_{j}$ ) で生成される $\mathcal{A}_{r}^{1}$ の部分代数

とする．このとき，次を得る．

定理 9(巡回和公式). 任意の整数 $n\geq 1$ に対し，$\rho_{n}(\check{\mathcal{A}}_{r}^{1})\subset ker\mathcal{L}$ .

証明は Hoffman-大野 [7] と同様ある級数の部分分数展開による．定理 9において
$n=r=1$ の場合が Hoffman-大野による MZV の巡回和公式である．
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