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1 はじめに

項書換えシステム (TRS) は等式による柔軟な計算と効率的な推論を与えることができ
る [14]. TRS は関数論理型プログラミング言語の計算モデルや定理自動証明，記号処理，
代数的仕様記述，検証等に広く応用されている．TRS の合流性は与えられた項の最も単純
な形 (正規形) が一意であることを保証する．しかしながら，合流性は一般に決定不能であ
ることが知られており，合流性を示すために多くの十分条件が与えられている．

Rosen は左線形かつ重なりがない TRS は合流性を持つことを示した [13]. Huet は左線
形かつ並行閉包な TRS は合流性を持つことを示した [5]. Toyama は並行閉包の条件を拡
張し，左線形かつ緩和並行閉包な TRS は合流性を持つことを示した [15]. Oostrom は Huet
と Toyamaの結果を，開発閉包の概念を導入し，高階項書換えシステム (HRS) へ拡張した
[8], すなわち，左線形かつ開発閉包な HRS は合流性を持つことを示した．Oyamaguchi ら
は上側並行閉包の概念を与え，左線形かつ上側並行閉包な TRS は合流性を持つことを示
した [11]. Gramlich は並行危険対の概念を与え，左線形かつ並行危険対条件を満たすTRS
は合流性を持つことを示した [3]. Okui は同時危険対の概念を与え，左線形かつ強閉包な
TRS は合流性を持つことを示した [7]. Oyamaguchi らは Toyamaの結果を一般化した K-
閉包の概念を導入し，左線形かつ $K$-閉包な TRS は合流性を持つことを示した [12]. 最近，
新しい合流条件に関する研究や合流性自動証明システムの設計に関する研究が多く行わ
れている [1, 2, 4, 9, 10, 17].
本稿では Oyamaguchi ら [12] と同様の手法により，開発閉包を一般化した $K$-開発閉包

の条件を与える．次に，左線形かつ $K$-開発閉包な TRS は合流性を持つことを示し，本結
果の有用性を示すために例を与える．さらに，Oostrom[10] と Aoto ら [1] の研究を本研究
で与える例に適用した結果について述べる．

$*$ This paper is revised version of IEICE Transactions on Information and Systems, J90-D, 10, pp.2932-
2935, 2007, (in Japanese) [6].
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2 準備

本節では，本稿で使用する定義と概念を述べる．定義と概念は文献 [12], [14] を参照し
て頂きたい．
記号 $\epsilon$ は空列を表し，$\emptyset$ は空集合を表す．$V$ は変数の集合，$F$ は関数記号の集合とする．

$T$ は $V$ と $F$から生成される項の集合とする．項 $M$に対して，$P(M)$ は $M$ の出現の集合を
表す．$P_{F}(M)$ は項 $M$ における関数記号の出現の集合を表し，$M/u$ は出現 $u$ の $M$ の部分
項を表し，$M[uarrow N]$ は部分項 $M/u$を項 $N$ により置き換えることにより得られる項を表
す．項 $M$ における任意の変数の出現が 1より大きくないとき線形であるという．書換え規
則 $larrow r$ は項上の方向付けられた等式であり，次の条件を満たす : $l\not\in V$ かつ $V(r)\subseteq V(l)$ .
書換え規則 $larrow r$ に対して，$l$ が線形であるとき，左線形であるという．項書換えシステ
ム (TRS) は書換え規則の有限集合である．任意の書換え規則が左線形であるとき，TRS
$R$ が左線形であるという．TRS $R$ により，項 $M$ が出現 $u$ において $N$ に書換えられるとは
ある代入 $\sigma$ と書換え規則 $larrow r\in R$ が存在し，$M=M[uarrow\sigma(l)]$ かつ $N=M[uarrow\sigma(r)]$

を満たすときをいい，$Marrow^{u}NR$ により表す．$arrow^{=}R$ は $arrow R$ の反射的閉包を表し，$arrow^{*}R$ は $arrow R$

の反射推移的閉包を表す．文脈から明らかな場合は $arrow R$ の添字 $R$ を省略し単に $arrow$ と書く．
TRS $R$が合流性を持つとは，$arrow^{*}R^{\cdot}arrow^{*}R\subseteqarrow R*$ . $arrow R*$ が成り立つときをいう．

TRS $R_{1}$ と $R_{2}$ の書換え規則から得られる危険対の集合 $CP(R_{1}, R_{2})$ を次のように定義
する : $CP(R_{1}, R_{2})=\{\langle\theta(l_{1})[uarrow\theta(r_{2})],$ $\theta(r_{1})\rangle_{u}|l_{1}arrow r_{1}\in R_{1},$ $l_{2}arrow r_{2}\in R_{2},$ $u\in$

$P_{F}(l_{1}),$ $l_{1}arrow r_{1}\neq l_{2}arrow r_{2},$ $\theta(l_{1}/u)=\theta(l_{2})\}$ . ここで，$V(l_{1})\cap V(l_{2})=\emptyset$ かつ $\theta$ は $l_{1}/u$ と
$l_{2}$ の最汎単一子である．$CP(R)$ は $CP(R, R)$ で定義される TRS $R$の危険対の集合である．
$CP(R)=\emptyset$ のとき，TRS $R$ は重なりがないという．TRS $R$ に対して，同時書換え $-arrow R$

を次のように帰納的に定義する．1. $x$ を変数とする．$xarrow Rx$ . $2$ . $f$ を項数 $n$ の関数記

号とする．si $-\infty_{R}t_{i}(1\leq i\leq n)$ ならば $f(s_{1}, \ldots, s_{n})-\infty_{R}f(t_{1}, \ldots, t_{n})$ . $3$ . $larrow r\in R$ と

する．$\sigma-e*R\tau$ を満たす代入 $\sigma,$ $\tau$ , すなわち，任意の変数 $x$ に対して $\sigma(x)arrow_{R}\tau(x)$ に

対して $\sigma(l)arrow R^{\mathcal{T}(r)}$ .

3 $K$-開発閉包な左線形項書換えシステムの合流性
本節では $K$-開発閉包の定義を与える．次に左線形かつ $K$-開発閉包な TRS は合流性を

持つことを示す．
$K$-開発閉包は Oostrom による大方開発閉包 (almost development closed) ([8]) を一般
化した条件であり，$\emptyset$-開発閉包 $(K=\emptyset)$ は大方開発閉包と一致する．

定義 31次の条件を満たすとき，左線形 $TRSR$ は $K$-開発閉包 (K-development closed)
であるという．

1. $K\subseteq R$ かつ $K$ は合流性を持つ．

2. $\forall\langle P,$ $Q\rangle_{u}\in CP(K, R-K)(u\neq\epsilon)$ に対して，$P-\infty_{K}Q$ .

3. $\forall\langle P,$ $Q\rangle_{u}\in CP(R-K, R)(u\neq\epsilon)$ に対して，$P-a_{R-K}\cdotarrow^{*}IC$ $arrow_{f\zeta}^{*}Q$ .
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4. $\forall\langle P,$ $Q\rangle_{\epsilon}\in CP(K, R-K)$ に対して，$Parrow^{*}K$ $arrow^{*}K$ $arrow\not\in R-KQ$ .

5. $\forall\langle P,$ $Q\rangle_{\epsilon}\in CP(R-K, R-K)$ に対して，$Parrow IC*$ $arrow R-K$ $arrow IC*$ $arrow_{R}^{*}Q$ .

定理 3.2任意の左線形かつ $K$ -開発閉包な $TRSR$ は合流性を持つ．

定理 3.3 $TRSR$が $K$ -閉包ならば $K$ -開発閉包である．

4 例と考察
本節では定理 32の有用性を示すために例を与える．さらに，Oostrom による減少図式

法 (decreasing diagram)([10]) を適用する．

例 41次の 3つの左線形 $TRSR_{1},$ $R_{2},$ $R_{3}$ を考える．$R_{1},$ $R_{2},$ $R_{3}$ は文献 $[7J$で与えられて
いる．

$R_{1}=\{f(g(g(x)))arrow a,$ $f(g(h(x)))arrow b_{f}$

$f(h(g(x)))arrow b,$ $f(h(h(x)))arrow c$,
$g(x)arrow h(x),$ $aarrow b,$ $barrow c\}$ .

$R_{2}=\{aarrow c,$ $barrow c,$ $f(a, b)arrow d,f(x, c)arrow f(c, c)$ ,
$f(c,x)arrow f(c, c),darrow f(a, c),darrow f(c, b)\}$ .

$R_{3}=\{f(x)arrow x,f(x)arrow f(f(x))\}$ .
また，Okuiにより次のような表が与えられている $[7J$.

$\frac\frac\frac{R_{1}R_{2}R_{3}}{Okui[7J\cross\cross OOyamaguchi-Ohta[11J\cross O\cross Toyama-Gramlich[1\theta J,[3JO\cross\cross}$

(O. . . 満たす，$\cross\ldots$ 満たさない)

本稿では新たに次のような左線形 $TRSR_{4}$ を与える．

$R_{4}=\{\begin{array}{l}g(x)arrow xf(f(x))arrow g(x)f(x)arrow f(f(f(x)))\end{array}\}$

$TRSR_{4}$ は従来までに提案されている合流条件 (Oostromによる減少図式法 $([lOJ)$ を除
く $)$ を満たさないので $TRSR_{1},$ $R_{2},$ $R_{3},$ $R_{4}$ に対して次のような表が得られる．
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$\frac\frac\frac{Toyama-GramlichO\cross\cross\cross R_{1}R_{2}R_{3}R_{4}}{Huet-Toyama-Oostrom[8],[9]\cross\cross O\cross Oyamaguchi-Ohta[11J\cross O\cross\cross}$

$\frac\frac{Okui\cross\cross O\cross}{Aotoetal[1JOOO\cross Oyamaguchi-Ohta[12JOOO\cross}$

(本．研究未確認——‘.?Oos.$tprom[ 10]j_{\iota}^{G}-\equiv 7\int_{\backslash w\llcorner^{\backslash )}}$

$OO$ $\dot{O}/$

?
$OO$ $OO$

$CP(R_{4})=\{\langle g(x),$ $f(f(f(f(x))))\rangle_{\epsilon\rangle}\langle f(f(f(f(x)))),$ $g(x)\rangle_{\epsilon\rangle}\langle f(f(f(f(x)))),$ $g(x)\rangle_{1}$ ,
$\langle f(g(x)),$ $g(f(x))\rangle_{1}\}$ である．

1. $TRSR_{4}$ の合流性を定理 32を適用し示す．

$K=\{g(x)arrow x\}$

$R_{4}-K=\{\begin{array}{l}f(f(x))arrow g(x)f(x)arrow f(f(f(x)))\end{array}\}$

定義 3.1のすべての条件を満たすから，左線形 $TRSR_{4}$ は $K$ -開発閉包である．定理
3.2から，$TRSR_{4}$ は合流性を持つ．したがって，従来までの合流条件 (Oostrom によ

る減少図式法 $([lOJ)$ を除く $)$ が適用できない $TRSR_{4}$ の合流性を本結果を用いて示
すことができる．さらに，TRS Rl, $R_{2},$ $R_{3}$ の全ての合流性を本結果を用いて示すこ

とができる．従来の合流条件 (Oostrom7107による条件を除く) は $TRSR_{1},$ $R_{2},$ $R_{3},$ $R_{4}$

の全てには適用できない．しかしながら，本研究の合流条件は TRS Rl, $R_{2},$ $R_{3},$ $R_{4}$ の

全てに適用可能であり合流性を示すことができる．

2. $TRSR_{4}$ の合流性を減少図式法 $([lOJ)$ を適用し示す．

次のように $TRSR_{4}$ の書換え規則，それぞれに対して (1), (2), (3)をラベル付けする．

$R_{4}=\{\begin{array}{l}(1)g(x)arrow x(2)f(f(x))arrow g(x)f(x)arrow f(f(f(x)))(3)\end{array}\}$

規則ラベル付けを書換え規則の適用によるすべての書換えに適用すると，任意の
$i,j\in\{1,2,3\}$ と重なりがない書換えに対して $arrow_{i}\cdotarrow j\subseteqarrow^{=}\cdotarrow^{=}$ が成立する．

唯一の危険対はピーク $f(f(f(f(x))))arrow 3f(f(x))arrow_{2}g(x)$ で生じる．危険対 $\langle f(f(f(f(x))))$

, $g(x)\rangle$ は次の書換えにより収束する．$f(f(f(f(x))))arrow_{2}g(f(f(x)))arrow_{2}g(g(x))arrow 1$

$g(x)$ . 順序 $3\succ 1,2$ から書換えは減少する．したがって，文献 71 $OJ$の結果から $TRS$

$R_{4}$ の合流性を示すことができる．
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5 むすび

本稿では，Oyamaguchi らと同様の手法により，開発閉包を一般化した $K$-開発閉包の条

件を与えた．次に，左線形かつ $K$-開発閉包な項書換えシステムは合流性を持つことを示し，
本結果の有用性を示すために例を与えた．さらに，本研究で与えた例の合流性が Oostrom
の減少図式法を用いることでも証明できることを新たに確認した．今後の課題は本結果と
Aoto[2] により新たに提案された規則ラベル付けに基づく減少図式による合流性自動証明
法を比較・検討し，$K$-開発閉包の条件を自動判定するシステムを設計することである．
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