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1 はじめに

近年注目を集めている高温超伝導体や強磁性体などの固体材料が示す興味深い現象の多くは，電子間に
強い相関が働く強相関量子多体効果によるものと考えられている．しかしながら，量子多体問題を解析的
に計算することは一般に困難である。そのため、数値シミュレーションによるアプローチが注目されてお
り、 1つのベンチマーク問題として、ババードモデル (図 1参照) [1, 2] と呼ばれる格子上に存在する電子
(フェルミ粒子) 間の短距離相互作用のみを考慮したモデルの高精度シミュレーションがある。 このシミュ
レーションでは、 ババードモデルを数式で表したハミルトニアン

$H=-t \sum_{i,j,\sigma}(a_{i,\sigma}^{+}a_{j,\sigma}+H.C.)+U\sum_{i}(n_{i\uparrow}n_{i\downarrow})$ (1)

の基底状態 (最小固有値とその固有ベクトル) を計算するが，このハミルトニアンの次元はモデルのサイズ
の拡大に伴って指数関数的に増加する。ここで，$t$ は運動エネルギー、 $U$ は反発力であり、 $a_{\dot{\iota},\sigma}^{+},$

$a_{i,\sigma}$ は $i$ 番
目の格子点における (アップスピンまたはダウンスピン) の電子の生成，消滅演算子、 $n_{i\uparrow}(n_{i\downarrow})$ は $i$ 番目の
格子点におけるアップスピン (ダウンスピン) の電子に対する個数演算子である。 式 (1) の第一項は、 電子
が隣接する格子点 ($i$ は $i$ から見た隣接格子点) へ移動することにより、 $t$ の運動エネルギーの利得を得るこ
とを明示している。一方、第二項は，$i$ 番目の格子点におけるアップスピン (ダウンスピン) の電子の密度
(存在確率) を表しており、 スピンの異なる電子がある格子点で出会うと反発力 $U$ のエネルギー損失が生じ
ることを表している。

図 1:1次元ババードモデルの模式図．Oは格子点，矢印はスピン状態の異なる電子 (フェルミ粒子) を表し
ている．1つの格子点に同じ向きのフェルミ粒子は 1つしか存在できない．$U$ および $t$ はそれぞれ 1つの格
子点に異なる向きのスピンの粒子が存在する場合の斥力および粒子のホッピングパラメータである．
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図 2: 1次元モデルに対する密度行列繰り込み群 (DMRG) 法の模式図．system と environment から構成
されており，全体を superblock と呼ぶ．system の状態を繰り込むことで格子を 1つ追加しても全体の状態
数が増加しないようにしている．

図 3: 2次元ハバードモデルの模式図．2次元方向の格子数を leg 数と呼ぶ．

この大規模なババードモデル (1) のハミルトニアンを計算する方法の 1つに，基底状態に関係する重要な
成分のみを適切に考慮して計算を行う密度行列繰り込み群 (Density-MatrixRenormalization Group, 以下
DMRG) 法がある (図 2参照)[3, 4]. DMRG 法は本来 1次元モデルのエネルギーを表現するハミルトニ
アン行列の基底状態を高精度で計算するために開発された方法であり，実際 1次元モデルに対しては，数十
から数千までの格子モデルの計算 (ほぼ，実の物質の物性が理解できる範囲) を可能にし，一次元強相関量
子多体系の理解に対して多くの成功を収めてきた．

しかし，実際の固体材料では，その 2次元構造に高温超伝導などの興味深い現象の発現機構の要因が含
んでいると考えられており [5], 図 3のような 2次元ハバードモデルを高精度で計算することが強く望まれ
ている。 しかし，DMRG法は本来 1次元のモデル用に開発されたものであるため，そのままでは 2次元モ
デルに適用することができない．そのため，2次元モデル用に拡張するための方法が考案されている．代表
的な方法として図 4のように 2次元モデルをジグザクの 1次元モデルとみなして計算する multichain 法と，
図 5ように DMRG 法を直接 2次元方向に拡張する direct extension DMRG(dex-DMRG) 法がある [6, 7].

multichain 法は原理的には 1次元モデルの枠内で計算しているため，メモリ量や計算量は 1次元モデルに
対する DMRG法とほぼ同じになるが，本来存在していない長距離の相互作用を考慮する必要があり，その
精度に関して問題があることが報告されている [8, 9]. 一方、 dex-DMRG 法は短距離の相互作用を保ったま
ま拡張しているため，高精度シミュレーションが期待できるか$\searrow$ 2次元方向への拡張に伴って計算量が指数
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図 4: 2次元ハバードモデルに対する multichain
法の模式図．2次元モデルを実線で示したジグ
ザクの 1次元モデルとして扱うため、破線で
示した格子間の相関を長距離として扱う必要が
ある。

図 5: 2次元ババードモデルに対する dex-
DMRG 法の模式図．直接 2次元モデルに拡張
しているため，全ての格子間の相関は短距離の
ままであり、 高精度の結果が期待できる。

関数的に増加する。そのため、大規模な並列計算機が利用できる環境であれば、 並列化した dex-DMRG 法
を用いてシミュレーションすることが望ましい。

そこで，本研究では，dex-DMRG法の並列化手法を提案し，実際に並列計算機を利用したシミュレーショ
ンにより，その有効性を確認する．

2DMRG法の並列化

2.lDMRG 法のアルゴリズム

本研究で対象とする DMRG 法は，図 2のように，モデル全体 (superblock) を system と environment に

分割し，system の重要な成分を繰り込むことで，ハミルトニアン行列の次元の増加を回避する方法である．
1次元モデルに対する具体的な計算方法は以下の通りである．

1. superblock に対応するハミルトニアン行列を構成し，その基底状態を計算する．

2. 1. で求めた基底状態を利用し，system に対応した密度行列を構成する，

3. 密度行列の固有値を計算し，大きい方から $m$ 個の固有値とそれに対応する固有ベクトルを計算する．

( $m$ は考慮する状態数)

4. 3. で得られた情報 (固有ベクトル) を利用して，system の重要な情報を繰り込み，その system に新
しい格子を 1つ追加する．

5. 適切な environment を利用して，新しい superblock を構成する．

2.2DMRG法の並列化

2次元モデルに対する dex-DMRG 法において，最も計算量が多く，また，メモリを必要とする演算は
密度行列の固有値計算と，ハミルトニアン行列の基底状態の計算である．密度行列は密行列 (正確には各ブ
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ロック行列が密行列のブロック対角行列) であるため，ScaLAPACK などの既存の固有値計算ライブラリ

を使用することで，効率的な並列計算が期待できる．一方，ハミルトニアン行列の基底状態の計算に関して
は，行列が疎行列であることと，基底状態のみを求めることから，Lanczos 法 [10] や PCG 法 [11, 12] など

の反復法を用いて計算することが望ましい．また、 この反復法において最も計算量が大きい演算は行列と
ベクトルの掛け算であるため，この掛け算を並列化することが重要である．疎行列とベクトルの掛け算の
並列化は，疎行列を行方向に分割して並列計算するのが一般的であるが，疎行列内の非零要素の分布に偏
りがある場合には，演算量および通信量に偏りができてしまう．特に並列度が大きい場合にはその効果が得
られなくなる．そのため，超並列計算機を有効に利用するためには，問題の物理的性質を利用することで演
算量，通信量を均等に分割する計算方法を見出すことが必須である。そこで、モデル自身にひそむ並列性を
利用した並列化手法を提案する。

まず，図 6の上図のように 4つのブロックで構成されているブロックを図 6の下図のように 3つのブロック
に分割し，それぞれのブロックを表現するハミルトニアンを左から $H_{l},$ $H_{c},$ $H_{r}$ とする。 ここで，dex-DMRG
法の電子の移動は隣接格子点に限定されるため，これらのブロックは互いに影響を与えない。そのためハミ
ルトニアン $H$ は

$H=I_{4}\otimes I_{3}\otimes H_{l}+I_{4}\otimes H_{c}\otimes I_{1}+H_{r}\otimes I_{2}\otimes I_{1}$

と単位行列と行列の直積の和で表現できる。ここで，$I_{i}$ は $i$ ブロックの状態数の大きさの単位行列である．こ
の関係から，ハミルトニアンとベクトルの掛け算 $Hv$ は $(I_{4}\otimes I_{3}\otimes H_{l})v,$ $(I_{4}\otimes H$

。
$\otimes I_{1})v,$ $(H_{r}\otimes I_{2}\otimes I_{1})v$ の 3

つの行列ベクトル積を計算し，それらを足し合わせればよいことがわかる。また、これらの掛け算に単位行
列との直積が含まれていることから、単位行列との直積計算の関係を考慮し、ベクトル $v$ を適切に密行列 $V_{l}$ ,
$V_{c},$ $V_{r}$ に変換することで 3つの行列ベクトル積はそれぞれ $(I_{4}\otimes I_{3}\otimes H_{l})varrow H_{l}V_{l},$ $(I_{4}\otimes H_{c}\otimes I_{1})varrow H_{c}V_{c}$,
$(H_{r}\otimes I_{2}\otimes I_{1})varrow H_{r}V_{r}$ と 3組の疎行列と密行列の積で表現できる。 こうして、 全ての計算プロセスが疎
行列 $H_{l},$ $H_{c},$ $H_{r}$ の情報を有していれば 9 $V_{l},$ $V_{c},$ $V_{r}$ を列方向に分割し、各プロセッサが密行列のデータを

均等に分担することで計算量の偏りがないようにこれらの行列積を並列化することができる。すなわち、固
有状態から構成される密行列 $V_{l},$ $V_{c},$ $V_{r}$ の均等分割は、非ゼロ要素がないことから簡単に均等分割され、超

並列化可能となる。ただし、 行方向に分割した $V_{l},$ $V_{c},$ $V_{r}$ 間の変換を行うための通信が必要になる。この通

信を含めたこの演算の具体的な並列計算アルゴリズムは

CAL 1 $W_{1}^{c}=H_{l}V_{l}^{c}$

COM 1 $V_{l}^{c}$ を $V_{r}^{c}$ に変換するため o)通信

CAL 2 $Z_{2}^{c}=H_{r}V_{r}^{c}$

COM 2 $Z_{2}^{c}$ を $W_{2}^{c}$ に変換するための通信

COM 3 $V_{l}^{c}$ を $V_{c}^{c}$ に変換するための通信

CAL 3 $Z_{3}^{c}=H_{c}V_{c}^{c}$

COM 4 $Z_{3}^{c}$ を $W_{3}^{c}$ に変換するための通信

CAL 4 $W^{c}=W_{1}^{c}+W_{2}^{c}+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となる。 ここで、 上付きの添字 $c$ は列方向に分割した行列を表している。 このときの通信の COMl-4は全

て all-to-all 通信であるため理論上は通信量も均一になる (実際のシミュレーションでは物理的に不適な状

態に対するベクトル成分は無視するため、 正確には送信するデータ量はプロセスごとに若干異なる)。
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superblock

図 6: 2次元モデルの superblock の分割方法の模式図．上図の 4つのブロックを下図の 3つのブロックに分
割する。 下図の 3つのブロックに対応するハミルトニアンを左から $H_{l},$ $H_{c},$ $H_{f}$ としている。

23 通信の最適化

前節で説明したようにハミルトニアンとベクトルの掛け算は $H_{l}V_{l},$ $H_{c}V_{c},$ $H_{r}V_{r}$ の 3つの疎行列と密行列
の掛け算で表せ、密行列を列方向に分割することで並列化を実現したが、分割した $V_{l},$ $V_{c},$ $V_{r}$ 間でのデータ
のやりとりのため全プロセスでデータのやりとりを行う all-to-all 通信が必要になる。 しかし，この通信は
ネットワークに負担がかかるため，性能の低下を引き起こす。特に，現在の並列計算機の主流であるマルチ
コアクラスタでは，コア当たりのネットワークのバンド幅が小さく，全プロセスでの通信は避けるのが望ま
しい。 そのため、 我々は、 巧から称へのデータのやりとりを直接行うのではなく、図 7のように鷲を経
由させることで、全プロセスでの通信を回避する方法を提案している (詳細は文献 [13, 14] 参照)。 この通信
を含めたこの演算の具体的な並列計算アルゴリズムは

CAL 1 $W_{1}^{c}=H_{l}V_{l}^{c}$

COM 1 $V_{l}^{c}$ を $V_{c}^{b}$ に変換するための通信

COM 2 $V_{c}^{b}$ を陛に変換するための通信

CAL 3 $Z_{2}^{c}=H_{r}V_{r}^{c}$

COM 3 $Z_{2}^{c}$ を $W_{2}^{b}$ に変換するための通信

CAL 2 $Z_{3}^{b}=W_{2}^{b}+H_{c}V_{c}^{b}$

COM 4 $Z_{3}^{c}$ を $W_{3}^{c}$ に変換するための通信

CAL 4 $W^{c}=W_{1}^{c}+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となる。 ここで、 上付きの添字 $c$ および $b$ はそれぞれ列方向および 2次元ブロックに分割した行列を表して
いる。
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$V_{c}=$

$V_{l}=$

図 7: 16 プロセスの際の $V_{l},$ $V_{c}$ , 称の通信方法の模式図。 $P_{1}-P_{16}$ は担当するプロセス番号を表してい
る．直接 $V_{l},$ $V_{r}$ 間で変換すると，all-to-all通信が必要になる．一方，$V_{l},$ $V_{c}$ 間の変換はプロセス $1\sim 4,5\sim 8$ ,
$9\sim 12$ ,13$\sim$ 16間の通信で実現できる．また，$V_{c},$ $V_{r}$ 間の変換はプロセス {1,5,9,13}, {2,6,10,14}, {3,7,11,15},
{4,8,12,16} 間の通信で実現できる．

3 数値実験

ここでは，開発した並列 DMRG 法の並列化効率を確認するため，実際の問題として 4 $\cross 10$ サイト (アッ

プスピン数 19個，ダウンスピン数 19個，$U/t=10$) のババードモデルの基底状態を，考慮する成分数 $m$

を変化させ，東京大学情報基盤センターの HA8000 クラスタシステム (T2K オープンスーパコンピュータ)

を利用して並列計算した際の全体の計算時間を図 8に，行列ベクトル積の計算時間を図 9に示す．この計算
では Intel Fortran Compiler110を利用し、並列化では全ての並列化を MPI 命令で実施する Flat MPI 並

列を使用している．また、 通信方法として、全てのプロセスでの all-to-all通信を行うもの (all-to-all通信)

と $V_{c}$ を経由するもの (2段階通信) の 2通りを採用する。

この結果から，all-to-all通信では，1024 コアまで高速化しており、 64 コアと比較し計算時間は 3分の 1

以下になっている。一方、 2段階通信では繰り込み数が 240の場合に 1024 コアまで高速化し、 64 コアと
比較し計算時間が約 45分の 1になってるが、繰り込み数が 200, 220の場合は 512 コアまでしか高速化せ

ず，1024 コアになると急速に遅くなっていることが確認できる。しかし、この 2 ケースを除けば、 2段階

通信は all-to-all 通信と比較し 2倍程度の高速化を実現している。 この遅くなる原因を調査するため，2段
階通信の $m=200$ と 240の通信時間を表 1に示す。 この表から，理由は不明であるが繰り込み数が少ない
$(m=200)$ 時の COM 2および COM 3の通信時間が非常に大きくなっていることが確認できる。 その

ため、 さらなる DMRG の高速化のためには、 この部分の通信が遅くなる原因を調査し，それを回避する通
信方法を開発することが重要であると考えている。
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200 220 240
Number of states kept $(m)$

(a) all-to-all通信を利用した dex-DMRG 法

200 220 240
Number of states kept $(m)$

(b) 2段階通信を利用した dex-DMRG 法

図 8: dex-DMRG 法の並列計算時間。 $4\cross 10$ サイトババードモデルを dex-DMRG 法で HA8000 クラスタ
( $T2K$ スパコン) で並列計算した際の総計算時間を示している。 この計算では、 繰り込み数 $m$ を 200, 220,
240としている。

Number of states kept $(m)$ Number of states kept $(m)$

(a) all-to-all 通信を利用した dex-DMRG 法 (b) 2段階通信を利用した dex-DMRG 法

図 9: dex-DMRG 法の行列ベクトル積の計算時間。 $4\cross 10$ サイトハバードモデルを dex-DMRG 法で HA8000
クラスタ (T2K スパコン) で並列計算した際のハミルトニアン行列とベクトルの掛け算部分の計算時間 (演
算時間と通信時間の合計) を示している。

4 まとめ

本研究では，本来 1次元モデル量子問題のシミュレーション手法である DMRG法を準 2次元モデル用に
拡張するための並列化手法を提案し，東京大学 HA8000 クラスタを利用した並列計算により，繰り込み数
が大きければ 1024 コアまで並列化の効果が得られることを確認した。 また、 データの分割方法を改良する
ことで，現在の並列計算機の主流であるマルチコアクラスタに適していない全プロセッサ問での all-to-all
通信を行わない通信を実現し，all-to-all通信を使用した場合と比較し，多くの場合で総計算時間が約半分
になっていることを確認した。 しかし，この提案した通信手法は繰り込み数が少ないと，1024 コアでの並
列計算の際に急激に遅くなることが確認できた。現状ではこの理由は不明であるため，この点の解明を今
後の課題の 1つとしたい。
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表 1:2段階通信を利用した際の通信時間
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