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1 はじめに

本稿では非負半正定値計画問題に対するアルゴリズムの提案を行う．近年の研究で，非凸二次
0-1混合線形計画問題が等価な完全正値錐線形計画問題として定式化できる事が明らかになっ
た [2]. さらに，その定式化された問題を非負半正定値計画問題に緩和する手法が提案されてい
る [2,7]. 非負半正定値計画問題は以下のように与えられる．

$\min$ $\langle C,$ $X\rangle$

$s.t$ . $\mathcal{A}(X)=b$

$X\in S_{+}^{n}\cap \mathbb{R}_{+}^{n\cross n}$

ここで，$\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ は行列の内積 $(\langle C,$ $X\rangle$ $:=$ trace $(C^{T}X)),$ $C\in \mathbb{R}^{n\cross n},$ $b\in \mathbb{R}^{m},$ $A(X)$ は $\mathbb{R}^{n\cross n}$ から
$\mathbb{R}^{m}$ への線形写像であり，$S_{+}^{n}$ は $n$ 次半正定値行列錐 $(S_{+}^{n}:=\{X|X=X^{T},$ $\forall y\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $y^{T}Xy\geq$

$0\}),$ $\mathbb{R}_{+}^{n\cross n}$ は $n$ 次非負対称行列錐を表す．この問題は等価な半正定値計画問題へと帰着できる．
その性質を用いて，非負半正定値緩和の効果を計算機実験により確かめた．その結果非負半正
定値緩和が強力である事が明らかになった [6]. しかし，帰着された半正定値計画問題は非常に
大きくなるため，必ずしも実用的ではない．そこで，非負半正定値計画問題を半正定値計画問題
に帰着せず，直接解くためのアルゴリズムを提案する．
本稿の構成を述べる．2節では非負半正定値計画問題に関する性質を述べる．3節では非負半
正定値緩和を二次割当問題に対して適用した結果を紹介する．4節で非負半正定値計画問題に
対するアルゴリズムについて提案手法を説明し，5節で結論を述べる．

2 非負半正定値計画問題

この節では非負半正定値計画問題について説明する．この問題は，錐線形計画問題というク
ラスに含まれる．錐線形計画の主問題 (CP) と双対問題 (CD) は以下のように記述される．

(CP)

$\min$

st.

$\langle c,$ $x\rangle$

$\mathcal{A}(x)=b$

$x\in \mathcal{K}$
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$\min$

(CD) s.t.

$b^{T}y$

$\mathcal{A}^{*}(y)+z=cz\in \mathcal{K}^{*}$

ここで，$A^{*}(y)$ は $A$ に対する随伴作用素である．$\mathcal{K}$ は閉凸錐であり，$\kappa*$ は $\mathcal{K}$ に対する双対錐

である $(\mathcal{K}^{*}:=\{x|\forall y\in \mathcal{K}, \langle x, y\rangle\geq 0\})$ . 非負半正定値行列錐 $S_{+}^{n}\cap \mathbb{R}_{+}^{n\cross n}$ に対する双対錐
は $S_{+}^{n}+\mathbb{R}_{+}^{n\cross n}$ で与えられるため [6], 非負半正定値計画問題の主問題と双対問題はそれぞれ，

$\min$ $\langle C,$ $X\rangle$

$s.t$ . $A(X)=b$ (1)
$X\in S_{+}^{n}\cap \mathbb{R}_{+}^{n\cross n}$

$\min$ $b^{T}y$

s.t. $A^{*}(y)+Z=C$ (2)
$Z\in S_{+}^{n}+\mathbb{R}_{+}^{n\cross n}$

と記述される．この他，近年研究が行われている錐として，共正値行列錐 [4], 完全正値行列錐 [1]
がある．これらは相互に双対錐の関係にあり，共正値行列錐 $C_{n}$ , 完全正値行列錐 $C_{n}^{*}$ はそれぞ

れ以下のように定義される．

$C_{n}:=\{X|X=X^{T}, \forall y\in \mathbb{R}_{+}^{n}, y^{T}Xy\geq 0\}$ ,

$C_{n}^{*};=\{X|$ ョ$m, y_{1}, \cdots, y_{m}\in \mathbb{R}_{+}^{n}, X=\sum_{k=1}^{m}y_{k}y_{k}^{T}\}$.

以上の 4つの錐には以下の包含関係が成立する．

$C_{n}^{*}\subseteq(S_{+}^{n}\cap \mathbb{R}_{+}^{n\cross n})\subseteq S_{+}^{n}\subseteq C_{n}$ (3)

性質 (3) は，完全正値行列錐上の問題に対して非負半正定値緩和が適用できることを意味してい
る．この緩和が適用可能な問題を次節で説明する．

3 二次割当問題に対する非負半正定値緩和

ここでは Burer [2] による結果を紹介する．以下の非凸二次 0-1混合線形計画問題 (P) を考える．

(P)

$\min$ $x^{T}Qx+2c^{T}x$

s.t. $x\in \mathbb{R}_{+}^{n}$

$a_{i}^{T}x=b_{i}$ $\forall i=1,$
$\ldots,$ $m$

$x_{j}\in\{0,1\}$ $\forall j\in B$

ここで，$B$ は 0-1変数を示す所与の添字集合である $(B\subseteq\{1, \ldots, n\})$ .
また，問題 (P) に対して次の仮定をおく．

$x\in\{x\geq 0|a_{i}^{T}x=b_{i},\forall i=1, \ldots, m\}\Rightarrow 0\leq x_{j}\leq 1,\forall j\in B$ (4)
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問題 (P) は非凸最適化問題である．次に以下の完全正値錐 $C_{n}^{*}$ 上の最適化問題 (C) を考える．

(C)

$\min$ $\langle Q,$ $X\rangle+2c^{T}x$

st. $a_{i}^{T}x=b_{i}$ $\forall i=1,$
$\ldots,$ $m$

$a_{i}^{T}Xa_{i}=b_{i}^{2}$ $\forall i=1,$
$\ldots,$

$m$

$x_{j}=X_{jj}$ $\forall j\in B$

$(\begin{array}{ll}1 x^{T}x X\end{array})\in C_{1+n}^{*}$

完全正値錐 $C_{n}^{*}$ は凸集合であるので，問題 (C) は凸最適化問題である．論文 [2] では仮定 (4) の
下で，問題 (P) の許容解集合の凸包が問題 (C) の許容解集合と一致し，さらに最適解も一致する
ことを示している．問題 (C) は二次割当問題を含んでいる．二次割当問題は与えられた 2つの
行列 $A,$ $B$ に対して trace$(AXBX^{T})$ を最小化する置換行列 $X$ を求める問題である．二次割当
問題は，以下のように等価な完全正値錐上の最適化問題 (QAPCP) として記述できる．

$(QAP_{CP})$

$\min$ $\langle B\otimes A,$ $Y\rangle$

$s.t$ . $\sum_{i}Y^{ii}=I$

$\langle$I, $Y^{ij}\rangle=\delta_{ij}$ $\forall i=1,$
$\ldots,$

$n\forall j=1,$
$\ldots,$

$n$

$\langle ee^{T},$ $Y\rangle=n^{2}$

$Y=(\begin{array}{lll}Y^{11} \cdots Y^{1n}\vdots \vdots Y^{n1} \cdots Y^{nn}\end{array})\in C_{n^{2}}^{*}$

ここで，$e\in \mathbb{R}^{n^{2}}$は全ての要素が 1であるベクトル，$Y^{ij}\in \mathbb{R}^{n\cross n}(\forall i,j=1, \cdots, n)$ である．
(QAPCP) に対して，非負半正定値緩和を適用した．以下は二次割当問題のライブラリ [3] のイ
ンスタンスに対して，非負半正定値緩和を適用した計算機実験の結果である．特に，インスタン
ス Rou12に対する結果は以下のようになった．

$X^{*}=$ $[000200000000000000000000000000000000000000009996$ $000000000000000000000000000099980000000000000000$ $000000000000000000000000000000000000000099980000$ $000099970000000000000000000000000000000000000000$ $000000000000000000000000000000000000000099980000$ $000000000000000000000000000000000000000000009997$ $000000009998000000000000000000000000000000000000$ $000000000000000000000000999800000000000000000000$ $000000000000000000000000000000000000000000009997$ $000000009996000000000000000000000000000000000002$ $000000000000000000000000000000000000999800000000$
$000000000000000000000000000000000000000099970000)$

Rou12に対する最適解 $X$。pt は以下であることが知られている [3].
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$X_{opt}=[000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001$ $000000000001]$

行列 $x*$ は $X$。pt とほぼ一致していることがわかる．このインスタンス以外にも，いくつかの規
模の小さいインスタンスに対しては同様に元問題の最適解に非常に近い解が得られた．このよ
うに非負半正定値緩和は強力である可能性がある．
しかし，元問題の変数行列が $n\cross n$ 行列であるとき，等価な半正定値計画問題の変数行列

は $n^{4}\cross n^{4}$ 行列となり非常に大きな問題となる．必要とされる計算時間やメモリの容量を考慮
すると，大規模な問題に対して半正定値計画問題への帰着を用いる手法は実用的でない．そこ
で等価な半正定値計画問題に帰着しない非負半正定値計画問題の解法を提案する．

4 アルゴリズム

本節では非負半正定値計画問題に対するアルゴリズムを提案する．非負半正定値行列錐は，
その錐と双対錐が一致する自己双対性をもたず，問題 (1) とその双対問題 (2) に主双対内点法

を直接適用することはできない．本稿では，主問題 (1) のみに着目し Newton 方向を利用する
非許容主内点法を提案する．非負半正定値行列錐の内部に点列 $\{X_{k}\}$ を生成するため，以下の
バリア関数 $\phi:S_{++}^{n}\cap \mathbb{R}_{++}^{n^{2}}arrow \mathbb{R}$を導入する．

$\phi(X)$ $:=-($log det$X+ \sum_{i,j=1}^{n}\log X_{ij})$

この関数は非負半正定値行列錐に対する自己整合障壁関数であることが知られている [8]. 正の
実数値をとるバリアパラメータ $\mu$ を用いて $\phi(X)$ を目的関数に組み込んだ問題を考える．

$\min$ $f(X)=\langle C,$ $X\rangle+\mu\phi(X)$

(5)
$s.t$ . $A(X)=b$

$\mu$ を $0$ に近づくよう更新しながら問題 (5) を繰り返し解く事によって元問題 (1) の最適解を探
索する．
問題 (1) に対して内点法を実行するためには錐制約と線形制約を同時に満たす初期許容内点

を見つける必要があるが，問題のインスタンスによってはそのような初期許容内点を見つける事
が難しい．そこで，錐制約のみの内点である点列を発生させ，$X_{k}$ における残差 $r_{k}$ $:=b-A(X_{k})$

と目的関数値を同時に減少させる探索方向を使用する．初期許容内点として，

$X_{0}=pI+qee^{T}$ ( $I$ : 単位行列，$e$ : 全ての要素が 1であるベクトル，$p>0,$ $q>0$ ) (6)
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とおくと，$X_{0}$ は全ての要素が正である正定値行列になるため非負半正定値行列錐の内点になる．
各 $X_{k}$ に対して次の方程式系 (7) を解くことにより線形制約 $A(X)=b$ の核空間上に射影され
た Newton方向を計算し，それを探索方向として使用する．

$\{\begin{array}{l}\nabla^{2}f(X_{k})\triangle X_{k}+\nabla f(X_{k})=\mathcal{A}^{*}(y)\mathcal{A}(\triangle X_{k})=r_{k}\end{array}$ (7)

この連立方程式の解 $(y, \Delta X_{k})$ を使い $X_{k+1}=X_{k}+\alpha_{k}\triangle X_{k}$ と $X_{k}$ を更新する．ただし，$\alpha_{k}$

は $k$ 回目の反復における探索方向のステップサイズである．$\alpha_{k}$ を選ぶ基準として Armijo条件
を採用する．具体的には，定数 $\xi\in(0,1)$ を用い，次の 3つの式を満足する $\alpha_{k}$ を求める．

$\{\begin{array}{l}f(X_{k}+\alpha_{k}\triangle X_{k})\leq f(X_{k})+\xi\alpha_{k}\langle\nabla f(X_{k}), \triangle X_{k}\rangle f(X_{k}+\alpha_{k}\Delta X_{k})\in int (S_{+}^{n}\cap \mathbb{R}_{+}^{n\cross n})\alpha_{k}\in(0,1)\end{array}$ (8)

このステップサイズを用いると $k$ 回の反復の後，初期残差 $r_{0}=b-A(X_{0})$ と比較して

$r_{k}=r_{0} \prod_{j=0}^{k-1}(1-\alpha_{j})$ (9)

まで残差が減少する．

停止条件として，目的関数の変動と線形制約の残差が十分小さくなったときに元問題 (1) の最
適解に対する近似解が得られたとしてアルゴリズムを停止させることを考える．具体的な条件
式の記述は次のようになる．

$\frac{|\langle C,X_{k+1}\rangle-\langle C,X_{k}\rangle|}{\max\{1,|\langle C,X_{k}\rangle|\}}<\epsilon$

。 (10)

$\Vert r_{k}\Vert<\epsilon_{f}$ (11)

アルゴリズムをまとめると以下のように記述できる．

非負半正定値計画問題 (1) に対するアルゴリズム
step. $0$ : 初期許容内点 $X_{0}$ , 初期バリアパラメータ $\mu 0$ , 停止条件パラメータ $\epsilon_{o},$ $\epsilon_{f}$ の決定．
step. 1: 暫定解 $X_{k}$ が停止条件 (10),(11) 式を満たす場合，アルゴリズムの停止．
step.2:(7) 式により探索方向 $\triangle X_{k}$ を計算．
step.3 :(8) 式を満たすステップサイズ $\alpha_{k}$ を用い，解を $X_{k+1}=X_{k}+\alpha_{k}\triangle X_{k}$ と更新．
step.4 : $0<\mu_{k+1}<\mu_{k}$ となるように $\mu$ の値を更新．$k$ $:=k+1$ とおいて step.1へ戻る．

5 まとめと結論

本稿では，非負半正定値計画問題の性質と重要性について紹介した．非負半正定値計画問題を
等価な半正定値計画問題に帰着せず解くことにより，大規模な組合せ最適化に対しても非負半
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正定値緩和を用いて良い下界値及び解を得ることが期待できる．今後の研究の課題として，アル
ゴリズムにおける各種パラメータの更新方法や問題に合わせた性質の良い初期点の選び方，点
列の収束性の議論があげられる．また，予備的な数値実験も必要である．
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