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本稿の目的は，双曲群の境界の性質について共形次元に関連するものを紹
介することである．

1 双曲群とその境界

本節では双曲群およびその境界について復習する．双曲群の概念はGromov[12]
により導入されたものであり，その詳細についての参考文献としては [11], [12]

などがある．また，双曲群の境界についての概説としては [6], [14] などがある．

(X. d) を距離空間とする．
$\mathbb{R}$ の連結部分集合から $X$ への等長的埋め込みまたはその像を測地線 (geodesic)
という．$X$ の任意の二点 $x,$ $y$ に対して $x$ と $y$ を結ぶ測地線が存在するとき，
(X, d) を測地空間 (geodesic space) であるという．
$(X, d)$ の任意の有界閉集合がコンパクトであるとき，(X. d) は固有 (proper) で

あるという．
$X$ の部分集合 $A$ および．$\check\sigma$ $>0$ に対して，$X$ における $A$ の $-\wedge$ 近傍を $N,(A)$ と

記す．

距離空間の $Gr(111O\backslash \gamma$ 双曲性は一般の距離空間に対して定義されるが
$\grave\acute$

ここ

では簡単のため測地空間に対してのみ定義する．

定義 1 (X, d) を測地空間とする．$(X. cl)$ が Gmmov双曲空間 $(G_{7}omo\iota$ hy-
perbolic space) であるとは j 以下の条件を満たす実数 $\delta\geq 0$ が存在すること

をいう:
$X$ 内の三角形の三辺 $(\lambda,$ $\beta_{i}\gamma$ が測地線であるとき，$\alpha\subset N_{\delta}(\beta\cup\gamma^{J}),$ $\beta\subset$

$N_{\overline{\delta}}(\gamma\cup\alpha),$ $\gamma\subset N_{\delta}(\alpha\cup\beta)$ が成り立っ．

Grornov 双曲空間の具体例としては，実双曲平面 $\mathbb{H}_{N}^{2}$ が挙げられる．

次に，有限生成群の双曲性を定義する．
$G$ が有限生成群であり $S$ が $G$ の対称な (すなわち．$S^{-1}=S$ ) 有限生成系で

あるとき，$G$ の $S$ に関する Cayley グラフ $\Gamma(G. S)$ とは以下のように定義され

る一次元単体複体のことである:
$\Gamma(G.S)$ の頂点集合は $G$ に等しく，$x^{-1}y\in S$ であるときかつそのときに限り

$x$ と y は辺で結ばれる．
$\Gamma(G, A.’)$ の各辺の長さを 1とすることにより定まる $\Gamma(G, S)$ の距離を $d_{6}$ と記
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すと，$(\Gamma(G, S), d_{:}\backslash )$ は固有な測地空間である．$d_{S}$ の $G$ への制限も $d_{\iota}\zeta\backslash$ と表し，
$S$ に関する $G$ の語距離という．

定義 2 $(X, d),$ $(X’.d’)$ を距離空間とする．
写像 $f:Xarrow X’$ が擬等長写像 (quasi-isometry) であるとは，次の (1) (創が
成り立っような実数 $\lambda\geq 1.C\geq 0$が存在することをいう:

(1) 任意の $x_{1;}x_{2}\in X$ に対して，
$\lambda^{-1}d(x_{1}, x_{2})-C\leq d’(f(x_{1}), f(x_{2}))\leq\lambda d(x_{1}, x_{2})+C$

が成り立っ．

(2) $N_{C}(f(X))=X’$ .
$(X, d)$ と $(X’, d’)$が擬等長的 (quasi-isometric)であるとは，$(X, d)$ から $(X’, d’)$

への擬等長写像が存在することをいう．

$G$ を有限生成群とし，$S_{1},$ $S_{2}$ を $G$ の有限生成系とすると，包含写像 $i$ : $Garrow$

$\Gamma(G, S_{1})$ は $(G, d_{S_{1}})$ から $(\Gamma(G, S_{1}))$ への擬等長写激である．さらに，写像
$G_{1},$ $G_{2}$ を有限生成群とし，$S_{1},$ $S_{2}$ をそれぞれ $G_{1},$ $G_{2}$ の有限生成系とする．

このとき，$(G_{1}, dg_{1})$ と $(G_{2}.d_{S_{2}})$ が擬等長的であることは $S_{1},$ $S_{2}$ の取り方に
よらないので，単に $G_{1}$ と $G_{2}$ が擬等長的であるということにする．

定義 3 $G$ を有限生成群とする．$G$ が双曲群 (word-hyperbolic $gros\iota p$) である

とは，$G$ のある有限生成系 $S$ に関する Cayley グラフ $\Gamma(G, S)$ が Gromov双曲
空間であることをいう．

測地空間の Gromov 双曲性は擬等長不変であることが知られているので，
有限生成群の双曲性は有限生成系の取り方によらない．

次に，Gromov 双曲空間の Gromov 境界を定義する．以後．簡単のため固有
な Gromov 双曲空間のみを考える．

$(X, d)$ を固有な Gromov 双曲空間とし，$X$ の点 $x_{0}$ を固定する．
$R(X):=\{\gamma$ : $[0.+\infty)arrow X|\gamma$は測地線，$\gamma(x_{0})\}$ とおく．$\gamma l,$ $\gamma_{2}\in R(X)$ に対し

て，ある実数 $C\geq 0$ が存在して任意の $t\in[0, +\infty)$ に対し $d(\gamma 1(t).\gamma_{2}(t))\leq C$

が成り立つとき $\gamma_{1}\sim\gamma_{2}$ と記すと，$\sim$ は $R(X)$ の同値関係である．

定義 4 $R(X)/\sim$ を Gromov双曲空間 $(X, d)$ の Gromov境界 (Gromov bonnd-
$a7y)$ といい．$\partial X$ と表す．

$\partial X$ には $R$ のコンパクト開位相の商位相 $\mathcal{O}$ を与える．このとき，$\partial X$ はコ

ンパクトかつ距離化可能である．特に $\partial X$ の視距離と呼ばれる次のような距
離を考える．

定義 5 $a>1$ とする．$\partial X$ の距離 $d_{a}$ がパラメータ $a$ に関する視距離 (visual
metric) であるとは，次の (1), (2) が成り立っことをいう．
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(1) $d_{o}$. が定める $\partial X$ の距離位相は $O$ である．

(勿以下が成り立つような実数 $C>0$ が存在する:

任意の測地線 $\gamma^{1}:\mathbb{R}arrow X$ に対して，測地線 $\gamma+,$ $\gamma_{-}:[(J^{-}, +\infty)arrow X$ を

$t\in[(J, +\infty)$ に対して $\gamma’+(t)=\gamma(t),$ $\gamma_{-}(t)=\gamma(-t)$ より定義すると，
$C^{-1_{a^{-d(0}}},7)\leq d_{o}.([\gamma_{+}^{J}], [\gamma_{-}^{1}])\leq Ca^{-d(0,\gamma)}$

が成り立つ．

任意の固有な Gromov 双曲空間 (X.,のに対してある実数 $a_{0}>1$ が存在し

て，任意の実数 $a\in(1, a_{0})$ に対してパラメータ $a$ に関する $\partial X$ の視距離が存
在することが知られている．

Gromov 双曲空間の例として，階数 1の対称空間を紹介する．

例 1([3] など参照) $K\in\{\mathbb{R}, \mathbb{C}\},$ $r\iota\geq 1$ とする．
$K^{n}$ の元 $x=(x_{\rceil}.\cdots\cdot, x_{n}).y=(yl, \ldots, y_{7\dot{t}})$ に対 tて，

$\langle$ X, $y\rangle=\overline{x}_{1}y_{1}+\cdots\overline{x}_{n}y_{n}$ . $||x||=\langle x_{i}y\rangle^{1/2}$ とおく．$\mathbb{H}_{K}^{n}=\{x\in \mathbb{K}^{n}|||x||<$

1 $\}$ と定義する．

職の距離砺を $x,$ $y\in \mathbb{H}_{\mathbb{K}}^{n}$ に対して以下のように定義する:

$CO_{h\backslash }^{t^{\urcorner}hd_{h}(x,y)}=\frac{|1-\langle x,y\rangle|}{\sqrt{1-||x||^{2}}}\sqrt{1-||y||^{2}}$.

このとき，$(\mathbb{H}_{\kappa}^{7l}r, d_{1}\lfloor,)$ は $c_{romo’l_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}}}$ 双曲空間である．

$k=\dim_{lR}K$ とおくと，$\mathbb{H}$畏の $G_{7^{Y}}on\iota$ ) $v$境界 $\partial \mathbb{H}i_{\backslash <}^{1}$ は $\mathbb{S}^{kn-1}=\{\xi\in K^{r\iota}|||\xi||=$

$1\}$ と自然に同一視できる．特に，$\dot{c}J\mathbb{H}_{1_{\backslash }^{\swarrow}}^{\mathfrak{f}_{\vee}^{n}}-.$. は $(k_{7}t-1)$ 次元球面 $S^{k_{7?}-1}$ と岡相で

ある．さらに，$\partial^{Y}jffl_{K}^{7l}$ の距離 $d_{C}$ を $\xi,$ $\eta\in\partial \mathbb{H}_{L\ll}^{n}$ に対して

$d_{C}(\xi_{\grave{J}}1/)=\sqrt{\frac{1-\langle\xi\eta\rangle}{2}}$

と定義すると，$d_{C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\gamma}}$ はパラメータ $e$ に関する $\partial \mathbb{H}_{N_{\backslash \backslash }^{r}}^{n}$ の視距離である．

有限生成群を擬等長に関して分類することは重要な問題である．双曲群の

擬等長に関する分類を境界の言葉で与えることを考える．

定義 6 $(Z, d)$ . $(Z’.d’)$ を距離空間とする．

同相写像 $h:Zarrow Z’$ が擬対称写像 (quasisymmetric map) であるとは，以下
の条件を満たす同相写陳 $7\mathfrak{j}$ : $[0, +\infty)arrow[0, +\infty)$ が存在することをいう :
$\approx 1\neq z_{3}$ を満たす任意の $z_{1},$ $z_{2},$ $z_{3}\in Z$ に紺して．

$\frac{cf’(\backslash f_{1}(z_{1}),\cdot d’(\tilde{4}2))}{d(h(z_{1})_{\dot{\prime}}(_{\vee 3})_{\text{ノ}})}\leq\eta(\frac{d(\sim\perp\sim 2)}{d(\approx J\cdot\sim 3\gamma)})$

が成り立っ．

$(Z, d)$ と $(Z’, d’)$ が擬対称的 $(quasiarrow symmet_{7}\cdot ic)$であるとは，$(Z, d)$ から $(Z’, d’)$

l$\backslash$の擬対称写像が存在することをいう．

$G$ を双曲群，$a_{1}.a_{2}>$ ]. とし，$d_{a\text{、}},$ $d_{a_{2}}$ をそれぞれパラメータ $a_{1},$ $a_{2}$ に関す

る $\partial G$ の視距離とすると，恒等写像 $id_{\partial_{c^{\neg}}}$

, は $(\partial G, d_{a_{1}})$ から $(\partial G, d_{x_{2}})$ への擬対

称写像である．
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よって，$G,$ $G’$ を双曲群，$a,$ $a’>1,$ $d_{a}$ をパラメータ $a$ に関する $\partial G$ の視距離．
$d_{a’}$ をパラメータ $a’$ に関する $\partial G’$ の視距離とするとき，$(\partial G.d_{a})$ と $(\partial’G’.d_{a’})$

が擬対称的であることは視距離 $d_{a},$ $d_{a’}$ の取り方によらないので，単に $\partial G$ と

$\partial G’$ が擬対称的であるということにする．

Paulin[20] の定理より次の定理が従う．

定理 1 $G,$ $G’$ を双曲群とする．このとき $iG_{1}$ と $G_{2}$ が擬等長的であることと
$\partial G$ と $\partial G’$ が擬対称的であることとが同値である．

したがって、双曲群の擬等長類を考えることは双曲群の境界の擬対称類を
考えることと同じであり，双曲群の境界の擬対称不変量を考えることが重要
である．

この節の最後に，双曲群の境界を調べる上で有用な補題を紹介する．
群 $G$ の距離空間 $(X. d)$ への作用が固有不連続 (properly discontinuous) で

あるとは，$X$ の任意の点 $x$ および任意の実数 $r>0$ に対して，$d(x, gx)<r$ が

成り立つ $G$ の元 $g$ が高々有限個であることをいう．

群 $G$ の距離空間 $(X, d)$ への作用が等長的かつ固有不連続であり $X/G$ がコ

ンパクトであるとき，$G$ の $(X, d)$ への作用は幾何学的 (geornetric) であると
いう．

補題 2 (Svarc, Milnor) 群 $G$ が固有な測地空間 $(X, d)$ に幾何学的に作用し

ているとする．このとき，$G$ は有限生成であり，さらに $G$ の任意の有限生成
系 $S$ に対して i $(G, d_{S})$ は $(X, d)$ と擬等長的である．

この補題により，群 $G$ が固有な Gromov 双曲空間 (X, d) に幾何学的に作用

しているとすると，$G$ は双曲群であり，$\partial G$ と $\partial X$ は擬対称的であることが分

かる．例えば，$K\in\{\mathbb{R}, \mathbb{C}\}$ とし，$M$ を $\dim_{\mathbb{K}}=n$ なる双曲閉多様体とすると，
$M$ の基本群 $\pi_{1}(M)$ は $(\mathbb{H}_{K}^{71}.d_{h})$ に幾何学的に作用するので，$\pi_{1}(4\backslash /I)$ は双曲群

であり，さらに，その Gromov 境界 $\partial’\pi_{1}(\Lambda\prime I)$ は $\partial \mathbb{H}_{K}^{n}$ と擬対称的である．特に，
$\dim_{\mathcal{R}}\mathcal{K}=k$ とおくと．$\partial\pi\iota(M)$ は (kn–l) 次元球面 $S^{kr-1}$ と同相である．

2 共形次元

本節では、距離空間の擬対称不変量である共形次元について復習する．詳細
は [13], [18] を参照せよ．
距離空間 $(Z. d’)$ のハウスドルフ次元を Hdim$(Z, d’)$ と表す．

定義 7 $(Z, d)$ を距離空間とする．$(Z, d)$ の共形次元 (confomal dimension)

Cdim$(Z, d)$ を以下で定義する:

Cdim$(Z, d)$ $:=$ inf{Hdim(Z, $d’)|$ id $z$ : $(Z,$ $d)\neg(Z,$ $d’)$ は擬対称写像}.
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共形次元の概念は Pansu[19] により階数 1の対称空間の研究のために導入
された．距離空間の共形次元を求めることをは一般に難しいが，$P_{\epsilon 111}\prime su$ により

双曲空間の Grolriov境界の共形次元が決定された．

定理 3 (Pansu [19]) $\mathbb{K}\in\{\mathbb{R}, \mathbb{C}\},$ $7l\geq 1$ とし j $h:=\dim_{P_{\backslash }^{-}}\mathbb{K}$ とおくとき
$j$

Cdinl$(\partial \mathbb{H}_{K}^{7?}, d_{C})=kn+k-2$

が成り立っ．

特に，Cdim $\partial \mathbb{H}_{r\backslash \}_{\backslash }}^{t}=3$ , Cdirn $\partial \mathbb{H}_{\dot{c}}^{2}\infty=4$ であるから、�曝と Cdim $\dot{\subset}f\mathbb{H}_{\backslash }’’\underline{)}$, は同

相であるが擬対称的でない．

このことから，」$t/I_{1}$ を実 4次元双曲閉多様体、 $4\uparrow/I_{2}$ を複素 2次元双曲閉多様

体とすると，$\partial\pi_{1}(1l’I_{1})$ と $\partial\pi_{1}(l\uparrow/I_{2})$ はともに 3次元球面 $S^{3}$ と同相であるが，
$\pi_{1}(_{\wedge}b/l_{1})$ と $\pi_{1}(A^{\lrcorner/}tI_{2})$ は擬等長でないことが分かる．
一方

$\grave$ Gromov 境界が 2次元球面と同相な双曲群について，以下の $C_{\dot{c}4n1^{-}1O11}$

の予想が有名である．

予想 1(Cannon の予想) 双曲群 $G$ の $Gromo\iota$ }境界 $\partial G$ が $S^{2}$ と同相である

ならば，$G$ は $\mathbb{H}_{\dot{L}}^{3}-\#$

. に幾何学的に作用する．

Tukia[21] の結果を用いると，$C!$annon の予想は以下のように言い換えられ
る:

双曲群 $G$ の Gromov 境界 $\partial G$ が $S^{2}$ と同相であるならば，$\partial G$ と $S^{2}$ が擬対称

的である．

3 低次元の境界を持つ双曲群

本節では，境界の次元が低い双曲群について知られている事実について述
べる．本節を通して，$G$ は無限双曲群とする (双曲群が無限群であることとそ
の Grolnov 境界が空でないことが同値である).

$G$ の Groiriov 境界 $\partial G$ が連結でないならば，$G$ は有限群上の融合積に分解

する，すなわち $G=A*cB$ ( $C$ は有限群) と表せる．よって，Grolnov 境界が
連結である場合が基本的である．ここでは，特に $\partial G$ の被覆次元が 1次元であ
る場合を考える．

Casson-Jungreis [8] と Gabai [10] により独立に証明されたいわゆる 「収束
群定理」の帰結として，境界が円周と岡相な双曲群は以下のように特徴づけ
られる．

定理 4双曲群 $G$ の $Gro7no’l_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{1}$ 境界 $\partial G$ が円周 $S^{1}$ と同相であるならば，$G$ は $\mathbb{H}_{I\triangleleft}^{\frac{{}^{t}J}{r}}$

に幾何学的に作用する．

Bowditch[7] は，$G$ の代数的な性質と $\partial G$ の位相的性質の間に以下のような
関係があることを示した．
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定理 5 (Bowditch[7]) 双曲群 $G$ の Gromov境界 $\partial G$ が連結でありかつ円周
$S^{1}$ と同相でないとする．このとき，$\partial’G$ は局所連結であるかつ切断点を (cut

脚 int) を持たない．さらに，$\partial G$ が局所切断点 (local cut $po$.int) を持っことと
$G$ が有限指数無限巡回部分群を持つ群の上で分解する，すなわち $c=A*c^{B}$

($C$ は脊限指数無限巡回部分群を持つ群) と表せることが同値である．

したがって，$\partial G$ が局所切断点を持たない場合が基本的であるが，$\partial G$ の被

覆次元が 1次元であるという仮定の下ではそのような状況は限られているこ
とを示すのが次の定理である．

定理 6 (Kapovich-Kleiner [16]) 双曲群 $G$ の Gromov境界 $\partial G$ が連結で

あるとする．$\dim\partial G=1$ であり $\partial G$ が局所切断点を持たないならば，$\partial G$ は

Sierpinski carpetか Afenger $c\sim lme$ のいずれかと同相である．

証明には Anderson[l], [2] による Sierpinski carpet かMenger curve の位相
的特徴付けが用いられている．

Gromov境界が Sierpinski carpet と同相であるような双曲群の例としては，
実 3次元双曲空間曝の空でない全測地的境界を持つ凸部分集合に幾何学的
に作用するクライン群がある ([15] などを参照).
一方、Gromov 境界が Mengcr $c\iota u\backslash \gamma c$ と同相であるような双曲群はよりあ
りふれているといえる．Chcmpetier[9] は，“ほとんど全ての”双曲群の境界
は Menger curve と同相であることを証明した．さらに，Bourdon[4]. [5] は，
Gromov 境界がMenger curve と同相である双曲群の族 $\{G_{p,q}|p\geq 5, q\geq 3\}$

であって，

Cdim $\partial G_{p,q}=1+\frac{1og(q-1)}{Arccoi;h\frac{p-2}{2}}$ であるものを構成した．{Cdim $\partial G_{p.q}|p\geq$

$5,$ $q\geq 3\}$ は $($ 1, $\infty)$ において稠密である．

最後に，境界の共形次元が 1次元である双曲群について考える．Mackay[17]
の定理により以下の定理が従う．

定理 7双曲群 $G$ に対して Cdim $\partial’G=1$ であるとする．このとき，$\partial G$ が $S^{1}$

と同相であるかあるいは $\partial G$ が局所切断点を持っ．
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