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1 はじめに

G6rniewicz と Granas は集合値写像の不動点を代数的位相幾何学の手法で研究
する中で admissible 写像を定義した ([2]). 本稿では) その admissible 写像の写像
度について考察する．admissible 写像とその写像度の定義については 2節と 3節で

それぞれ詳しく述べるが，admissible 写像は集合値写像であり，その写像度は連続
写像のときとは違い整数の部分集合になる．大阪大学の大学院生であった森脇氏と
の共同研究 [4] の中で，球面への admissible 写像の写像度について調べ，対合のあ
る多様体の場合に次のような結果を得た．

定理 1. $M$ を $n$ 次元コンパクト多様体で $M$ 上には自由な対合 $T$ が存在するも

のとする．2重被覆 $Marrow M_{T}$ ( $M_{T}$ は $T$ の作用による軌道空間) の第 1 Stiefel-
Whitney 類 $c(M,T)$ が $c(M, T)^{n}\neq 0$ を満たすとき，admissible 写像 $\varphi:Marrow S^{n}$

がすべての $x\in M$ に対して，$\varphi(T(x))\cap\varphi(x)=\emptyset$ を満たすならば，唯一つの奇数
$m$ が存在して Deg$\varphi=\{m\}$ となる．

定理 2. $M$ を $n$ 次元コンパクト多様体で $M$ 上には自由な対合 $T$ が存在するも

のとする．このとき，admissible 写像 $\varphi:Marrow S^{n}$ がすべての $x\in M$ に対して，
$\varphi(T(x))\cap(-\varphi(x))=\emptyset$ を満たすならば，唯一つの偶数 $m$ が存在して Deg$\varphi=\{m\}$

となる．特に $T$ が向きを変えるならば，Deg$\varphi=\{0\}$ である．

本稿ではこれらの定理を変換群論的視点から解説することを目的とする．

2 admissible 写像
集合値写像は一般には連続写像のときのようにホモロジーやコホモロジーの準
同型を誘導しない．そこで，集合値写像にいくっか条件をつけたものを考えること
になるが，まず，それを述べるための準備をしよう．
以下では位相空間はすべてパラコンパクトな Hausdorff 空間とする．また，コ
ホモロジーは Alexander-Sp\v{c} niei コホモロジーを用いることにする．パラコンパ
クトな Hausdorff 空間に対しては，Alexander-Spanier コホモロジーは\v{C}ech コホモ
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ロジーと同型になる．以下では $\overline{H}^{p}(X)$ により位相空間 $X$ の (整数係数の) $p$ 次
Alexander-Spanier コホモロジー群を表すことにする．

定義．$X,$ $Y$ を位相空間とする．全射である連続写像 $p;Xarrow Y$ が次の二つを満た
すとき $p$ を Vietoris 写像という．
(i) $p:Xarrow Y$ は閉写像

(ii) 任意の $y\in Y$ に対して，集合 $p^{-1}(y)$ がコンパクトかっ非輪状．

ここで，位相空間 $X$ が非輪状 (acyclic) とは，$X$ が連結であり，任意の $p\in Z$ に

対して，$\overline{H}^{p}(X)=0$ となることとする．

Vietoris 写像について，次の Vietori-Begle の定理が成り立っ．

定理 2.1([8]). $p:Xarrow Y$ が Vietoris 写像のとき，$p^{*}:\overline{H}^{*}(Y)arrow\overline{H}^{*}(X)$ は同型写
像である．

さて，本題である集合値写像について考えよう．$X,$ $Y$ をパラコンパクトなハウ

スドルフ空間とする．以下では $X$ から $Y$ への集合値写像 $\varphi$ は任意の $x\in X$ に

対して $\varphi(x)$ が $Y$ の閉集合であるものとし，$\varphi:Xarrow Y$ により表すことにする．
$\varphi:Xarrow Y$ において) 任意の $x\in X$ と任意の $\varphi(x)$ の近傍 $V$ に対して，$x$ の近

傍 $U$ で $\varphi(U)\subset V$ を満たすものが存在するとき，$\varphi$ は上半連続であるという．

定義．$\varphi:Xarrow Y$ を $X$ の各点でコンパクトな値を取るような上半連続集合値写

像とする．任意の $x\in X$ に対して，$\varphi(x)$ が非輪状であるとき，$\varphi$ を非輪状写像と
呼ぶ．

$\varphi$ のグラフ $\Gamma_{\varphi}=\{(x, y)\in X\cross Y|y\in\varphi(x)\}$ と射影 $p_{\varphi}:\Gamma_{\varphi}arrow X,$ $q_{\varphi}:\Gamma_{\varphi}arrow Y$

を考えよう．$\varphi:Xarrow Y$ が非輪状写像のとき，$p_{\varphi}$ は Vietoris 写像である．し
たがって) 定理 21 より $p^{*}:\overline{H}^{*}(X)arrow\overline{H}^{*}(\Gamma_{\varphi})$ は同型写像であり，準同型写像
$(p_{\varphi}^{*})-1_{q_{\varphi}^{*}:}\overline{H}^{*}(Y)arrow\overline{H}^{*}(X)$ を得る．この準同型を用いて連続写像のときのように
非輪状写像の不動点定理などが得られる ([1] に詳しい). 非輪状写像は重要な研究
対象ではあるが，これだけを考えるのでは次に書くような問題点もある．

$X,$ $Y,$ $Z$ をパラコンパクトハウスドルフ空間とする．$\varphi:Xarrow Y,$ $\psi:Yarrow Z$ を

各点でコンパクトな値を取るような上半連続集合値写像とするとき，これらの写像
の合成 $\psi 0\varphi:Xarrow Z$ を $x\in X$ に対して

$( \psi\circ\varphi)(x)=\bigcup_{y\in\varphi(x)}\psi(y)$

と定義する．$\psi 0\varphi:Xarrow Z$ は上半連続な集合値写像になっている．

非輪状写像全体を考えると，この集合値写像の合成で閉じていないのである．例
えば，$\psi:S^{n}arrow S^{n}$ を

$\psi(x)=\{y\in S^{n}|\Vert x-y\Vert\leqq 3/2\}$
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により定義すると，$\psi$ は非輪状であるが，$\psi\circ\psi$ は $\psi\circ\psi(x)=$辞となる．$S^{n}$ のコ

ホモロジー群は $p=n$ のとき，$\overline{H}^{p}(S^{n})\cong Z$ であり，非輪状ではない．そこで，非
輪状写像を少し拡張して写像の合成について閉じた集合値写像のクラスを定義し
よう．

定義．$\varphi:Xarrow Y$ を $X$ の各点でコンパクトな値を取るような上半連続集合値写
像とする．パラコンパクトハウスドルフ空間 $\Gamma$ と連続写像 $p:\Gammaarrow X,$ $q:\Gammaarrow Y$

が存在し，$p$ が Vietoris 写像であり，任意の $x\in X$ に対して) $q(p^{-1}(x))\subset\varphi(x)$ が

成り立っとき $\varphi$ を admissible 写像と呼ぶ．

上の定義の中の $P,$ $q$ を admissible 写像 $\varphi$ の selected pair と呼び，$(p, q)\subset\varphi$ と

表す．$(p, q)\subset\varphi$ のとき，$p^{*}:\overline{H}^{*}(X;Z)arrow\overline{H}^{*}(\Gamma;Z)$ が同型写像なので，準同型写
像 $(p^{*})^{-1}q^{*}:\overline{H}^{*}(Y;Z)arrow\overline{H}^{*}(X;Z)$ を得る．

非輪状写像はグラフとそれからの 2つの射影を考えることにより selected pair
が与えられ admissible 写像になる．一般に admissible 写像の selected pair から

得られる準同型は selected pair の取り方により異なる．例えば，$\varphi:S^{n}arrow S^{n}$ を

$\varphi(x)=S^{n}$ により定義する．この $\varphi$ は admissible map である．$\Gamma=S^{n},$ $p=$ id $S^{n}$ と

し，$q_{1}$ を定値写像，$q_{2}=id_{S^{n}}$ とすれば，$(p, q_{1})\subset\varphi,$ $(p, q_{2})\subset\varphi$ であり，$(p^{*})^{-1}q_{1}^{*}=0$ ,

$(p^{*})^{-1}q_{2}^{*}=id_{H(S^{n})}$ となり，異なる準同型である．
さて，次の命題からわかるように admissible 写像は写像の合成について閉じて

いる．

命題 2.2. $X,$ $Y,$ $Z$ をコンパクトで三角形分割可能な位相空間とする．$\varphi$ : $Xarrow Y$ ,

$\psi$ : $Yarrow Z$ を admissible 写像とする．このとき) $\psi\circ\varphi$ : $Xarrow Z$ は admissible 写

像であって，任意の selected pair $(p_{1}, q_{1})\subset\varphi,$ $(p_{2}, q_{2})\subset\psi$ に対して，次式を満た
すような $\psi\circ\varphi$ の selected pair $(p, q)$ が存在する．

$(p_{1}^{*})^{-1}q_{1}^{*}(p_{2}^{*})^{-1}q_{2}^{*}=(p^{*})^{-1}q^{*}$

証明の概略．$(p_{1}, q_{1})\subset\varphi,$ $(p_{2}, q_{2})\subset\psi$ に対し次の可換図式を考える．

ここで，$\Gamma=\{(z_{1}, z_{2})\in\Gamma_{1}\cross\Gamma_{2}|q_{1}(z_{1})=p_{2}(z_{2})\},$ $p(z_{1}, z_{2})=p_{1}(z_{1}),$ $q(z_{1}, z_{2})=$

$q_{2}(z_{2}),$ $f_{1}(z_{1}, z_{2})=z_{1},$ $f_{2}(z_{1}, z_{2})=z_{2},$ $g(z_{1}, z_{2})=q_{1}(z_{1})$ である．

$a\in\Gamma_{1}$ に対して $f_{1}^{-1}(a)$ は $p_{2}^{-1}(q_{1}(a))$ と同相で非輪状となる．$p=p_{1}\circ f_{1}$ は

Vietoris 写像の合成であることから，やはり Vietoris 写像になる．任意の $x\in X$ に

対して $q(p^{-1}(x))\subset(\psi\circ\varphi)(x)$ も簡単に証明でき，上の図式から誘導されるコホモ
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ロジーの準同型について考えることにより，$(p_{1}^{*})^{-1}q_{1}^{*}(p_{2}^{*})^{-1}q_{2}^{*}=(p^{*})^{-1}q^{*}$ が得られ
る．1

3 admissible 写像の写像度について
$M,$ $N$ を向き付けられた $n$ 次元閉多様体とする．このとき，$M,$ $N$ の Alexander-

Spanier コホモロジー群は特異コホモロジーと同型で，$\overline{H}^{n}(M;Z)\cong\overline{H}^{n}(N)\cong Z$ で

ある．$[M],$ $[N]$ をそれぞれ $M,$ $N$ の基本ホモロジー類とし，$u_{M}\in\overline{H}^{n}(M;Z),u_{N}\in$

$\overline{H}^{n}(N;Z)$ を $\langle u_{M},$ $[M]\rangle=1,$ $\langle u_{N},$ $[N]\rangle=1$ を満たすものとする．ここで，$\langle,$ $\rangle$ はク

ロネッカー積を表している．
$\varphi:Marrow N$ を admissible 写像とし，その selected pair $(p, q)\subset\varphi$ に対して，

$(p, q)$ の写像度 $\deg(p, q)$ を $(p^{*})^{-1}q^{*}(u_{N})=\deg(p, q)u_{M}$ を満たすものとして定義

する．また，$\varphi$ の写像度 Deg$\varphi$ を

$Deg\varphi=\{\deg(p, q)|(p, q)\subset\varphi\}$

により定義する．$Deg\varphi$ は整数の部分集合であることに注意しよう．ただし，非輪
状写像については次の定理が成り立っ．

命題 31. $M,$ $N$ を向き付けられた $n$ 次元閉多様体とする．$\varphi:Marrow N$ が非輪状

写像のとき，Deg $\varphi$ はただ 1つの元からなる集合である．

証明．$\Gamma_{\varphi}$ を $\varphi$ のグラフとし，$p_{\varphi}:\Gamma_{\varphi}arrow X,$ $q_{\varphi}:\Gamma_{\varphi}arrow Y$ を射影とする．任意の
$\varphi$ の selected pair $(p, q)$ に対して，$f:\Gammaarrow\Gamma_{\varphi}$ を $f(x)=(p(x), q(x))$ により定義す

る．ここで $\Gamma$ は $p$ と $q$ の定義域の空間である．$p_{\varphi}\circ f=p,$ $q_{\varphi}\circ f=q$ が成り立ち，
下の図式は可換になる．

$\Gamma$

$\Gamma_{\varphi}$

この可換図式から得られるコホモロジーの可換図式を考え，$p_{\varphi}$ および $P$ が Vietoris
写像でコホモロジーの同型を導くことに注意すると $(p_{\varphi}^{*})^{-1}q_{\varphi}^{*}=(p^{*})^{-1}q^{*}$ を得る．I

admissible 写像とその写像度についていくつか例を挙げておこう．

例．(1) $\varphi:S^{n}arrow S^{n}$ を各点 $x\in S^{n}$ に対して，$\varphi(x)=S^{n}$ により定義するとき，
Deg$\varphi=Z$ である 実際，$\Gamma=S^{n}$ とし，$p=id_{S^{n}},$ $q:S^{n}arrow S^{n}$ を写像度 $k$ の連

続写像とすれば) $(p, q)\subset\varphi$ で $\deg(p, q)=k$ . $q$ の写像度 $k$ はどのような整数値も

取ることができるので，Deg$\varphi=Z$ がわかる．
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(2) $S^{2}=\{(z, x)\in C\cross R||z|^{2}+x^{2}=1\}$ とし，$\varphi_{m}:S^{2}arrow S^{2}(m\in Z)$ を次のよ

うに定義する．

$\varphi_{m}(z, x)=\{\begin{array}{ll}\{(0,1)\} (x>0)\{(\sqrt{1-t^{2}}z^{m}, t|-1\leqq t\leqq 1\} (x=0).\{(0, -1)\} (x>0)\end{array}$

このとき，$\varphi_{m}$ は非輪状写像であり，Deg$\varphi_{m}=\{m\}$ となる．

(3) $S^{2}$ は (2) と同じものとし，$p_{N}=(0,1),$ $p_{S}=(0, -1)$ とおく．$\varphi:S^{2}arrow S^{2}$ を次

のように定義する．

$\varphi(z, x)=\{\begin{array}{ll}\{p_{N},p_{S}\} (t>0)\{(\sqrt \text{乙}=f_{Z^{m},S)}\in S^{2}|-1\leqq s\leqq 1\} (x=0).\{p_{N},p_{S}\} (t<0)\end{array}$

このとき，Deg$\varphi=\{-m, 0, m\}$ となる．これは次のように示すことが出来る．
$(p, q)\subset\varphi$ とする．このとき，$q(p^{-1}(p_{N}))$ および $q$ ($p^{-1}$ (Ps)) は連結であり，$\{p_{N}\}$
または {Ps} となる．それぞれの場合について考えると，

$q(p^{-1}(p_{N}))=p_{N},$ $q$ ($p^{-1}$ (ps)) $=p_{N}$ のときは，$(p, q)$ は

$\psi(z, x)=\{\begin{array}{ll}\{p_{N}\} (t>0)\{(\sqrt{1-s^{2}}z^{m}, s)\in S^{2}|-1\leqq s\leqq 1\} (x=0).\{p_{N}\} (t<0)\end{array}$

という非輪状写像 $\psi$ の selected pair }こもなっている．$\psi$ の selected pair として

は写像度 $0$ のものが取れるので，この $(p, q)$ の写像度も $0$ になる．$q(p^{-1}(p_{N}))=$

ps, $q(p^{-1}(ps))=ps$ のときも同様である．

$q(p^{-1}(p_{N}))=p_{N},$ $q$ ($p^{-1}$ (Ps)) $=ps$ のとき，$(p, q)$ は上の例 (2) の selected pair

になっていて，$\varphi_{m}$ は非輪状写像なので $\deg(p_{)}q)=m$ である．

同様に $q(p^{-1}(p_{N}))=p_{S},$ $q(p^{-1}(p_{S}))=p_{N}$ のとき，$(p, q)$ は写像度が一 $m$ の非輪

状写像の selected pair になっていて，$\deg(p, q)=-m$ となる．

以上で，Deg$\varphi=\{-m, 0, m\}$ が示された．

(4) $S^{2}$ は (2), (3) と同じものとし，$\varphi_{(m,n)}:S^{2}arrow S^{2}(m, n\in Z, m<n)$ を

$\varphi_{(m,n)}(x)=\varphi_{m}(x)\cup\varphi_{n}(x)$ により定義する ( $\varphi_{m}$ は (2) で定義したもの). このと

き，$Deg\varphi_{(m,n)}\supset\{k\in Z|m\leqq k\leqq n\}$ である．Deg$\varphi_{(m,n)}=\{k\in Z|m\leqq k\leqq n\}$

と予想されるが，まだ証明はできていない．

次に合成写像の写像度について考えてみよう．
$L,$ $M,$ $N$ を向き付けられた $n$ 次元閉多様体とする．
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$\varphi:Larrow$。 $M,$ $\psi:MrN$ を admissible 写像とすると，$\psi 0\varphi$ は命題 2.2より
admissible 写像である．$\psi\circ\varphi$ の写像度について次のことがわかる．

命題 32. 上の状況の下で

$(Deg\psi)(Deg\varphi)\subset$ Deg $(\psi 0\varphi)$

が成り立つ．ここで $(Deg\psi)(Deg\varphi)=\{m_{1}\cdot m_{2}|m_{1}\in Deg\psi,$ $m_{2}\in$ Deg $\varphi\}$ である．

証明．$m\in(Deg\psi)(Deg\varphi)$ とすると，$(p_{1}, q_{1})\subset$ Deg$\varphi$ と $(p_{2}, q_{2})\subset Deg\psi$ で

$\deg(p_{1}, q_{1})\deg(p_{2}, q_{2})=m$ となるものが存在する．

命題 22より，次式を満たすような $\psi\circ\varphi$ の selected pair $(p, q)$ が存在する．

$(p_{1}^{*})^{-1}q_{1}^{*}(p_{2}^{*})^{-1}q_{2}^{*}=(p^{*})^{-1}q^{*}$

このとき，$\deg(p, q)=m$ なので $m\in$ Deg $(\psi 0\varphi)$ . よって，$(Deg\psi)(Deg\varphi)\subset$

Deg $(\psi 0\varphi)$ が成り立っ．I

注意．上の命題について，$(Deg\psi)(Deg\varphi)=$ Deg $(\psi\circ\varphi)$ は一般にはなりたたない．

例えば，前にも例に挙げているが，$\psi:S^{n}arrow S^{n}$ を $\psi(x)=\{y\in S^{n}|\Vert x-y\Vert\leqq$

$3/2\}$ により定義すると，$\psi$ は非輪状で $Deg\psi=\{1\}$ となり，$(Deg\psi)(Deg’\psi)=1$ で

あるが，$\psi\circ\psi$ は $\psi\circ\psi(x)=S^{n}$ なので，Deg$(\psi\circ\psi)=Z$ であり，$(Deg\psi)(Deg\psi)\neq$

$Deg(\psi\circ\psi)$ である．

先に挙げた例の (1) で，任意の $x\in S^{n}$ に対して $\varphi(x)=S^{n}$ で定義される集合値
写像 $\varphi:S^{n}arrow S^{n}$ の写像度が $Z$ になることを示したが，球面への admissible 写
像の写像度について，[4] で次の定理を得た．本稿ではこの定理の証明は省略するこ
とにする．

定理 3.3. $M$ を $n$ 次元コンパクト多様体とする．このとき，admissible 写像
$\varphi:Marrow S^{n}$ がある $a\in M$ に対して，$\varphi(a)=S^{n}$ を満たし，その $a$ に対して $\varphi$ の

selected pair $(p, q)$ で $p^{-1}(a)$ が可縮となるようなものが存在すれば，Deg$\varphi=Z$ と

なる．

4 定理 1,2の証明について
この節では定理 1と 2について変換群論の視点から考察し，その証明を与える．

多様体上に対合を考えることは，位数 2の群の作用を考えることと同じである．
球面に対心作用を考えるとき，次の事実が Borsuk-Ulam の定理を導く定理とし

てよく知られている．

事実 1. 球面に対心作用を考えるとき，球面からそれ自身への同変写像の写像度が
奇数になる．
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この球面間の同変写像の写像度に関する事実は様々な一般化がなされている．著
者は [5] において，分類空間への写像の kernel で定まるイデアル値 index を用いた
一般化について書いている．作用する群 $G$ の位数が 2の場合には，$G$ の生成元を $T$

とすると，[5] の中で $Ind_{n}^{G}(M;Z_{2})\neq H^{n}(BG;Z_{2})$ と書いてあるのは，$c(M, T)^{n}\neq 0$

と同値である．したがって，$c(M, T)^{n}\neq 0$ となる多様体 $M$ から対心作用を考えた
球面 $S^{n}$ への同変写像の写像度は奇数になる．このことを admissible 写像へと一
般化することを考えよう．

admissible 写像 $\varphi:Marrow S^{n}$ が同変写像とはどういうものか ? というのが，ま
ず考えならなければならない問題である．最初に思いつくのは，$\varphi(T(x))=-\varphi(x)$
や $\varphi(T(x))\cap(-\varphi(x))\neq\emptyset$ というような条件であるが，このような条件では，同変
というのには問題がある．次の例を見てみよう．

例．$\varphi:S^{n}arrow S^{n}$ を $(x_{0}, \ldots\cdot, x_{n})\in S^{n}$ に対して

$\varphi(x_{0}, \ldots, x_{n})=\{(y_{0}, \ldots, y_{n})\in S^{n}|y_{n}=0\}$

により定義する．このとき，$\varphi$ は $\varphi(-x)=-\varphi(x)$ および $\varphi(-x)\cap(-\varphi(x))\neq\emptyset$ を

満たしている．一方，任意の selected pair $(p, q)\subset\varphi$ に対して，$q$ が全射でないこ

とより，$\deg(p, q)=0$ がわかる．したがって，Deg$\varphi=\{0\}$ である．

この例を見てわかるように，$\varphi(T(x))=-\varphi(x)$ や $\varphi(T(x))\cap(-\varphi(x))\neq\emptyset$ という

条件で事実 1を一般化することはできない．四反田氏は [7] において，次のように
同変 admissible 写像を定義している．

定義．$X$ と $Y$ をパラコンパクト Hausdorff 空間で，その上には対合 $T$ と $T’$ がそ

れぞれあるものとする．admissible 写像 $\varphi:Xarrow Y$ にたいして，自由な対合を持
つようなパラコンパクト Hausdorff 空間 $\Gamma$ および同変 Vietoris 写像 $P$ : $\Gammaarrow X$ ,
同変写像 $q:\Gammaarrow Y$ が存在して，$q(p^{-1}(x))\subset\varphi(x)$ が任意の $x\in X$ で成り立っと

き，$\varphi$ を同変 admissible 写像という．

このように定義すると，[7] にあるように通常の同変写像に関するいくっかの結
果を同変 admissible 写像に拡張することができる．ただし，admissible 写像 $\varphi$ を

見て同変か否かを判断することが難しい場合もあるかもしれない．

ところで，次の事実 1’は事実 1に簡単に帰着できる命題である．

事実 1’. $f:S^{n}arrow S^{n}$ が任意の $x\in S^{n}$ において，$f(-x)\neq f(x)$ を満たすとき，
$\deg f$ は奇数である．

事実 $1\Rightarrow$ 事実 1’ の証明．任意の $x\in$ 辞において $f(-x)\neq f(x)$ より，任意の
$x\in S^{n}$ において $f(x)-f(-x)\neq 0$ である．したがって，$g:S^{n}arrow S^{n}$ を $g(x)=$

$(f(x)-f(-x))/\Vert f(x)-f(-x)\Vert$ により定義することができる．$f$ と $g$ のホモトピー

$F:S^{n}\cross[0,1]arrow S^{n}$ を $F(x, t)=((2-t)f(x)-tf(-x))/\Vert(2-t)f(x)-tf(-x)\Vert$
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により定義できるので) $f$ と $g$ はホモトピックであり，$\deg f=\deg g$ となる．$g$ は

同変写像なので，事実 1より $\deg g$ は奇数．よって $\deg f$ も奇数となる．

[1] では $\varphi(-x)\cap(\varphi(x))=\emptyset$ が $S^{n}$ の各点 $x$ で成り立つとき，Deg $\varphi\neq\{0\}$ とい

うことが紹介されている．これは事実 1’の一般化である．定理 1はこれをさらに
詳しく考察し，一般化した結果となっている．

さて，定理 1の証明について考えることにしよう．
$M$ を $n$ 次元コンパクト多様体で $M$ 上には自由な対合 $T$ が存在するものとする．

また，2重被覆 $Marrow M_{T}$ ( $M_{T}$ は $T$ の作用による軌道空間) の第 lStiefel-Whitney
類 $c(M, T)$ が $c(M, T)^{n}\neq 0$ を満たすことを仮定する．$\varphi:Marrow S^{n}$ を admissible
写像で，すべての $x\in M$ に対して，$\varphi(T(x))\cap\varphi(x)=\emptyset$ を満たすものとしよう．
まず，$(p, q)\subset\varphi$ とするとき，$\deg(p, q)$ が奇数になることを示す．

$\Gamma$ を $p$ と $q$ の定義域の空間とする．事実 1を使って事実 1’ を証明したときのよ
うに，同変写像とのホモトピーを作ることを考えよう．そのためには，$\Gamma$ に作用が

ないことが問題になるので，次のように作用のある空間を作り直す．

$X=\{(y, y’)\in\Gamma\cross\Gamma|p(y)=T(p(y’))\}$ .

$(y, y’)\in X$ のとき，$p(y)=T(p(y))$ より，$T(p(y))=T^{2}(p(y’))=p(y’)$ なので

$(y’, y)\in X.$ よって，$T’$ : $Xarrow X$ を $T’(y_{)}y’)=(y’, y)$ により定義することがで

きる．$y=y’$ とすると，$p(y)=p(y’)$ であり，$T$ が自由な対合であることから

$p(y)\neq T(p(y’))$ . よって，$y=y’$ のときには $(y, y’)\not\in X$ である．したがって，$T’$ は

自由な対合になっている．次の可換図式を考えよう

$XS^{n}\underline{f}$

$s\downarrow\backslash _{p}^{\pi}\uparrow q$

$M\prec-\Gamma$

ここで $s(y, y’)=p(y),$ $f(y, y’)=q(y),$ $\pi(y, y’)=y((y, y’)\in X)$ である．$s$ は同

変写像になっていて，$s^{-\prime}$ $(x)=p^{-1}(x)\cross p^{-1}(T(x))$ であり，Vietoris 写像にもなっ
ている．また．，$\pi$ も $\pi^{-1}(y)=p^{-1}(T(p(y)))$ であるので Vietoris 写像にもなってい

ることに注意しておこう．任意の $(y, y’)\in X$ に対して，$x=p(y)$ とおくと $q(y)\in$

$q(p^{-1}(x))\subset\varphi(x)$ and $q(y’)\in q(p^{-1}(T(x)))\subset\varphi(T(x))$ となり，$\varphi(T(x))\cap\varphi(x)=\emptyset$
より $q(y)\neq q(y’)$ となる．したがって，$f(y, y’)=q(y)\neq q(y’)=f(T’(y, y’))$ であ

り
$,$
$-tf(T’(y, y’))+(2-t)f(y, y’)=2(t/2(-f(T’(y, y’)))+(1-t/2)f(y, y’))\neq 0$

が成り立つ．同変写像 $f’$ : $Xarrow S^{n}$ を

$f’(y, y’)= \frac{-f(T’(y,y’))+f(y,y’)}{\Vert-f(T’(y,y’))+f(y,y’)\Vert}$
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により定義すると，$f$ と $f’$ のホモトピー $F$ : $X\cross[0,1]arrow S^{n}$ が

$F(y, y’, t)= \frac{-tf(T’(y,y’))+(2-t)f(y,y’)}{\Vert-tf(T’(y,y’))+(2-t)f(y,y’)\Vert}$

により定義できる．ゆえに $f^{*}=f^{\prime*}:\overline{H}^{*}(S^{n})arrow\overline{H}^{*}(X)$ である．
$\pi_{X}:Xarrow X_{T’},$ $\pi_{M}:Marrow M_{T}$ を軌道空間への射影とすると，$s$ が同変写像な

ので，$\overline{s}\circ\pi_{X}=\pi_{M}os$ をみたすような $\overline{s}:X_{T}arrow M_{T}$ が存在する．このとき，5も
Vietoris 写像になっていて，$c(X, T’)$ を $Z_{2}$-bundle $Xarrow X_{T’}$ の第 lStiefel-Whitney
類とすると，$\overline{s}^{*}:\overline{H}^{*}(M_{T};Z_{2})arrow\overline{H}^{*}(X_{T’};Z_{2})$ は同型で $c(M,T)^{n}\neq 0$ が成り立って
いるので) $c(X,T’)^{n}\neq 0$ となる．

ここで，次の可換図式を考えよう．

$X$
$arrow^{f’}$

$S^{n}$

$\pi x\downarrow$

.

$\pi s\downarrow$

$X_{T’}arrow^{f’\overline}RP^{n}$

$f’$ が同変写像なので，この図式を可換にするような $\overline{f}’$ が存在する．$c(X,\cdot T’)^{n}\neq$

$0$ なので，$(\overline{f}’)^{*}:\overline{H}^{n}(RP^{n})Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X_{T};Z_{2})$ は同型である トランスファ $-$

$(\pi s)^{!}:\overline{H}^{n}(S^{n};Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(RP^{n};Z_{2})$ と $(\pi_{X})^{!}:\overline{H}^{n}(X;Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X_{T};Z_{2})$ が同型

であり，$(\tau_{1}x)^{!}\circ f^{J*}=(\overline{f}’)^{*}\circ(\pi s)^{!}:\overline{H}^{n}(S^{n};Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X_{T’};Z_{2})$が成り立つので，
$f^{J*}:\overline{H}^{n}(S^{n};Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X;Z_{2})$ は同型である．したがって，

$(p^{*})^{-1}q^{*}=(p^{*})^{-1}(\pi^{*})^{-1}\pi^{*}q^{*}=(s^{*})^{-1}f^{*}=(s^{*})^{-1}f^{J*}$

は $\overline{H}^{n}(S^{n};Z_{2})$ から $\overline{H}^{n}(M;Z_{2})$ への同型写像になる．よって $\deg(p, q)$ は奇数で
ある．

次に Deg$\varphi$ が唯一つの元からなることを示す．$(p_{1}, q_{1})$ と $(p_{2}, q_{2})$ を $\varphi$ の selected
pair とする．$\Gamma_{1}$ を $p_{1},$ $q_{1}$ の定義域，$\Gamma_{2}$ を $p_{2},$ $q_{2}$ の定義域とする．このときも上の
ときと同様に群の作用のある空間を考えなければならない．

$\Gamma=\{(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})\in\Gamma_{1}\cross\Gamma_{1}\cross\Gamma_{2}\cross\Gamma_{2}|p_{1}(a_{1})=p_{2}(a_{3})=T(p_{1}(a_{2}))=T(p_{2}(a_{4}))\}$

により $\Gamma$ を定義し，$\Gamma$ 上の作用 $T’$ を $T’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})=(a_{2}, a_{1}, a_{4}, a_{3})$ により定

義する．$p$ : $\Gammaarrow M,$ $q_{1}’$ : $\Gammaarrow S^{n},$ $q_{2}’$ : $\Gammaarrow S^{n}$ を $p(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})=p_{1}(a_{1})(=$

$p_{2}(a_{3})),$ $q_{1}’(a_{1)}a_{2}, a_{3}, a_{4})=q_{1}(a_{1}),$ $q_{2}’(a_{1}, a_{2)}a_{3}, a_{4})=q_{2}(a_{3})$ によりそれぞれ定義す

る．$\pi_{1}:\Gammaarrow\Gamma_{1}$ を第 1成分への射影，$\pi_{3}:\Gammaarrow\Gamma_{3}$ を第 3成分への射影とすると)
$q_{1}’p^{-1}(x)=q_{1}(\pi_{1}(\pi_{1}^{-1}(p_{1}^{-1}(x))))\subset\varphi(x)$ と $q_{2}’p^{-1}(x)=q_{2}(\pi_{2}(\pi_{2}^{-1}(p_{2}^{-1}(x))))\subset\varphi(x)$

が成り立つ．よって，$q_{1}’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})\in\varphi(p(a_{1}, a_{2)}a_{3}, a_{4})),$ $q_{2}’(T’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4}))\in$

$\varphi(T(p(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})))$ である．$\varphi(p(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4}))\cap\varphi(T(p(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})))=\emptyset$ なの
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で，$0\leqq t\leqq 1$ となる $t$ に対して，$tq_{1}’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})-(1-t)q_{2}’(T’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4}))\neq 0$

である．

$q_{2}’’$ : $\Gammaarrow S^{n}$ を $q_{2}’’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4})=-q_{2}’(T’(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4}))$ #こより定義する．$q_{1}’$ と
$q_{2}’’$ のホモトピー $F:\Gamma\cross Iarrow S^{n}$ が

$F(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4}, t)= \frac{tq_{1}’(a_{1},a_{2},a_{3},a_{4})-(1-t)q_{2}’(T’(a_{1},a_{2},a_{3},a_{4}))}{\Vert tq_{1}(a_{1},a_{2},a_{3},a_{4})-(1-t)q_{2}’(T’(a_{1},a_{2},a_{3},a_{4}))\Vert}$

により定義される．このことから $\deg(p, q_{1}’)=\deg(p, q_{2}’’)$ が示される．

$n$ が奇数のとき，$c(M,T)^{n}\neq 0$ であることから，奇数次元の球面上の対心作用と
同様で $T$ は向きを保つ作用になっている．つまり $T^{*}=id_{H^{n}.M;Z)}-$ : $\overline{H}^{n}(M;Z)arrow$

$\overline{H}^{n}(M;Z)$ である．$p$ が Vietoris 写像でコホモロジーの同型を誘導することか
ら $(T’)^{*}=id_{H^{n}(\Gamma;Z)}-:\overline{H}^{n}(\Gamma;Z)arrow\overline{H}^{n}(\Gamma;Z)$ を得る．$(-id_{S^{n}})^{*}=id_{H^{n}(S^{n};Z)}-$ :

$\overline{H}^{n}(S^{n};Z)arrow\overline{H}^{n}(S^{n};Z)$ が成り立っているので，

$(q_{1}’)^{*}=(T’)^{*}(q_{2}’)^{*}(-id_{S^{n}})^{*}=(q_{2}’)^{*}$ .

$n$ が偶数のときは $c(M, T)^{n}\neq 0$ であることから，偶数次元の球面上の対心作用
と同様で $T$ は向きを変える作用になっている．$T^{*}=-id_{H^{-}n(M;Z)}\cdot\overline{H}^{n}(M;Z)arrow$

$\overline{H}^{n}(M;Z)$ から $(T’)^{*}=-id_{n}-(\Gamma;Z)$ : $\overline{H}^{n}(\Gamma;Z)arrow\overline{H}^{n}(\Gamma;Z)$ を得る．$(-id_{S^{n}})^{*}=$

$-id_{H^{n}(S^{n})}$ : $H^{n}(S^{n};Z)arrow H^{n}(S^{n};Z)$ なので，

$(q_{1}’)^{*}=(T’)^{*}(q_{2}’)^{*}(-id_{S^{n}})^{*}=-(T’)^{*}(q_{2}’)^{*}=(q_{2}’)^{*}$

である．

よって，すべての $n$ で $(q_{1}’)^{*}=(q_{2}’)^{*}$ である．

$\pi_{1}$ と $\pi_{3}$ は Vietoris 写像になっていて，$\pi_{1}^{*}:\overline{H}^{n}(\Gamma_{1};Z)arrow\overline{H}^{n}(\Gamma;Z)$ と $\pi_{3}^{*}:\overline{H}^{n}(\Gamma_{2;}Z)arrow$

$\overline{H}^{n}(\Gamma;Z)$ は同型である．したがって，

$(p_{1}^{*})^{-1}q_{1}^{*}=(p_{1}^{*})^{-1}(\pi_{1}^{*})^{-1}\pi_{1}^{*}q_{1}^{*}=((p_{1}\circ\pi_{1})^{*})^{-1}(q_{1}\circ\pi_{1})^{*}=(p^{*})^{-1}(q_{1}’)^{*}$

$=(p^{*})^{-1}(q_{2}’)^{*}=((p_{2}o\pi_{3})^{*})^{-1}(q_{2}\circ\pi_{3})^{*}=(p_{2}^{*})^{-1}q_{2}^{*}$

となり $\deg(p_{1)}q_{1})=\deg(p_{2}, q_{2})$ を得る．1
定理 2の証明にっいては，球面上の作用が自明なものと考えれば，やはり同変写

像とそれへのホモトピーを構成することになる．
$X$ および次の可換図式の $s,$ $f,$ $\pi$ は定理 1の証明中と同じものとする．

$XS^{n}\underline{f}$

$s\downarrow\backslash _{p}^{\pi}\uparrow q$

$M-\Gamma$
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今度は $\varphi(T(x))\cap(-\varphi(x))=\emptyset$ なので，任意の $(y,y’)\in X$ に対して，$q(y)\neq-q(y’)$

となる．よって) $f(y, y’)=q(y)\neq-q(y’)=-f(T’(y_{)}y’))$ であり，任意の実数 $t$ に

対して $tf(T’(y_{)}y’))+(2-t)f(y, y’)=2(t/2(f(T’(y,y’)))+(1-t/2)f(y, y’))\neq 0$

が成り立っ．同変写像 $f’$ : $Xarrow S^{n}$ (球面には自明な作用) を

$f’(y, y’)= \frac{f(T’(y,y’))+f(y,y’)}{\Vert f(T’(y,y’))+f(y,y’)\Vert}$

により定義すると，$f$ と $f’$ のホモトピー $F$ : $X\cross[0,1]arrow S^{n}$ が

$F(y, y’, t)= \frac{tf(T’(y,y’))+(2-t)f(y,y’)}{\Vert tf(T’(y_{)}y’))+(2-t)f(y,y’)\Vert}$ .

により定義できる．ゆえに $f^{*}=f^{J*}:\overline{H}^{*}(S^{n})arrow\overline{H}^{*}(X)$ である．
$X_{T’}$ により $X$ の対合 $T’$ による軌道空間を表し，$\pi_{X}$ : $Xarrow X_{T’}$ を軌道写像とす

る．このとき，次の図式を可換にする $\overline{f’}:X_{T’}arrow S^{n}$ が存在する．

$Xarrow^{f’}S^{n}$

$\pi_{X}\searrow$ $\nearrow\overline{f’}$

$X_{T’}$

この可換図式から次のコホモロジーの可換図式を得る．

$\overline{H}^{n}(S^{n};Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X;Z_{2})f’$

$7^{\cdot}$ $\lambda$ $\nearrow\pi$

$\overline{H}^{n}(X_{T’};Z_{2})$

$\pi_{X}^{*}=0:\overline{H}^{n}(X_{T’;}Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X;Z_{2})$ なので，$f^{\prime*}=0:\overline{H}^{n}(S^{n};Z_{2})arrow\overline{H}^{n}(X, Z_{2})$ .
したがって，$\deg(p, q)=\deg(s, f’)$ は偶数になる．
特に $T$ が向きを変える対合であるとき，$T\circ s=s\circ T’$ より次のコホモロジーの

可換図式を得る．

. $\overline{H}^{n}(M;Z)arrow^{T^{.}}\overline{H}^{n}(M;Z)$

$s.\downarrow$ $s.\downarrow$

$\overline{H}^{n}(X;Z)arrow^{(T’)^{.}}\overline{H}^{n}(X;Z)$

$s^{*}$ は同型で，$T$ が向きを変える対合なので，$T^{*}=-id_{H^{n}(M;Z)}-$ となる．よ って，可
換図式から $(T’)^{*}=-id_{H^{n}.X;Z)}-$ を得る．$f’=f’oT’$ であることに注意すると，
$(f’)^{*}=(T’)^{*}(f’)^{*}=-(f’)^{*}$ . したがって，$(f’)^{*}:\overline{H}^{n}(S^{n};Z)arrow\overline{H}^{n}(X;Z)$ は自明な

準同型であり，$\deg(p, q)=\deg(s, f’)=0$ である．
$T$ が向きを変えないときの $\deg(p, q)$ の一意性については，球面には自明な作用
を考えているため，すべての $n$ に対して向きを変えないことに注意すると定理 1
の $n$ が奇数の場合のときとほぼ同様に証明できる．I
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