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1. はじめに

二つの意思決定主体 A,B がいて、 A は何回かに分けてある物品を数カ所に分けて密かに保
管していく。 $B$ は、 毎回数カ所を同時に調べるが、 調べる場所の全体は各回で異なっていても
よい。 各回において、調べた箇所で物品を発見すると、 $B$ は発見したものをすべて没収する。
発見されなかった物品はそのまま保管される。発見されずに保管されているものの総量がある
水準に達すると A の目的は達成される、 とする。 一方、 計画期間内にその水準に達しない場合
は $B$ の勝ちである。似たような例は自然界にも見られる。動物の中には冬を越すために食料を
いくつかの場所に分散して蓄えるものがある。冬を越すためには、たとえ別の動物等に一部を
取り去られたとしてもなお十分な量の残りが蓄えられていなければならない (関連する話題に

ついては例えば文献 [10] 参照)
。 本稿の目的は Hider と Seeker の間の 2人ゼロ和ゲームとして

モデル化されたこのような探索問題において Hider の最適戦略の特徴に関する予想 (文献 [12])
を扱った文献 [2] の内容の一部を紹介し、今後の課題等を述べることである。

2. Accumulation Game

Accumulation Game は査察あるいは検証の数理モデルの一つである。最初にこの名前で論
文として出たのは文献 [8] である。これと関連したゲームあるいは探索ゲームー般については、
例えば文献 [11] を参照されたい。 また、 Accumulation Game はその設定をいろいろ変えること
により様々のバリエーションが得られる。文献 [8] に Accumulation Game のバリエーションの
表が与えられている。 この節ではそのうち探索領域が離散的であるが目標物は連続的に分割可
能な場合のモデルの 1つを述べる。

2人の Player (Hider と Seeker) がいる。 $n$個の箱があり、 1回目はすべての箱が空である。
毎回 (たかだか、 $l$ 回) Hider と Seeker は同時に次のように行動する。 Hider は $h$ だけの量の

object を $n$個の箱に分散して隠す。 Seeker は Hider の選択を知らされずに、自分で $r$個の箱を選
びそれらに object があるかどうか調べる。 Seeker $F$は object が隠されている箱を調べたときは、
確率 1でそれを見つけてその箱にあるすべてを取り去る。各回の行動が終了後、発見されない
で隠されている object の総量が 1以上である、 という状態であれば Hider の勝ちであり、Hider
は利得 1を受け取りゲームはその回で終了する。 object の総量が 1に満たないならば、 見つか
らなかった object はそのままにして次の回に進む。 $p$ 回までのすべての回において、各回の終
了後に発見されないで隠されている object の総量が 1以上である、 という状態が生じないとき
は Seeker の勝ちであり Hider の利得は $0$ である。
各回の終了後に、 Seeker がどの $r$個の箱を調べたのかを、 Hider がどの程度知ることができ

るかによって、ゲームは次の 3つのバリエーションに分けられる。 (i) Noisy : 各回の終了後に、
Hider はその回に Seekerがどの箱を調べたのか知ることができる。 (ii) Quiet : 各回の終了後に、
その回に Seeker が object を見つけたときのみ、 Hider はその回に Seeker がどの箱を調べたのか
知ることができる。 (iii) Very Quiet: 各回の終了後に、 Hider はその回に Seeker がどの箱を調
べたのか知ることができない。 文献 [8] は Noisy の場合を扱っている。
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3. l-Stage Game

本稿で扱うモデルは第 2節で述べたモデルにおいてそ $=1$ とした場合である。Accumulation
Game のバリエーションの中では解析が容易な方であるかもしれないが、Hider の最適戦略を厳
密に見つけるのは容易ではない。ゲームは 1回で終了するので、終了後に、 Seeker の行動につ
いて Hider がどの程度知ることができるか、 ということは解析上は重要ではない。 このタイプ
の game の値や最適戦略が存在することは既に知られている (文献 [3] 参照)

。

さて、 探索の対象となる箱の集合を $\mathcal{N}=\{1, \ldots, n\}$ とし Hider は総量 $h$ の全部または一部
を隠したい、 とする。 Hider の戦略は $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ を決めることである。 ここに $w_{i}$ は箱 $i$

に隠す量であり、
$w_{1}+\ldots+w_{n}\leq h,$ $w_{i}\geq 0,\forall i=1,$

$\ldots,$
$n$

である。一般性を失うことなく、 $w_{1}\leq w_{2}\leq\ldots\leq w_{n}$ を仮定する。 Seeker の戦略は $r$ 個の箱を
選んでそれらを調べることである。 Seeker が選んだ箱の集合を $R\subset \mathcal{N}$ とすると Hider が勝つ
のは

$w(\mathcal{N}\backslash R)\geq 1$

のときである。 ここに、 $w( \mathcal{N}\backslash R)=\sum_{i\in 1f\backslash R}w_{i}$ である。 また、 $n,$ $h$ および $r$ はあらかじめ固
定されている、 とする。 $s=n-r$ とおく。 このゲームの値を $V(n, s, h)$ と表すことにすると、
これは両者が最適戦略をとっていると想定したときの Hider の勝つ確率である。ゲームに含ま
れる対称性により、 Seeker は $r$ 個の箱をランダムに選んで調べることが 1つの最適戦略である
(文献 [1],[2])。そうすると Hider は

$|\{S:w(S)\geq 1, |S|=n-r=s\}|$ (1)

が最大になるように $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ を決めるという最適化問題を考えることになる。 ここ

で、 $|\bullet|$ は集合に含まれる要素の個数を表す。 このような $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ が決まったならば、
$w_{1},$ $\ldots,$ $w_{n}$ をランダムに入れ替えて隠すことが Hider の 1つの最適戦略である。

4. ゲームの値

まず、 $\frac{sh}{n}\geq 1$ であれば Hider は $w=( \frac{h}{n}, \ldots, \frac{h}{n})$ を選ぶことにより確実に勝つことができる。
一方、 $h<1$ であれば Hider は勝つことはできない。 以降は、 この 2つの場合を除いて、

$\frac{sh}{n}<1$ かつ $h\geq 1$ (2)

の場合を考えることにする。

定理 1. ゲームの値 $V(n, s, h)$ はんについて非減少、 $n$ について減少、 $s$ について増加である。

次の 2つの定理はゲームの値に対する上下限を検討したものである。

定理 2. ゲームの値の上限と下限を次のように与えることができる。

$1-e^{-}n \underline{s}\cup h<V(n, s, h)\leq\frac{\lfloor sh\rfloor}{n}$

定理 3. もしも、 $n=$ Omod $s$ または $n=$ lmod $s$ であれば、 $V(n, s, h)\leq$ 」$s$」$hn$ である。
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5. Ruckle による Conjecture

次の conjecture は文献 [12] で与えられており量 (1) を最大にするような $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ の性
質を予想している。

Ruckle’s conjecture : For any parameter values $n,$ $r$ and $h$ , it is optimal for the Hider to use
$w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ which consists of $k$ equal positive components and $n-k$ components of $0$ ,
for some $k\leq n$ .

例 1: $n=6,$ $r=4$ , かつ $\frac{5}{2}<h<3$ とする。 Hider の 1つの最適戦略は $w=(0, \frac{1}{2}, \frac{1}{2}, \frac{1}{2}, \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ を選
びランダムに入れ替えて隠すことである。 この場合、 Ruckle’s conjecture が $k=5$ として成立
している。 この最適戦略においては Hider は $h$ のすべてを隠す必要はないことに注意する。つ
まり、 $h-5 \cross\frac{1}{2}>0$ である。

例 2: $n=5,$ $r=2$ , かつ $h= \frac{3}{2}$ とする。 Hider の 1つの最適戦略は $w=( O, 0, \frac{1}{2}, \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ を選びラ
ンダムに入れ替えて隠すことである。ゲームの値は $V(5,3, \frac{3}{2})=\frac{7}{10}$ である。 ここに、 $\perp_{n}sh\lrcorner_{=}$ :
かつ $\bigcup_{n}sh=\frac{4}{5}$ である。 Hider は $h$ のすべてを隠している。

例えば、 $r=1$ および $r=n-1$ の場合は conjecture が成り立っことが知られている (文献 [12]
参照)

。

定理 4. 次の場合は conjecture が成り立っ。
(i) $r=2$ の場合 ;
(ii) $r=n-2$ の場合 ;
(iii) $n\leq 7$ の場合 ;
(iv) $n=2s-1$ かつ $h \geq 2-\frac{1}{s-1}$ の場合 ;
(v) $n=2s+1$ の場合 ;
$(vi)h<2\delta>$つ $n=0$ or 1 $mod S$ ;
(vii) $h \geq\frac{n-1}{s}\delta>$つ $n=0mod s$ .

次に、 $\mathcal{F}\subseteq 2^{N}$ を $\mathcal{N}$ の部分集合族とする。 $\mathcal{F}$ の任意の 2つの要素が交わりをもつとき、 $\mathcal{F}$ を
intersecting family という。

定理 5(文献 [5]) . $\mathcal{F}=\{F_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}\subseteq 2^{N}$ が intersecting family でありかつすべての $\lambda\in\Lambda$ に対
し $|F_{\lambda}|=s$ を満たすとする。 もしも、 $2s\leq n$ であれば、 $|\Lambda|\leq(\begin{array}{l}n-1s-1\end{array})$ である。

この定理を応用して次の結果を得る。 これと条件 (2)、 定理 4(v) および (vi) との関連に注意さ
れたい。

定理 6. 次の場合は conjectureが成り立っ $\circ$

$h \leq 2+\frac{1}{s}$ and $n\geq 2s$ .

Proof; Case $1:h<2$ とする。 $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ が最適戦略を与えるものであったとする。
$S,$ $T\subseteq \mathcal{N}$ に対し $w(S)\geq 1$ かつ $w(T)\geq 1$ とする。 $S\cap T=\emptyset$ ならば、

$2>h\geq w(\mathcal{N})\geq w(S)+w(T)\geq 1+1=2$
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となり矛盾である。 ゆえに、 $S\cap T\neq\emptyset$ である。 よって、 $\mathcal{F}=\{S:w(S)\geq 1, |S|=s\}$ と

おくと、 $\mathcal{F}$ は intersecting family である。定理 5により、 $|\mathcal{F}|\leq(\begin{array}{l}n-1s-1\end{array})$ である。 Hider は戦略
$w^{f}=(0, \ldots, 0,1)$ をとることにより、 $\mathcal{F}’=\{S:w’(S)\geq 1, |S|=s\}$ とすると、 $|\mathcal{F}^{f}|=(\begin{array}{l}n-1s-1\end{array})$ で

ある。 ゆえに、 $w’$ は最適戦略を与え、 $k=1$ として conjecture が成り立っ。
Case $2:h\geq 2$ とする。 $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})$ が最適戦略を与えるものであったとする。 $w_{1}\leq\ldots\leq w_{n}$

であるので、 $w(S)\geq 1$ であるような $S$ が存在するためには、 $w_{n} \geq\frac{1}{s}$ である必要がある。 もし

も、 $w_{n}= \frac{1}{s}$ であれば、定理の仮定により $h<2+w_{n}$ である。 この場合、 $w=(0, \ldots, 0, \frac{1}{s}, \ldots, \frac{1}{s})$

の形でなければならない。 なんとなれば、 $w(S)\geq 1$ ならば、 $w_{i}= \frac{1}{s},$ $i\in S$ であるからである。
したがって、 conjecture が $k=\lfloor hs\rfloor$ として成立する。
Case 3: $h\geq 2$ かつ $w_{n}> \frac{1}{s}$ のとき、 $h \leq 2+\frac{1}{s}<2+w_{n}$ である。

$\mathcal{F}’=\{S:n\not\in S, w(S)\geq 1, |S|=s\}$

とおく。 $S\cap T=\emptyset,$ $S,$ $T\in \mathcal{F}’$ であれば

$h\geq w(\mathcal{N})\geq w(S)+w(T)+w_{n}\geq 2+w_{n}>h$ ,

となり矛盾である。ゆえに、 $S\cap T\neq\emptyset$ であり、 $\mathcal{F}’$ は intersecting familyである。 よって定理 5よ
り $|\mathcal{F}’|\leq(\begin{array}{l}n-2s-1\end{array})$ である。一方、 $|\{S:n\in S, |S|=s\}|=(\begin{array}{l}n-1s-1\end{array})$ である。 よって、 $w(S)\geq 1,$ $|S|=s$

なる $S$ の個数の上限は

$(\begin{array}{ll}n -2s -1\end{array})+(\begin{array}{ll}n -1s -1\end{array})=(\begin{array}{l}ns\end{array})-(\begin{array}{ll}n -2 s\end{array})$

である。 これは、 $w’=(0, \ldots, 0,1,1)$ のときの $w’(S)\geq 1,$ $|S|=s$ を満たす $S$ の個数に等しい。

よって、 この $w’$ は $k=2$ として conjecture を成立させる。 口

6. おわりに

(i) ここで扱った l-stage game に類似のゲームとして例えば文献 [4] を参照されたい。

(ii) Conjecture を証明することは open problem である。

(iii) 第 2節で述べたモデルにおいて、 $P\geq 2$ とした場合は今後の検討課題である。ただし、 $\ell=1$

の場合でも Hider の最適戦略やゲームの値が得られていないので、 $\ell\geq 2$ の場合は最適戦略や
ゲームの値を予想するためにシミュレーションを行うことも有効であるかもしれない。

(iv) 第 2節で述べたモデルにおいて、 $P=2$ とした場合、 1回目の行動の後、 Hider が相手の行
動についてどの程度の情報を得るかによって、最適戦略やゲームの値が変わってくる可能性が
あるので、 それらを調べることは今後の検討課題である。文献 [11] 参照。

(v) Hoeffding’s problem (文献 $[6]$
、

$[7]$
、 [9] 参照) : $\alpha$ が与えられているとき、 $E[X_{i}]=\alpha$ を満た

すような $i$ .i.d. 確率変数で、確率 $\mathbb{P}(X_{1}+X_{2}+\ldots+X_{s}\geq 1)$ (tail probability) を最大にする
ようなものを求めよ。 この問題に関連して次の定理が知られている。

定理 7(文献 [7]) . $s=2$ でかつ $2\alpha<1$ であれば、 tail probability は $X_{i} \in\{0, \frac{1}{2}\}$ かまたは

$X_{i}\in\{0,1\}$ によって最大化される。
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これらと、本報告で扱った話題との関連 (tail probability と Hider が勝つ確率) を調べること
も今後の検討課題である。
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