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1 序

動的計画法を用いるときには，対象とする問題にしたがって最適性の原理が適用で
きる範囲に政策を叙述することが必要となる (cf. [4]). 確率システムを伴う動的計画
問題であるマルコフ決定過程において，加法型評価に関しては，期待値基準を考慮する
場合は各期の状態と行動を履歴として，その履歴に依存して決定をとる政策を用いる．
閾値確率基準を考慮する場合，1つの方法としては前述の履歴に加えて各期の閾値を
埋め込む定式化がある $(e.g. [8,11,12])$ . この様な埋め込み法で解かれる問題は多数の
研究がなされていて，各問題によって埋め込みの仕方が工夫されている (e.g. [5, 9, 10]
$)$ . Ohtsubo[9] は結合型期待値評価，また，吉良ら [5] は各期の利得が単調に増加する

成長確率基準を扱い，各々独自のパラメータの埋め込み方法をおこなっている．
また，Iwamoto[2] により提唱された両的計画法を用いて問題を解くことも研究がな
されている．[2,3] において，負値も認める割引率を伴う加法型期待値評価が扱われて
いる．さらに，埋め込み法と両的計画法の 2つの方法で扱われている問題がある．前
記 [10] においては，負値も認める乗法型期待値評価の問題が両方の方法で考えられて
いる．確定的システム上では，結合型がMaruyama[6, 7] によりこれらの方法を用いて

扱われた．

ここでは，必ずシステムの状態は目標集合に到る仮定の下で，目標集合に達するま
での総利得問題について，負値も認める割引率を伴う加法型閾値確率評価を関係し合
う 2種類の埋め込みを用いて扱う．通常，この目標集合を持つ問題はシステムの状態
が目標集合に存在するとき，その集合内に留まり，かつ利得は発生しないシステムに
元のシステムを再構築することにより無限期間問題に帰着させる．この問題は，割引
率を常に 1かつ利得が正であるとき Ohtsubo[8] で扱われた問題となる．

2 記号と定式化

通常の閾値確率最小化問題は，意思決定者がある値 (初期閾値)r を決定し，

l $\cross$ (総利得) $\leqq$ r
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である確率をリスクと考え，最小化する問題 (最適化問題 1) が考えられている．しか
しながら，本稿で扱う負値も認める割引率を伴う場合は次の 2種類の最適化閾値確率
問題も一般には考慮しなければならない，

$(-1)$ $\cross$ (総利得) $\leqq$ r である確率の最小化．．．最適化問題 2,
0 $\cross$ (総利得) $\leqq r$ である確率の最小化．．．最適化問題 3.

ここでは，我々の問題を時間空間 $N=\{1,2, \ldots\}$ , マルコフ定常推移核 $p$ と状態空間
$S$ と行動空間 $A$上の実数値関数 $\beta$ を伴う離散時間マルコフ決定過程

$\Gamma=((X_{n}), (A_{n}), (Y_{n}), (\Lambda_{n}), (W_{n}))$ on $(S, A, E, \{0, \pm 1\}, \mathbb{R})$

として定式化する:

(i) 状態空間 $S$ は可算，

(ii) 行動空間 $A= \bigcup_{i\in S}A(i)$ は可算，ここで $A(i)$ はシステムが状態 $i$ にいるときの

取り得る行動の集合で有限かつ空でない，

(iii) 利得空間 $E$ は可算集合 $\{y_{1}, y_{1}, \ldots\}$ , ここで各利得は $y_{i}\in \mathbb{R}(i=1,2, \ldots)$ かっ

$E$ は有界，つまり，$\sup_{i}|y_{i}|<\infty$ ,

$n$期 $(n\geqq 1)$ における状態，行動利得を各々 $X_{n},$ $A_{n},$ $Y_{n}$ と表記する．

(iv) 状態 $i$ にいるときに行動 $a$ をとるならば，システムは次のマルコフ核に従う:
$i,$ $j\in S,$ $a\in A(i),$ $y\in E,$ $n\geqq 1$ に対して

$p^{a}(j, y|i)=P(X_{n+1}=j, Y_{n}=y|X_{n}=i, A_{n}=a)$ .

(v) $\beta$ : $S\cross Aarrow \mathbb{R}$ は割引関数で 状態 $i$ にいるときに行動 $a$ をとるならば 次の期
での割引は現在の割引に割引率 $\beta(i, a)$ を乗ずることによって与えられる．ここ
での割引率 $\beta(\cdot)$ は負または $0$ もとり，定数 $\beta;0\leqq\beta<1$ でないことに注意する．

(vi) 意思決定者は初期閾値 $r\in \mathbb{R}$ と初期問題値 $\lambda\in\{0, \pm 1\}$ を決定する，ここで，最
適化問題 1, 2, 3を考慮した場合 $\lambda$ は各々 $1,$ $-1,0$ である．また，$Q=\{0, \pm 1\}$ とす
る．さらに，次の問題列と閾値列を埋め込む．

1 $)$ 問題値;

$\Lambda_{1}=\lambda$ ,

$\Lambda_{n}=\{(-1)I_{(-\infty,0)}+0I_{\{0\}}+1I_{(0,\infty)}\}(\Lambda_{1}\prod_{\ell=I}^{n-1}\beta(X_{\ell}, A_{\ell}))$ ,

$=\{(-1)I_{(-\infty,0)}+0I_{\{0\}}+1I_{(0,\infty)}\}(\Lambda_{n-1}\beta(X_{n-1}, A_{n-1}))$ ,
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2 $)$ 閾値;

$W_{1}=r,$ $W_{n}=\{\begin{array}{l}\frac{W_{n-1}-\Lambda_{n-1}Y_{n-1}}{|\beta(X_{n-1},A_{n-1})|} if \beta(X_{n-1}, A_{n-1})\neq 0, n\geqq 2.W_{n-1}-\Lambda_{n-1}Y_{n-1} otherwise\end{array}$

また，ある拡張した状態空間として $S_{RQ}=S\cross \mathbb{R}\cross Q$ を用いる．

(vii) 制御の方法である政策 $\pi=(\delta_{n}, n\geqq 1)=(\delta_{1}, \delta_{2}, \ldots, \delta_{n}, \ldots)$ を次で定義する:
$H_{n}$ を $n$ 期間の履歴空間とする，つまり，各 $n\in N$ に対して，$H_{1}=S_{RQ}$ そし

て $H_{n+1}=H_{n}\cross A\cross S_{RQ}$ . すると，$H_{n}$ はシステムが $n$ 番目の行動を選ばな
ければいけない時の履歴 $h_{n}=(i_{1}, w_{1}, \lambda_{1}, a_{1}, i_{2}, w_{2}, \lambda_{2}, \ldots, a_{n-1}, i_{n}, w_{n}, \lambda_{n})$ の全

体の集合となる．履歴 $h_{n}$ が与えられたときの行動空間 $A$ 上の条件付き確率
$\delta_{n}(a_{n}|h_{n})$ , ここで，各 $h_{n}=(i_{1}, w_{1}, \lambda_{1}, a_{1}, i_{2}, w_{2}, \lambda_{2}, \ldots, i_{n}, w_{n}, \lambda_{n})\in H_{n}$ に対し
て $\delta_{n}(A(i_{n})|h_{n})=1$ であり，$\delta_{n}(a_{n}|\cdot)$ は $H_{n}$ 上 Lebesgue可測関数と仮定する．$\triangle$

と $C$ を各々全ての決定ルールとその政策の集合とする．政策 $\pi=(\delta_{n}, n\geqq 1)$ は

任意の $n\in N$ に対して決定ルール $\overline{\delta}_{n}$ が現在の状態 $(X_{n}, W_{n}, \Lambda_{n})=(i_{n}, w_{n}, \lambda_{n})$

にのみ依存した条件付き確率であるとき，マルコフと呼び，その様な決定ルール
の集合を $\triangle_{M}$ , マルコフ政策の集合を $C_{M}$ とする．また，政策 $\pi=(\delta_{n}, n\geqq 1)$ は

$\pi$ がマルコフかつ，ある $a\in A(i)$ にその確率が集中しているとき，確定的マルコ
フと呼び，$\delta_{n}(i, r, \lambda)=a$ と表記し，その決定ルールの集合を $\triangle_{D}$ , 確定的マルコ
フ政策の集合を $C_{D}$ とする．任意の $n\in N$ に対して $\delta_{n}=\delta\in\triangle_{D}$ のとき，$\pi=\delta^{\infty}$

と表記し，定常政策と呼ぶ．そして，定常政策の集合を $C_{D}^{s}$ とする．

停止時刻 $\tau$を初めて目標集合に到達する時刻とする，つまり，$\tau=\inf\{n\in N|X_{n}\in B\}$ ,

ここで，そのような $n\geqq 1$ が存在しないならば $\tau=\infty$ . また，総利得を定義する:

$Z= \sum_{n=1}^{\tau-1}\prod_{l=0}^{n-1}\beta(X_{l}, A_{l})Y_{n}$ ,

ここで，$\beta(X_{0}, A_{0})=1$ . すると，最適化問題は次の閾値確率 $P_{i}^{\pi}(\lambda Z\leqq r)$ を，与えられ
た初期閾値 $r$ と初期問題 $\lambda$ に対して，全ての政策 $\pi$ に関して最小化することになる．

これらの最小化問題を簡素化するために，次のようにマルコフ決定過程を再定義する．

Assumption 1. 目標集合 $B(\neq\phi)$ をリワードフリー，かつ，閉じている，つまり，
すべての $i\in B,$ $a\in A(i)$ に対して $\sum_{j\in B}p^{a}(j, 0|i)=1$ .

この仮定の下では，$Z= \sum_{n=1}^{\infty}\prod_{l=0}^{n-1}\beta(X_{l}, A_{l})Y_{n}$ となる．この問題の解析における
都合において，有限期間の総利得を次で定める:

$Z_{0}=0$ , $Z_{n}= \sum_{k=1}^{n}\prod_{l=0}^{k-1}\beta(X_{l}, A_{l})Y_{k},$ $n\geqq 1$ .
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ところで，初期状態 $X_{1}=i$ と政策 $\pi$ が与えられたときの事象 $\{\lambda Z\leqq r\}$ の条件付き確
率を $P_{i}^{\pi}(\lambda Z\leqq r)$ と表記する．さらに，この確率過程は $i$ だけでなく，政策 $\pi$ の取り方
に依り初期閾値 $r$ または初期問題値 $\lambda$ にも依存する．したがって , 条件付き確率測度
として $P_{(i_{:}r,\lambda)}^{\pi}$ $()$ と表記するかもしれない．
以下，Assumption 1に加えて次の仮定を伴う確率過程を考える．

Assumption 2. 全ての $\pi\in C$ , 各 $(i, r, \lambda)\in S_{RQ}$ に対して，

$P_{(i,r,\lambda)}^{\pi}(\tau<\infty)=1$ , つまり，$P_{(i,r,\lambda)}^{\pi}$ $($ ある $n\geqq 1$ に対して $X_{n}\in B)=1$ .

このことは目標集合の補集合 $B^{c}$ が非再帰類であることを意味する．そして，全ての
政策 $\pi\in C$ , 各 $(i, r, \lambda)\in S_{RQ}$ に対して，$P_{(i,r_{:}\lambda)}^{\pi}(|\lambda Z|<\infty)=1$ であることが容易にわ
かる．

有限・無限期間の評価関数と最適値関数を次で定める: 政策 $\pi\in C$ , 各 $(i, r, \lambda)\in S_{\mathbb{R}Q}$

に対して，

$F_{n}^{\pi}(i, r, \lambda)=P_{i}^{\pi}(\lambda Z_{n}\leqq r)$ , $F^{\pi}(i, r, \lambda)=P_{i}^{\pi}(\lambda Z\leqq r)$ ,

$F_{n}^{*}(i, r, \lambda)=\inf_{\pi\in C}F_{n}^{\pi}(i, r, \lambda)$ , $F^{*}(i, r, \lambda)=\inf_{\pi\in C}F^{\pi}(i, r, \lambda)$ .

次に関数族を定義する: ある有界区間 $I$ に対して，

$\mathcal{F}=$ { $F|F(i,$ $\cdot,$

$\lambda)$ は $\mathbb{R}$ 上可測かつ $F(i,$ $r,$ $\lambda)\in I$ for $i\in S,$ $r\in \mathbb{R}$ and $\lambda\in Q$ }.
$\mathcal{F}_{I}$ からそれ自身への演算子 $T^{a},$ $T^{\delta},$ $T$ を定義する: $F\in 3_{I}^{\mathscr{J}},$ $(i, r, \lambda)\in S_{RQ},$ $\delta\in\triangle_{M}$

に対して，

$T^{a}F(i, r, \lambda)=\{\begin{array}{ll}\sum_{j\in S}\sum_{y\in E}F(j, r-\lambda y, 0)p^{a}(j, y|i), if a\in A^{0}(i)\sum_{j\in S}\sum_{y\in E}F(j, \frac{r-\lambda y}{|\beta(i,a)|}, \lambda)p^{a}(j, y|i), if a\in A^{+}(i)\sum_{j\in S}\sum_{y\in E}F(j, \frac{r-\lambda y}{|\beta(i,a)|}, -\lambda)p^{a}(j, y|i), if a\in A^{-}(i),\end{array}$

$T^{\delta}F(i, r, \lambda)=\sum_{a\in A(i)}T^{a}F(i, r, \lambda)\delta(a|i, r, \lambda)$
,

$TF(i, r, \lambda)=\inf_{\delta}T^{\delta}F(i, r, \lambda)=\min_{a\in A(i)}T^{a}F(i, r, \lambda)$ ,

ここで，$A^{0}(i)=\{a\in A(i)|\beta(i, a)=0\}$ ,

$A^{+}(i)=\{a\in A(i)|\beta(i, a)>0\}$ ,

$A^{-}(i)=\{a\in A(i)|\beta(i,$ $a)<0\}$ .
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全ての議論において，$F,$ $G\in \mathcal{F}_{I}$ に対して，$F\geq G$ は各 $(i, r, \lambda)\in S_{RQ}$ に関して
$F(i, r, \lambda)\geqq G(i, r, \lambda)$ を意味する．

3 最適値と最適政策

この節では無限期間において，最適値関数が最適再帰式の一意解であることを示し，
最適定常政策の存在を得る．

先ず，基本的な演算子の性質を与える．

Lemma 1. 有界区間 $I$ を任意とする．
(i) $F,$ $G\in \mathcal{F}_{I}$ , $\delta\in\Delta$ に対して , $T^{\delta}F-T^{\delta}G=T^{\delta}(F-G)$ .
(ii) $F,$ $G\in \mathcal{F}_{I}$ かつ $F\geq G$ のとき，各 $a\in A(\cdot)$ に対して $T^{a}F\geq T^{a}G$ , 各 $\delta\in\Delta$ に対

して $T^{\delta}F\geq T^{\delta}G$ , かつ $TF\geq TG$ .

$\pi=(\delta_{n}, n\geqq 1)\in C$ とある与えられた 1期間履歴 $(i, r, \lambda, a)\in S_{RQ}\cross A$ に対

して，$1_{\pi}(i,r,\lambda,a)=(\delta_{n}^{(i,r,\lambda,a)}, n\geqq 1)$ を各 $h_{n}\in H_{n},$ $n\geqq 1$ について $\delta_{n}^{(i,r,\lambda,a)}(\cdot|h_{n})=$

$\overline{\delta}_{n+1}(\cdot|(i, r, \lambda, a), h_{n})$ で定義する．すると，固定された $(i, r, \lambda, a)$ に対して $1_{\pi}(i_{:}r,\lambda,a)\in-C$

がわかる．簡便さのために次の記号を用いる: $\pi=(\delta_{n}, n\geqq 1)\in C,$ $(i, r, \lambda)\in S_{RQ}$ に

対して，

$T^{\delta_{1}}F^{1_{\pi}}(i_{)}r_{)} \lambda)=\sum_{a\in A^{0}(i)}\delta_{1}(a|i,$ $r_{)} \lambda)\sum_{j,y}F^{1_{\pi}(i,r,\lambda,a)}(j,$
$r-\lambda y,$ $0)p^{a}(j)y|i)$

$+$ $\sum$ $\delta_{1}(a|i,$ $r,$ $\lambda)\sum_{j,y}F^{1_{\pi}(i,r,\lambda,a)}(j,$ $\frac{r-\lambda y}{|\beta(i_{)}a)|},$ $\lambda)p^{a}(j,$ $y|i)$

$a\in A^{+}(i)$

$+$ $\sum$ $\delta_{1}(a|i,$ $r,$ $\lambda)\sum F^{1_{\pi}(i,r,\lambda,a)}(j)\frac{r-\lambda y}{|\beta(i,a)|})-\lambda)p^{a}(j,$ $y|i)$ .
$a\in A^{-}(i)$ $j,y$

Lemma 2. $\pi=(\delta_{n}, n\geqq 1)\in C$ を任意とする．

(i) $\lim_{narrow\infty}F_{n}^{\pi}=F^{\pi}$ .
(ii) 各 $n\geqq 1$ に対して，$F_{n+1}^{\pi}=T^{\delta_{1}}F_{n}^{1}\pi$ , そして $F^{\pi}=T^{\delta_{1}}F^{1}\pi$ . 特に , $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}^{s}$ の

とき，$F^{\pi}=T^{\delta}F^{\pi}$ .

次に，有限期間の最適値関数の基本的な性質を与える．

Theorem 1. (i) $\{F_{n}^{*}, n\geqq 0\}$ は次の有限期間最適再帰式を満たす:

$F_{0}^{*}=I_{S\cross[0,\infty)\cross Q}$ , $F_{n}^{*}=TF_{n-1}^{*}$ , $n\geqq 1$ .

(ii) 各 $n\geqq 0$ に対して，$F_{n}^{*}=F_{n}^{\pi}$ を満たす確定的マルコフ政策 $\pi\in C_{D}$ が存在する．
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Asumption 1, 2の下での無限期間において，再帰式または最適再帰式が一意的に解
を持つ為の重要な lemma を与える．

Lemma 3. $F,$ $G\in \mathcal{F}_{[0}$ ,1] , $\delta\in\triangle_{D}^{s}$ とする．$B^{c}\cross \mathbb{R}\cross Q$上で $F-G\leq T^{\delta}(F-G)$

かつ $B\cross \mathbb{R}\cross Q$ 上で $F=G$ のとき，$F\leq G$ .

演算子の性質と Lemma2(ii) より次の結果を得る．

Corollary 1. $\pi\in C_{D}^{s}$ とする．$F^{\pi}$ は $B\cross \mathbb{R}\cross Q$上 $F=I_{S\cross[0,\infty)\cross Q}$ を満たす再帰
式 $F=T^{\delta}F$ の $\mathcal{F}_{[0,1]}$ 上での一意解である．

この結果，この節における次の主定理を得る．

Theorem 2. (i) $F^{*}$ は $B\cross \mathbb{R}\cross Q$上 $F=I_{S\cross[0,\infty)\cross Q}$ を満たす最適再帰式 $F=TF$
の $\mathcal{F}_{[0,1]}$ 上での一意解である．

(ii) $\lim_{narrow\infty}F_{n}^{*}=F^{*}$ .

(iii) $F^{*}$. $=T^{\delta}F^{*}$ を満たす定常政策 $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}^{s}$ が存在し，$\pi$ は最適である．

4 値反復法と政策改良法

Theorem l(i) と Theorem2(ii) から，次の値反復法が得られた :

$F^{*}= \lim_{narrow\infty}T^{n}F_{0}^{*}$ , $F_{0}^{*}=I_{S\cross[0,\infty)\cross Q}$ .

Lemma 4(ii) において与えられる政策改良はよく知られている Howrad[l] における加
法型期待値基準のものと類似している．

Lemma 4. $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}^{s}$ を任意とする．

(i) $F\in \mathcal{F}_{[0,1]}$ は $F\geq F^{*}$ かつ $B\cross \mathbb{R}\cross Q$上 $F=I_{S\cross[0,\infty)\cross Q}$ を満たすとする．任意の
$\delta\in\triangle_{D}^{s}$ に対して $F\leq T^{\delta}F$のとき，$F$ は最適値関数である．

(ii) $\sigma\in$ Cちに対して，$F^{(\delta,\sigma)}\leq F^{\sigma}$ のとき $F^{\pi}\leq F^{\sigma}$ .

次に，政策改良法を与える．手順は次の通りである:
I. 初期政策 $\pi_{0}=\delta_{0}^{\infty}\in C_{D}^{s}$ を選べ．

II. ステップ $n$ で，政策 $\pi_{n}=\delta_{n}^{\infty}\in C_{D}^{s}$ が与えられたとする．$F^{\pi_{n}}\in \mathcal{F}_{[0,1]}$ を得るた
めに $\tau_{[0,1]}$ 上において , $B\cross \mathbb{R}\cross Q$ 上 $F=Is\cross[0,\infty)\cross Q$ を満たす方程式 $F=T^{\overline{\delta}_{n}}F$

を解け．

III. $T^{\overline{6}_{n}}F^{\pi_{n}}=TF^{\pi_{n}}$ ならば手順を止めよ．$T^{\delta_{n}}F^{\pi_{n}}\neq TF^{\pi_{n}}$ ならば次のステップに
進め．

IV. $T^{\delta_{n+1}}F^{\pi_{n}}=TF^{\pi_{n}}$ により，新しい改良政策 $\pi_{n+1}=\delta_{n+1^{\infty}}\in C_{D}^{s}$ を見つけよ．

V. $n\text{を^{}-}n+1$ に換えて，ステップ II に戻れ．
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\caorollary 5から，ステップ II における方程式は一意に解ける．このとき，以下の収束
定理を得る．

Theorem 3. (i) 関数列 $\{F^{\pi_{n}}\}$ は非増加で，$F^{*}$ に収束する．
(ii) $T^{\delta_{n}}F^{\pi_{n}}=TF^{\pi_{n}}$ のとき，$F^{\pi_{n}}$ は最適値関数 $\pi_{n}=\delta_{n}^{\infty}\in C_{D}^{s}$ は最適政策と
なる．
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