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1 はじめに

本報告では複素半単純リー環 $9c$ と，互いに可換な複素共役を持つ二つの実形 $\mathfrak{g},$
$\mathfrak{g}^{c}$ に

対して，ある条件を満たす双曲型軌道の存在と，ある条件を満たす幕零軌道の存在が同値
であることを述べる (see 定理 23).

この話題について取り扱うモチベーションは，次のような幾何的な問題にある．

Problem 1.1. 半単純対称対 $(G,H)$ を固定する．半単純対称空間 $G/H$ の不連続群と

してどのような群が現れるか?

ここでは，$G$ の離散群 $\Gamma$ が $G/H$ に自由かつ固有不連続に作用するとき，$\Gamma$ を対称空間
$G/H$ の不連続群と呼んでいる．このような問題を考えることは，$G/H$ と同じ幾何構造を

持つ局所対称空間の分類や変形問題を扱う上で重要である (see 小林 [9]).
半単純対称対 $(G, H)$ に対して，$H$ がコンパクトである場合には，任意の $G$ の離散

部分群 $\Gamma$ は $G/H$ に固有不連続に作用する．さらにこのとき作用が自由であることと，
torsion-free であることは同値である．従ってこの場合には，問題 1.1は，$G$ の torsion-free
な離散部分群の分類の問題 ($H$ とは無関係) といえる．この報告において興味があるのは，
$H$ が非コンパクトの場合である．この場合には，$G$ の離散部分群であっても，$G/H$ に固

有不連続に作用するとは限らない．例えば，ローレンツ対称空間 $SO(n+1,1)/SO(n, 1)$

について，$SO(n+1,1)$ の任意の無限離散部分群は固有不連続に作用しないことが知られ
ている (Calabi-Markus 現象 [4]).

$H$ が非コンパクトの場合の体系的な研究は，80年代後半の小林 [6, 7, 8] の仕事に
始まり，[12,14,15,17,20] などの結果がある．この話題についてのまとめとしては
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[10,11,16] などが挙げられる．

この報告の主結果としては，半単純対称空間 $G/H$ に対して，本質的に非可換な不連続
群が存在することと，$SL(2, \mathbb{R})$ の固有作用が存在することは同値であるということを報

告する (定理 22). 特に，この二つの条件はそれぞれ，ある条件を満たす双曲型軌道の存
在，ある条件を満たす幕零軌道の存在と同値であり，これら軌道についての二条件の同値
性 (定理 23) に絞って証明を行う．

2 主結果

以下の設定を考える．

設定 21. $G$ を連結線型半単純リー群，$\sigma$ : $Garrow G$ をリー群としての対合とする．また，
$H$ を $G^{\sigma}:=\{g\in G|\sigma g=g\}$ の開部分群とする．

この設定において，等質空間 $G/H$ は自然に対称空間の構造を持つ．$G$ のリー環を $\mathfrak{g}$

とし，$\sigma$ の微分佳 $arrow$ 佳を同じ記号 $\sigma$ で表す．$H$ のリー環をりとすると，り $=\{X\in \mathfrak{g}|$

$\sigma X=X\}$ である．さらに $q:=\{X\in$ 佳 $|\sigma X=-X\}$ としておけば，$\mathfrak{g}=$ り $\oplus q$ となる．

また，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ を $\mathfrak{g}$ の複素化とし，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の実形として，$\mathfrak{g}^{c}:=$ り $\oplus\sqrt{-1}q$ を定め，これを $(\mathfrak{g}, \sigma)$ の

c-dual と呼ぶ．$\mathfrak{g}^{c}$ についての $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ における複素共役は，$\sigma$ を反正則に佳 $\mathbb{C}$ に拡張したもの

に他ならない．

一般に，複素半単純リー環や実半単純リー環において，その内部自己同型群による軌道
を随伴軌道と呼ぶことにする．特に，複素半単純リー環や実半単純リー環において，その随
伴作用が幕零，実対角化可能である元をそれぞれ，幕零元，双曲元と呼び，幕零元からなる
随伴軌道を単に幕零軌道，双曲元からなる随伴軌道を単に双曲型軌道と呼ぶ．
本報告の主結果は以下のものである．

定理 22. 設定 21において，以下の条件は同値である．

(i) あるリー群としての準同型 $\Phi$ : $SL(2, \mathbb{R})arrow G$ が存在して，$SL(2, \mathbb{R})$ は $\Phi$ を通じ

て対称空間 $G/H$ に固有に作用する．

(ii) 任意の $g\geq 2$ に対して，対称空間 $G/H$ は種数 $g$ の曲面群 $\Sigma_{g}$ と同型な不連続群

を持つ．

(iii) 対称空間 $G/H$ は不連続群 $\Gamma$ として，virtually-abelian でないものを持つ $(i.e$ . $\Gamma$

は位数有限の可換部分群を持たない).

(iv) $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ のある幕零軌道 $O_{n}$伽であって，$\mathfrak{g}$ と交わるが，$\mathfrak{g}^{c}$ と交わらないものが存在
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する．

(V) $-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ を満たす佳 $\mathbb{C}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ であって，$\mathfrak{g}$ と交わるが，$\mathfrak{g}^{c}$ とは

交わらないものが存在する．

本報告では，定理 22の部分的な主張として，特に組合せ論的な意味合いの強い以下の
定理の証明を行う．

定理 23 gc を複素半単純リー環とする．佳 $\mathbb{C}$ の二つの実形佳，$\mathfrak{g}^{c}$ を，それぞれに対応す
る佳 $\mathbb{C}$ の複素共役が，互いに可換であるものとする．このとき

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

次の条件は同値である :

(iv) $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の幕零軌道 $\mathcal{O}_{nilp}$ であって，$\mathfrak{g}$ とは交わるが，$\mathfrak{g}^{c}$ とは交わらないものが存在
する．

(v) $-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ となる $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ であって，$\mathfrak{g}$ とは交わるが，$\mathfrak{g}^{c}$ とは

交わらないものが存在する．

定理 22の詳しい証明についてはこの報告では行わないが，簡単に証明の筋道を述べて
おく．まず，条件 (i) から条件 (ii) と，条件 (ii) から条件 (iii) の証明については，固有作用
の定義と曲面群の持ち上げについての結果 (cf. Kra[13]) から分かる．次に，条件 (i) と

条件 (iv) の同値性は小林 [6] の結果を用いて証明される．また，条件 (iii) と条件 (v) の
同値性は Benoist [3] の結果を用いる．本報告で扱う定理 2.3によって，特に条件 (v) か
ら条件 (iv) を証明したことになり，定理 22の証明が完成することになる．定理 2.2の重
要な点は，ある不連続群の存在 (cf. (iii)) から，リー群の固有作用に関する存在 (cf. $(i)$ )

が導かれるというところである．上記の証明において条件 (iii) から，条件 (i) を導く際に

は定理 23を用いており，本報告で述べる議論は定理 22の証明において本質的であると
いえる．

3 双曲型軌道

3.1 複素半単純リー環の双曲型軌道

この節では，複素半単純リー環 gc の双曲型軌道についての性質を復習する．

まず，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ のカルタン部分代数) $\mathbb{C}$ をーつ固定する．$\triangle$ で $(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, \mathfrak{j}_{\mathbb{C}})$ についてのルート系を

表し，) $c$ の複素ベクトル空間としての実形) を): $=\{X\in j_{\mathbb{C}}|\alpha(X)\in \mathbb{R}(^{\forall}\alpha\in\triangle)\}$ と

する．実ベクトル空間 $i$ には $9c$ のキリング形式から正定値内積が誘導される．$\triangle$ のワ

イル群を $W(\triangle)$ で表し，$W(\Delta)$ は) に直交変換として作用するものとする．ルート系 $\Delta$
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の positive system $\Delta+$ を一っ選んで固定し，; の部分集合) $+$ を) $+;=\{X\in \mathfrak{j}|\alpha(X)\geq$

$0(^{\forall}\alpha\in\Delta_{+})\}$ とする．このとき，) $+$ はワイル群 $W(\Delta)$ の作用についての基本領域であ

る．上記の設定の下に，$9c$ の双曲型軌道について次の Fact が成り立っ．

Fact 3.1. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の任意の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ に対して，$\mathcal{O}_{hyp}\cap$ ; は一つの W $(\Delta$ $)$ -軌道をな

す．特に，) $+$ の元 $X_{O_{hyp}}$ であって，$X_{\mathcal{O}_{hyp}}\in \mathcal{O}_{hyp}$ となるものが唯一つ存在する．

ここで，) $+$ の元はすべて双曲的であるから，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ に対して，$X_{O_{hyp}}\in$

$\mathfrak{j}+$ を与える対応は，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道全体の集合から $\dot{1}+$ への全単射を与えることに

なる．いま，$\triangle_{+}$ についての simple system を $\Pi$ と書けば，$\Pi$ は) $*$ の基底を与え，

$)+=\{X\in)|\alpha(X)\geq 0(^{\forall}\alpha\in\Pi)\}$ となる．$\Pi$ を頂点とする Dynkin 図形について，各
頂点に重みとして実数を与えたものを重み付き Dynkin 図形と呼ぶことにし，特にすべて
の重みが非負であるようなものを $\mathbb{R}_{>0}$-値重み付き Dynkin 図形と呼ぶことにする．) と

重み付き Dynkin 図形全体の集合は，$X\in$ ) に対して，頂点 $\alpha\in\Pi$ の重みを $\alpha(X)$ とす

る重み付き Dynkin 図形を考える” という対応によって一対一であり，さらにこの対応に
おいて，$;+$ と $\mathbb{R}_{\geq 0}$-値重み付き Dynkin 図形全体の集合とが一対一である．この対応をま
とめておこう．

Fact 3.2. 佳 $\mathbb{C}$ の双曲型全体の集合と，$\mathbb{R}_{\geq 0}$ -値重み付き Dynkin 図形全体の集合は一対一

に対応する．その対応は
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ に対して，Dynkin 図形の各頂点 $\alpha\in\Pi$ の重

みを $\alpha(X_{O_{hyp}})\in \mathbb{R}_{\geq 0}$ として与えることで得られる．

例 33. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}=\epsilon \mathfrak{l}(6, \mathbb{C})$ の場合，

a $b$ $c$ $d$ $e$

– $a,$ $b,$ $c,$ $d,$ $e\in \mathbb{R}_{\geq 0}$

という形の図形それぞれが $5[(6, \mathbb{C})$ の双曲型軌道と対応する．

3.2 $-1$ 倍作用で保たれる双曲型軌道

この節では，$9c$ の双曲型軌道 $O$hyp が $-O$hyp $=\mathcal{O}_{hyp}$ となるための必要十分条件を与

える．

前節の設定において，) $+$
は $W(\triangle)$ の作用についての基本領域であったが，$-;+$ も

$W(\Delta)$ の作用についての基本領域である．このとき，$W(\triangle)$ の元 $w+$ であって，) $+$ を $-)+$

に移すものが唯一つ存在する．これを $W(\triangle)$ の $\triangle_{+}$ に関する最長元とよぶ．この $w+$ に
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ついて，以下の命題が成り立っ:

命題 34. 佳 $\mathbb{C}$ の双曲型軌道 $O_{hyp}$ が $-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ となることと，$-w_{+}Xo_{hyp}=X_{O_{hyp}}$

となることは同値である．

Proof. $-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ を仮定して $w_{+}X_{\mathcal{O}_{hyp}}=-X_{O_{hyp}}$ を示そう．まず仮定と Fact
3.1 より，$-X_{O_{hyp}}\in \mathcal{O}_{hyp}\cap \mathfrak{j}=W(\triangle)Xo_{hyp}$ である．$-X_{O_{hyp}}$

$F$は $-\dot{1}+$ の元なので，
$w+X_{\mathcal{O}_{hyp}}=-X_{O_{hyp}}$ でなければならない．逆に，$-Xo_{hyp}=w+Xo_{hyp}$ として一 $\mathcal{O}$

hyp $=$

$\mathcal{O}_{hyp}$ を示そう．仮定から，$-Xo_{hyp}\in W(\triangle)Xo_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}\cap)$ であり，特に一 $X_{hyp}\in$

$O_{hyp}$ であることが分かる．これより任意の $X\in \mathcal{O}_{hyp}$ を固定して，$-X\in O_{hyp}$ を示

そう．$X\in \mathcal{O}_{hyp}$ であることから，ある $g\in$ Int $9c$ で $X=g\cdot X_{\mathcal{O}_{hyp}}$ となる．特に，
$- X=g\cdot(-X_{O_{hyp}})$ である．いま一 $X_{O_{hyp}}\in O_{hyp}$ なので，$-X\in O_{hyp}$ が示せた．口

この命題を重み付き Dynkin 図形の言葉で言い換えよう．そのために $)^{*}$ 上の変換

$-w_{+}^{*}:\mathfrak{j}^{*}arrow)^{*},$ $\alpha\mapsto-(\alpha\circ w_{+})$

について考える．$w+$ が $W(\triangle)$ の元であることから，$-w_{+}^{*}$ は $\triangle$ を保つ直交変換で，$\triangle$

の simple system を simple system に移すことが分かる．従って一 $w^{\star}\dotplus\Pi$ は $\Delta$ の simple

system をなすが，$-w_{+}(\mathfrak{j}_{+})=)+$ であることから，$-w_{+}^{*}\Pi=\Pi$ であることが分かる．特
に一 $w_{+}^{*}$ は垣を頂点とする Dynkin 図形の自己同型を引き起こす．さらにこの自己同型
は $\Pi$ を頂点とする重み付き Dynkin 図形の間の変換を引き起こすが，これは $j$ と重み付

き Dynkin 図形の一対一対応において，) への一 $w+$ の作用を，重み付き Dynkin 図形で

実現したものに他ならない．この一 $w+$ が引き起こす重み付き Dynkin 図形の作用につい

て，命題 34より，次の系が成り立っ．

系 3.5. 上記の設定において，$9c$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ が $-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ であることと，
対応する重み付き Dynkin 図形が，$-w+$ によって引き起こされる変換で不変であること

は同値である．

例 3.6. 佳 $\mathbb{C}$

$=\epsilon l(6, \mathbb{C})$ の場合，$-w+$ による重み付き Dynkin 図形の変換は，$180^{o}$ 回転，
つまり

a $b$ $c$ $d$ $e$ $e$ $d$ $c$ $b$ a
—$\mapsto$ 一一一一一 一一
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で与えられる．従って，$-1$ 倍で保たれる $5((6, \mathbb{C})$ の双曲型軌道全体の集合と，

a $b$ $c$ $b$ a
$–$ 一一一一一 $a,$ $b,$ $c\in \mathbb{R}_{\geq 0}$

という形の重み付き Dynkin 図形全体の集合とが一対一に対応する．

$w+$ の位数が 2であることから，$-w+$ の位数は 2であるか恒等変換であるかのいずれ

かである．したがって，$A_{l},$ $D_{l},$ $E_{6}$-型以外の複素単純リー環 $(l\in N)$ については，$-w_{+}^{*}$ の

引き起こす自己同型は恒等変換で与えられる．$A_{l},$ $D_{l},$ $E_{6}$-型複素単純リー環についての

$-w+$ の様子を以下にまとめておく:

$A_{l}$ 型 $(l\geq 1, \mathfrak{g}_{C}=\epsilon 1(l+1, \mathbb{C}))$ の場合は，$-w+$ は以下の変換である:

$a_{1}$ $a_{2}$ $a\iota-1$ $a_{l}$ $a_{l}$ $a\iota-1$ $a_{2}$ $a_{1}$

$\mapsto-\infty$ $\mapsto$ $\mapsto-\infty$

$D_{l}$ 型 $(l\geq 4,$ 佳 $\mathbb{C}=5O(2l, \mathbb{C}))$ の場合は $l$ の偶奇によって様子が異なる．

$\{\begin{array}{l}l \text{が偶数の場合は} -w+ \text{は恒等変換である．}l \text{が奇数である場合は一} w+ \text{は以下の変換である}:\end{array}$

$E_{6}$ 型 $(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{e}_{6})$ の場合は，$-w+$ は以下の変換である:

$a_{1}$ $a_{2}$ $a_{3}$ $a_{4}$ $a_{5}$ $a_{5}$ $a_{4}$ $a_{3}$ $a_{2}$ $a_{1}$

33 双曲型軌道と実形

この節では，複素半単純リー環佳 $\mathbb{C}$ とその実形 $\mathfrak{g}$ を考え，$9c$ の双曲型軌道が $\mathfrak{g}$ と交わる

ための必要十分条件を与える．

まず，$\mathfrak{g}$ のカルタン分解 $\mathfrak{g}=f\oplus \mathfrak{p}$ を固定する．このとき，$u:=f\oplus\sqrt{-1}\mathfrak{p}$ は gc のコ
ンパクト実形である (これは，$\mathfrak{g}$ のカルタン対合についての c-dual は $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ のコンパクト

実形であることを意味する). $\mathfrak{p}\subset\sqrt{-I}u$ であることに注意し，$\mathfrak{p}$ の極大可換部分代数 $\alpha$
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を一つ選び，さらに〉/:Tu の極大部分可換代数への $\alpha$ の拡張も一つ固定し，これを) と

する．このとき，$\mathfrak{j}$ の複素化) $\mathbb{C}:=)\oplus\sqrt{-1}\mathfrak{j}$ は佳 $\mathbb{C}$ のカルタン部分代数である．ここで
$(9\mathbb{C},)c)$ についてのルート系を $\triangle$ と書けば，$\dot{)}=\{X\in \mathfrak{j}_{\mathbb{C}}|\alpha(X)\in \mathbb{R}(^{\forall}\alpha\in\triangle)\}$ とな

る．このとき，$\Sigma:=\{\alpha|_{a}\in a^{*}|\alpha\in\triangle\}\backslash \{0\}$ と定めると，この集合はルート系をなし，
これを $(\mathfrak{g}, a)$ についての制限ルート系と呼ぶ．$\triangle$ のワイル群を $W(\Delta),$ $\Sigma$ のワイル群を

$W(\Sigma)$ と書くことにし，それぞれ), $a$ に直交変換で作用するものとする．$\Sigma$ の positive
system $\Sigma_{+}$ を任意に選ぶと，$\triangle$ の positive system $\triangle_{+}$ であって，任意の $\alpha\in\triangle$ につい

て，制限 $\alpha|$。が $\Sigma^{+}\cup\{0\}$ に属するものが存在する．このような $\Delta+,$ $\Sigma_{+}$ を一つ固定し，
$\dot{I}+:=\{X\in)|\alpha(X)\geq 0(^{\forall}\alpha\in\triangle_{+})\}$ とすると，前節の内容はすべて，この) $+$ について

成立することになる．また，$\alpha_{+}:=\{X\in a|\xi(X)\geq 0(\xi\in\Sigma_{+})\}$ とすると，この集合は
$)+\cap a$ と等しい．さらに，$\alpha+$ は $W(\Sigma)$ の $a$ への作用における基本領域である．このとき
Fact 3.1の実形版として，次の Fact も成り立っ:

Fact 3.7. 佳の任意の双曲型軌道 $O_{h_{-}}^{0}$ . に対して，$O_{hyp}^{0}\cap\alpha$ は一つの $W(\Sigma)$軌道をなす．

特に，$\alpha+$ の元 $X_{\mathcal{O}_{hyp}^{0}}$ であって，$X_{\mathcal{O}_{hyp}^{0}}\in 0_{hyp}^{0}$ となるものが唯一つ存在する．

$9c$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ が 9と交わるための必要十分条件は，Fact 3.1の言葉を用いて

以下のように与えられる．

命題 38. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ が実形 $\mathfrak{g}$ と交わることと，$\mathcal{O}_{hyp}$ に対応する $\mathfrak{j}+$ の $\overline{\pi}$

$X_{O_{hyp}}$ が，$a+$ に属することは同値である．

Proof. $X_{\mathcal{O}_{hyp}}\in\alpha+$ なら $\mathcal{O}_{hyp}$ が $\mathfrak{g}$ と交わることは定義から明らかである．$\mathcal{O}_{hyp}$ が $\mathfrak{g}$

と交わることを仮定して，$X_{O_{hyp}}\in a+$ を示そう．仮定より $X\in \mathcal{O}_{hyp}\cap \mathfrak{g}$ となる $X$ が

取れる．$X$ を通る $\mathfrak{g}$ の双曲型軌道 $O_{hyp}^{0}$ について，Fact 3.7より，$X_{\mathcal{O}_{hyp}^{0}}\in O_{hyp}^{0}\cap a+$

となる $X_{O_{hyp}^{0}}$ が唯一つ存在する．$O_{hyp}^{0}\subset O_{hyp}$ であることと，$\alpha+\subset$ ) $+$ に注意すると，
$x_{o_{hyp}^{0}}\in \mathcal{O}_{hyp}\cap\dot{1}+$ である．従って，Fact 3.1より，$X_{\mathcal{O}_{hyp}^{0}}=X_{O_{hyp}}$ でなければならず，
特に $X_{\mathcal{O}_{hyp}}\in\alpha+$ である 口

一般に複素半単純リー環の実形に対して，佐武図形と呼ばれる図形が定義される (以下

で佐武図形について簡単に紹介するが，詳しくは荒木 [1] を参照). 佳の佐武図形を用いる
と，命題 3.8を重み付き Dynkin 図形の言葉で理解することができる．以下ではこのこと
を解説する．

$\triangle^{+}$ の simple system を $\Pi$ とすると，$\{\alpha|_{\mathfrak{a}}|\alpha\in\Pi\}\backslash \{0\}$ は $\Sigma^{+}$ の simple system

となる．この $\alpha$ への制限を視覚的に表すため，垣を頂点とする Dynkin 図形に以下の二種
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類の構造を加えたものを，$\mathfrak{g}$ の佐武図形と呼ぶ :

. $\alpha|_{\mathfrak{a}}=0$ となる頂点 $\alpha\in\Pi$ を黒い頂点で表示する．. $\alpha|_{a}=\beta|a$ となる二つの頂点 $\alpha,$ $\beta\in\Pi$ を矢印で結ぶ．

一般に，三つ以上の $\Pi$ の元が $\alpha$ に制限して互いに等しくなることはなく，佐武図形にお
いて三つ以上の頂点が矢印で互いに結ばれることは無い．この佐武図形を用いて，双曲型

軌道と実形が交わるかどうかの判定を行いたい．$\Pi$ を頂点とする重みつき Dynkin 図形

が，同じく $\Pi$ を頂点とする $\mathfrak{g}$ の佐武図形と “マッチする” ということを以下のように定義

する:

定義 39. $\Pi$ を頂点とする重み付き Dynkin 図形 $D$ が，$\Pi$ を頂点とする $\mathfrak{g}$ の佐武図形 $S$

とマッチするとは，次の二条件を満たすことである:

・頂点 $\alpha\in\Pi$ に対して，$\alpha$ が $S$ において黒い頂点であれば，$D$ における $\alpha$ の重み

はゼロである．

・頂点 $\alpha,$ $\beta\in\Pi$ に対して，$\alpha$ と $\beta$ が $S$ において矢印で結ばれていたら，$D$ におけ

る $\alpha$ の重みと $\beta$ の重みは等しい．

重み付き Dynkin 図形は) と自然に一対一に対応するのであった．このとき，次の命題
が成り立っ:

命題 3.10. $j$ の元 $X$ に対して，$X\in\alpha$ であることと，$X$ に対応する重み付き Dynkin 図

形が 9の佐武図形とマッチすることは同値である．

Proof. 定義に戻れば，$X\in$ ) に対応する重み付き Dynkin 図形が 9の佐武図形とマッチ
することは，

$\{\begin{array}{ll}\alpha|_{a}=0 \Rightarrow\alpha(X)=0 (\alpha\in\Pi)\alpha|_{a}=\beta| \text{。 }\Rightarrow\alpha(X)=\beta(X) (\alpha, \beta\in\Pi)\end{array}$

を満たすことと同値である．このことから $\alpha$ の元に対応する重み付き Dynkin 図形が 9
の佐武図形とマッチすることはすぐに分かる．後は，) の部分空間

$\alpha’$ $:=$ { $X\in j|X$ に対応する重み付き Dynkin 図形が 9の佐武図形とマッチする}

について，この $\alpha’$ の次元が $\alpha$ の次元と等しいことを示せばよい．$\{\alpha|_{a}\in\alpha^{*}|\alpha\in\Pi\}\backslash \{0\}$

を $\{\xi_{1}, \ldots, \xi_{m}\}$ と書けば，$\alpha’$ の次元は $m$ となるが，この集合は $a^{*}$ の基底でもあるから，
$\alpha$ の次元も $m$ である．よって $\alpha=\alpha’$ であり，命題が証明された．ロ
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特に命題 38と合わせると次の系が得られる．この系により，$\mathbb{R}_{\geq 0}$-値重み付き Dynkin
図形でパラメトライズされた gc の双曲型軌道が，実形佳と交わるか否かの判定が出来る．

系 $31L\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ が 9 と交わることは，$\mathcal{O}_{hyp}$ に対応する $(\Pi$ を頂点とす

る $)\mathbb{R}_{\geq 0}$ -値重み付き Dynkin 図形 $D_{\mathcal{O}_{hyp}}$ が ( $\Pi$ を頂点とする) $\mathfrak{g}$ の佐武図形とマッチす

ることと同値である．

例 312. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}=\epsilon \mathfrak{l}(6, \mathbb{C}),$ $\mathfrak{g}=5U(4,2)$ の場合，$\mathcal{B}[(6, \mathbb{C})$ の双曲型軌道は

a $b$ $c$ $d$ $e$

$–$ 一一- 一一 $-$ $a,$ $b,$ $c,$ $d,$ $e\in \mathbb{R}_{\geq 0}$

でパラメトライズされているのであった．5U(4,2) の佐武図形は

0–O–一一〇一一- 《⊃

で与えられるので，上記のパラメータを持つ $\epsilon \mathfrak{l}(2, \mathbb{C})$ の双曲型軌道に対して，佳と交わる
ことと，

$\{\begin{array}{l}a=eb=dc=0\end{array}$

となることは同値である．

34 双曲型軌道と対称対

命題 23の設定を考える，すなわち複素半単純リー環佳$\mathbb{C}$ と，$9\mathbb{C}$ 上定義された互いに可

換な反正則対合 $\tau,$ $\sigma$ を考え，それぞれに対応する実形を $\mathfrak{g},$
$\mathfrak{g}^{c}$ とする．前節の結果から，

$\mathfrak{g},$
$\mathfrak{g}^{c}$ それぞれに対して都合のよいカルタン部分代数と positive system をとれば，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の

双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ が 9, $\mathfrak{g}^{c}$ それぞれと交わるための条件を与えることは可能である．この
節では，$\mathfrak{g},$

$\mathfrak{g}^{c}$ の両方に対して同時に都合のよいカルタン部分代数と positive system が

取れて，前節の結果を適用できることを紹介する (この節で用いている事実については，大
島-関口 [18] を参照).

佳 $\mathbb{C}$ のコンパクト実形 $u$ で，$u$ についての複素共役 $\theta$ が $\tau,$ $\sigma$ の両方と可換なものを一

つ選んで固定する．$\theta$ の 9, $\mathfrak{g}^{c}$ への制限はそれぞれのカルタン対合を与えており，対応す
る $\mathfrak{g},$

$\mathfrak{g}^{c}$ のカルタン分解をそれぞれ $\mathfrak{g}=e\oplus \mathfrak{p},$ $\mathfrak{g}^{c}=f^{c}\oplus \mathfrak{p}^{c}$ と書くことにする．このとき
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$u=t\oplus\sqrt{-1}\mathfrak{p}=f^{c}\oplus\sqrt{-1}\mathfrak{p}^{c}$ となっている．さらに り $:=\mathfrak{g}\cap \mathfrak{g}^{c}$ とし，$\theta$ によるりの分解

をり $=e($り $)\oplus \mathfrak{p}($り $)$ とする．ここで包含関係を整理しておくと，

$\sqrt{-1}u$ $\supset$ $\mathfrak{p}$

$\cup$ $\cup$

$\mathfrak{p}^{c}$ $\supset$
$\mathfrak{p}$ (り)

となっている．このとき $\sqrt{-1}u$ の極大可換部分代数) で，次の三条件を満たすものが存在
する．

. $)\cap \mathfrak{p}($ り $)$ は $\mathfrak{p}($ り $)$ の極大可換部分代数である．

$o\alpha:=)\cap \mathfrak{p}$ は $\mathfrak{p}$ の極大可換部分代数である．. $a^{c}:=j\cap \mathfrak{p}^{c}$ は $\mathfrak{p}^{c}$ の極大可換部分代数である．

このような) を一つ固定する．) $c:=\mathfrak{j}\oplus\sqrt{-1})$ は $kc$ のカルタン部分代数である．$(9c,)\mathbb{C})$

についてのノレート系を $\Delta$ とし，$(\mathfrak{g}, \alpha)$ についてのノレート系を $\Sigma,$ $(\mathfrak{g}^{c}, \alpha^{c})$ についてのノレー

ト系を $\Sigma^{c}$ とする．このとき，$\triangle$ の positive system $\triangle_{+}$ であって，次の二条件を満たすも
のが存在する．

. $\Sigma_{+};=\{\alpha|_{a}\in\Sigma|\alpha\in\Delta+\}\backslash \{0\}$ は $\Sigma$ の positive system である．

$o\Sigma_{+}^{c}:=\{\alpha|_{\mathfrak{a}^{c}}\in\Sigma^{c}|\alpha\in\Delta+\}\backslash \{0\}$ は $\Sigma^{c}$ の positive system である．

このような positive system $\Delta+$ を固定し，前節と同じように，$\mathfrak{j}_{+};=\{X\in)|\alpha(X)\geq$
$0(^{\forall}\alpha\in\triangle_{+})\},$ $\alpha_{+};=\{X\in\alpha|\xi(X)\geq 0(\xi\in\Sigma_{+})\},$ $\alpha_{+}^{c};=\{X\in\alpha^{c}|\eta(X)\geq$

$0(\eta\in\Sigma_{+}^{c})\}$ と定める．$\Delta,$ $\Sigma,$ $\Sigma^{c}$ についてのワイル群をそれぞれ $W(\Delta),$ $W(\Sigma),$ $W(\Sigma^{c})$

とすれば，$i+,$ $\alpha+\alpha_{+}^{c}$ はそれぞれ，$W(\Delta),$ $W(\Sigma),$ $W(\Sigma^{c})$ についての基本領域であり，

$a_{+}=)+\cap\alpha,$ $\alpha_{+}^{c}=\mathfrak{j}_{+}\cap\alpha^{c}$ が成り立っ．

命題 38をこの枠組みで用いると，次の命題が得られる．

命題 313. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ に対して，$\mathcal{O}_{hyp}$ に対応する ) $+$ の元を $X_{O_{hyp}}\in;_{+}$ と

する．このとき，$\mathcal{O}_{hyp}$ が $\mathfrak{g}$ と交わることは，$X_{O_{hyp}}\in\alpha+$ と同値であり，また，$\mathcal{O}_{hyp}$ が

$\mathfrak{g}^{c}$ と交わることは，$X_{O_{hyp}}\in a_{+}^{c}$ と同値である．特に，$O_{hyp}$ が 9と交わるが $\mathfrak{g}^{c}$ と交わら

ないということと，$X_{O_{hyp}}\in a+\backslash \alpha_{+}^{c}$ は同値である．
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35 幕零軌道と双曲型軌道

この節では，複素半単純リー環佳 $\mathbb{C}$ の幕零軌道から双曲型軌道への対応と，その対応に
おいて，実形佳と交わりを持つか否かの性質が伝播することをまとめて紹介する．
まず複素半単純リー環 $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の幕零軌道について，以下の Fact が成り立つ．

Fact 3.14 (Jacobson-Morozov, Kostant). $9c$ の幕零軌道 $\mathcal{O}_{nilp}$ に対して，以下の条件
$(\star)$ を満たす双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ が唯一つ存在する．

条件 $(\star)$ : ある複素リー環の準同型 $\psi$ : $\epsilon\downarrow(2, \mathbb{C})arrow 9c$ が存在して，

$\psi(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})\in \mathcal{O}_{nilp}$ , $\psi(\begin{array}{ll}1 00 -l\end{array})\in \mathcal{O}_{hyp}$

を満たす．

Fact 3.15 (Malcev). Fact 3.14の対応は，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の幕零軌道全体の集合から $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型

軌道全体の集合への単射を与える．

特に，幕零軌道それぞれに対応する $\mathbb{R}_{\geq 0}$-値重み付き Dynkin 図形が定義される．幕零
軌道から得られる $\mathbb{R}_{\geq 0}$-値重み付き Dynkin 図形はすべての重みが $\{0,1,2\}$ の元である

ことが知られており (Dynkin [5]), その分類も知られている (cf. Bala-Carter [2]).

例 3.16. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}=5[(6, \mathbb{C})$ の場合には，幕零軌道から得られる重み付き Dynkin 図形は以下

のものですべてである :

記号 重み付き Dynkin 図形

[6] $\underline{22222}$

22 $0$ 2 2[5, 1] –
2 $0$ 2 $0$ 2

$\frac\frac{}{2}\frac{[4,2]-}{[3^{2}][4,1^{2}]\underline{0200\underline{21012}},11011}$

$[3$ , 2, 1 $]$ –
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$\frac{[3,1^{3}]\underline{20002}}{00200}$

$\frac\frac\frac{[2^{3}]-}{[1^{6}][2,1^{4}][2^{2},1^{2}]\underline{00000\underline{\underline{01010}10001}}}$

また，$\mathfrak{g}$ を $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の実形とする．次の Fact は $9c$ の幕零軌道が 9と交わるための必要十分
条件を与える．

Fact 3.17 (cf. 関口 [19, Proposition 1.11]). $9\mathbb{C}$ を複素半単純リー環，$\mathfrak{g}$ をその実形と

する．Fact 3.14の対応において，$\mathcal{O}_{nilp}$ が実形 $\mathfrak{g}$ と交わることと，$\mathcal{O}_{hyp}$ が $\mathfrak{g}$ と交わるこ

とは同値である．

この Fact と系 311を合わせて考えれば，以下の例のように，佳と交わる寡零軌道を分
類できる．

例 318. $9\mathbb{C}=z1(6, \mathbb{C}),$ $\mathfrak{g}=su(4,2)$ の場合，$5U(4,2)$ の佐武図形は例 312で紹介した

ものである．例 316で与えたリストの中で，5U(4,2) の佐武図形とマッチするのは，

[5, 1], $[$4, $1^{2}],$ $[3^{2}],$ $[3,2,1],$ $[3,1^{3}],$ $[2^{2},1^{2}],$ $[2,1^{4}],$ $[1^{6}]$

ですべてである．これは $51(6, \mathbb{C})$ の双曲型軌道で $\epsilon u(4,2)$ と交わるものを分類を与える．

4 命題 23の証明

4.1 条件 (iv) ならば条件 (v) であることの証明

この節では命題 23の条件 (iv) から条件 (v) が導かれることを述べる (このことは，群

の言葉に直して固有作用の定義から証明することもできるが，ここではリー環の随伴軌道
の立場での直接的な証明を与える).
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Fact 3.14において，$9c$ の幕零軌道から，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道への対応を与えたのであっ

た．この対応について，次の命題が成り立つ．

命題 4.1. $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ を複素半単純リー環とする．このとき，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の任意の幕零軌道 $\mathcal{O}_{nilp}$ に対し

て，Fact 3.14の対応において与えられる双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ は，$-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ を満たす．

この命題の証明には次の補題が本質的に用いられる．

補題 42. 複素単純リー環 $\epsilon t(2, \mathbb{C})$ において，$(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})$ と $(\begin{array}{ll}-1 00 1\end{array})$ は同一の随伴軌

道に属する．

Proof. 例えば $(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})\in SL(2, \mathbb{C})$ とすれば，$SL(2, \mathbb{C})$ は連結なので Ad $((\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array}))\in$

Int $st(2, \mathbb{C})$ であり，

$Ad((\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array}))(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})=(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})$

$=(\begin{array}{ll}-1 00 1\end{array})$ .

口

この補題を用いて命題 41を証明しよう．

Proof. $X\in O_{hyp}$ を任意に固定して，$-X\in \mathcal{O}_{hyp}$ であることを示せばよい．Fact 3.14
の対応の定義から，ある複素リー環の準同型 $\psi$ : $\epsilon \mathfrak{l}(2, \mathbb{C})arrow \mathfrak{g}c$ であって，

$\psi(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})\in \mathcal{O}_{nilp}$ , $\psi(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})=X$

となるものがとれる．この $\psi$ について，$\psi(\begin{array}{ll}-1 00 1\end{array})\in O_{hyp}$ を示せばよい．補題 42よ
り，$zt(2, \mathbb{C})$ の元 $A_{1},$

$\ldots,$
$A_{m}$ で，

$Exp(ad_{\mathfrak{s}I(2,\mathbb{C})}A_{1})\circ\cdots oExp(ad_{\epsilon I(2,\mathbb{C})}A_{m})(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})=(\begin{array}{ll}-1 00 1\end{array})$

となるものがとれる．ここで，

$g:=Exp(ad_{gc}\psi(A_{1}))0\cdots\circ Exp(ad_{9\mathbb{C}}\psi(A_{m}))\in$ Int $9\mathbb{C}$
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とすれば，$g\cdot\psi(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})=\psi(\begin{array}{ll}-1 00 1\end{array})$ となる．従つて，$\psi(\begin{array}{ll}-1 00 1\end{array})\in \mathcal{O}_{hyp}$ であ

る．口

この Fact と命題 41を用いれば，以下のように定理 23の条件 (iv) から条件 (v) が

導かれる．

定理 2.3における $(iv)\Rightarrow(v)$ の証明．$O_{nilp}$ を $9c$ の幕零軌道で $\mathfrak{g}$ と交わり，$\mathfrak{g}^{c}$ とは交

わらないものとする．Fact 3.14によってあたえられる双曲型軌道を $\mathcal{O}_{hyp}$ とすると，命題
4.1より，$-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ である．また Fact 3.17より，$\mathcal{O}_{hyp}$ は $\mathfrak{g}$ と交わり $\mathfrak{g}^{c}$ とは交わ

らないことも分かる 口

42 条件 (v) ならば条件 (iv) であることの証明

$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ を複素半単純リー環とする．命題 34より，$\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ に対して，

$-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ を満たすことと，対応する ) $+$ の元 $X_{O_{hyp}}$ が一 $w+$ 不変であることは同

値であった．ここでは) $-w+;=\{X\in)|-w+X=X\}$ としておく．また Fact 3.14によ

り，佳 $\mathbb{C}$ の罧零軌道 $O_{nilp}$ に対して，対応する $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の双曲型軌道が決まる．特に Fact 3.1を

通じて，$O_{nilp}$ に対応する) $+$ の元が決まるが，この場合にはその元を $X_{O_{nilp}}$ と書くこと

にする．さらに，佳を gc の実形としたとき，Fact 3.17により $O_{nilp}$ が実形 $\mathfrak{g}$ と交わるこ

とと，対応する双曲型軌道が実形 $\mathfrak{g}$ と交わることは同値であった．命題 38より，これは
$X_{O_{nilp}}$ が $\alpha+$ に属することと同値である．定理 23における $(v)\Rightarrow(iv)$ の証明には次の

補題が本質的に用いられる:

補題 43. \S 33の設定において，次の等式が成り立つ :

$)^{-w+}\cap a=\mathbb{R}-span\langle X_{\mathcal{O}_{nllp}}\in\alpha+|\mathcal{O}_{nilp}$ は $9c$ の幕零軌道で，$O_{nilp}\cap \mathfrak{g}\neq\emptyset\rangle$

この補題は幕零軌道の分類と実形の佐武図形を用いて証明される (次の章で証明のアイ

ディアを述べる). 重要なことは，この補題は “複素半単純リー環とその実形” についての
主張であって，対称対についての主張ではないということである．これより補題を認めて
定理 23の証明を行うが，そこでは種々の分類は用いず，抽象論のみで議論を行う．した
がって特に，(v) と (iv) の同値性の証明には対称対の分類を用いる必要はない．

補題 43を用いて定理 23における $(v)\Rightarrow(iv)$ の証明を行うため，以下の二つの系を
述べておく．まず \S 34の設定において，命題 313から次の系が得られる :
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系 44. \S 34の設定において，次の二条件は同値である:

(v) $-\mathcal{O}_{hyp}=\mathcal{O}_{hyp}$ を満たす $9c$ の双曲型軌道 $\mathcal{O}_{hyp}$ であって，佳と交わるが，$\mathfrak{g}^{c}$ とは

交わらないものが存在する．

(vi) $)^{-w_{+}}\cap(a+\backslash a_{+}^{c})\neq\emptyset$ .

さらに命題 313から次の系も得られる:

系 45. \S 34の設定において，次の二条件は同値である:

(iv) $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の幕零軌道 $\mathcal{O}_{nilp}$ であって $\mathfrak{g}$ と交わるが，$\mathfrak{g}^{c}$ とは交わらないものが存在する．

(vii) $\mathcal{B}c$ の幕零軌道 $\mathcal{O}_{nilp}$ であって 7 $X_{\mathcal{O}_{nilp}}\in\alpha+\backslash$ 噴となるものが存在する．

従って，ここで証明すべきことは，条件 (vi) から条件 (vii) が導かれることである．こ
れを補題 43を用いて証明する．

(vi) $\Rightarrow$ (vii) の証明．佳 $\mathbb{C}$ の幕零軌道で $\mathfrak{g}$ と交わるもの全体の集合を $\{O_{1}, \ldots, O_{m}\}$ とす

る (佳 $\mathbb{C}$ の幕零軌道は有限個しかないことに注意). 仮定 $)^{-w_{+}}\cap(a+\backslash \alpha_{+}^{c})\neq\emptyset$
” の下で，

いずれかの $i\in\{1, \ldots m\}$ について，$O_{i}\cap \mathfrak{g}^{c}=\emptyset$ であることを示そう．命題 38によ
り，証明すべきことは，ある $i$ が存在して，$X_{O_{i}}\not\in\alpha_{+}^{c}$ となることである．いま仮定から，

$X\in)^{-w_{+\cap}}(a+\backslash \alpha_{+}^{c})$ となる $X$ が存在する．補題 43より，

$X=c_{1}X_{\mathcal{O}_{1}}+\cdots+c_{m}X_{\mathcal{O}_{m}}$ $(^{\text{ョ}}c_{i}\in \mathbb{R},$ $i=1,$ $\ldots,$
$m)$

と書ける．もしすべての $i=1,$ $\ldots m$ について $X_{\mathcal{O}_{i}}\in\alpha_{+}^{c}$ であるとすると，右辺は $\alpha^{c}$ の元

である．しかし，左辺は $X\in\alpha+\backslash \alpha_{+}^{c}\subset \mathfrak{j}+$ であり，$\alpha_{+}^{c}=$ ) $+\cap\alpha^{c}$ であることから，$X\not\in a^{c}$

である．これは上記の等式と矛盾している 口

これより，補題 43の証明を与えれば，命題 23の証明が完成することとなる．

5 補題 4.3の証明のアイディア

この章で，補題 43の証明のアイディアを述べる．一般 $F$こ \S 33の設定において，

$)^{-w_{+}}\cap\alpha\supset \mathbb{R}-span\langle X_{\mathcal{O}_{nilp}}\in\alpha+|\mathcal{O}_{nilp}$ は佳 $\mathbb{C}$ の幕零軌道で，$O_{ni}$ 1 $p$ 口佳 $\neq\emptyset\rangle$

となることは，命題 34, 命題 38, 命題 41からただちに分かる．証明すべきことは，
$)^{-w_{+}}\cap\alpha$ が $\{Xo_{nilp}\in\alpha+|\mathcal{O}_{ni}$1$p$

は $9c$ の幕零軌道で，$\mathcal{O}_{ni}$1 $P^{\cap}$ 佳 $\neq\emptyset\}$ で張られるとい

うことである．これはある意味での “実形 $\mathfrak{g}$ と交わる幕零軌道の多さ” についての主張で
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ある．このことの証明には，幕零軌道の重み付き Dynkin 図形での分類 (cf. Bala-Carter

[2] $)$ と，実形の佐武図形での分類 (cf. 荒木 [1]) を用いる．方法としては，各々の半単純リー
環 $\mathfrak{g}$ に対して，$\mathfrak{g}$ と交わる $\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}$ の幕零軌道 $O_{1},$

$\ldots,$
$O_{n}$ であって，$\{X_{\mathcal{O}_{i}}|i=1, \ldots, n\}$

が $)-w_{+\cap a}$ を張るようなものを重み付き Dynkin 図形の形で一組ずつ与えればよい $(\mathfrak{g}$

が単純の場合だけ確かめれば十分である).

ここでは例として，$\mathfrak{g}=5U(4,2)$ , また $\mathfrak{g}=\mathfrak{s}u^{*}(6)$ の二つの場合に補題の証明を行う．

例 5.1. $9c=\mathcal{B}[(6, \mathbb{C})$ , 佳 $=5U(4,2)$ の場合に補題の証明を行う．まず，$5[(6, \mathbb{C})$ の重み付

き Dynkin 図形において，$-w+$ が引き起こす変換は $180^{O}$ 回転で与えられるのであった

(cf. 例 36). また，$5U(4,2)$ の佐武図形は

$-\cdot-$
で与えられる．従って，$;-w_{+}\cap\alpha$ は

$\{\underline{ab0b}a$ $|a,$ $b\in \mathbb{R}\}$

に対応する空間である．一方，例 3.16では霧零軌道に対応する重み付き Dynkin 図形のリ

ストを与えた．これは $\{X_{O_{nilp}}|O_{nilp}$ は 5 $[(6, \mathbb{C})$ の幕零軌道} の元の重み付き Dynkin

図形のリストに他ならない．このうち，$)^{-w+}\cap a$ の元と対応するのは，

[5, 1], $[$4, $1^{2}],$ $[3^{2}],$ $[3,2,1],$ $[3,1^{3}],$ $[2^{2},1^{2}],$ $[2,1^{4}],$ $[1^{6}]$

となる．これらの重み付き Dynkin 図形は，上記の空間を張る (例えば，[5, 1], $[$4, $1^{2}]$ がこ

の空間の基底をなす) から，$\mathfrak{g}=5U(4,2)$ に対しては補題 43が成立する．

例 52. $9c=\epsilon 1(6, \mathbb{C}),$ $\mathfrak{g}=zu^{*}(6)$ の場合に補題の証明を行う．$5[(6, \mathbb{C})$ の重み付き

Dynkin 図形において，$-w+$ が引き起こす変換は 180’ 回転であり，$\epsilon u^{*}(6)$ の佐武図形は

—-$\cdot$

で与えられるから，$\mathfrak{j}^{-w_{+}}\cap\alpha$ は

$\{\underline{0a0a0}$ $|a\in \mathbb{R}\}$
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に対応する空間である．例 316で与えたリストのうち，$j^{-w_{+}}\cap a$ の元と対応するのは，

$[3^{2}],$ $[2^{2},1^{2}],$ $[1^{6}]$

となる．これらの重み付き Dynkin 図形は，上記の空間を張る (例えば，$[3^{2}]$ がこの空間

の基底をなす) から，佳 $=zu^{*}(6)$ に対しては補題 43が成立する．

上記の例のように，一般の $\mathfrak{g}$ に対しても，佳 $\mathbb{C}$ の幕零軌道のリストと $\mathfrak{g}$ の佐武図形を用

いて，補題 43が証明される．
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